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ПРЕДИСЛОВИЕ 

"Задачи не придумывают, их коллекционируют," - это сло­
ва из беседы известного математика П .С.Моденова, автора зна­
менитого задачника по элементарной математике, с молодыми 
преподавателями МГУ. 

Настоящее учебное пособие представляет собой сборник за­
дач по объединенному курсу алгебры и аналитической геомет­
рии. В основе сборника лежит замечательная коллекция задач 
наших учителей и коллег. В первую очередь - это "Сборник за­
дач по линейной алгебре" И .В.Проскурякова [21] , "Сборник за­
дач по аналитической геометрии" С .В .Бахвалова, П .С.Моденова, 
А.С .Пархоменко [1] и "Задачник по линейной алгебре" Х.Д.Икра­
мова [8] .  Авторы стремились пополнить классическую коллек­
цию новыми задачами и ,  если это им удалось , то во многом бла­
годаря сотрудничеству с коллегами по факультету вычислитель­
ной математики и кибернетики МГУ им . М .В.Ломоносова. 

Пособие содержит в основном традиционный, но специаль­
ным образом подобранный материал , соответствующий курсу, 
в котором органически связаны дисциплины "Общая алгебра", 
"Линейная алгебра" и "Аналитическая геометрия". В сборнике 
представлено большое количество задач разной степени сложно­
сти , достаточное для обеспечения курса алгебры и аналитиче­
ской геометрии. Вместе с тем сборник может быть полезен и для 
тех , кто осваивает смежные области: в книгу включены задачи 
матричного анализа, используемые в численных методах, тео­
рии функций, дифференциальных уравнениях, математической 
статистике. Задачи на конечные группы и поля могут заинтере­
совать и тех, кто изучает дискретную математику. 

Несколько замечаний о структуре книги. Задачи сгруппиро­
ваны в параграфы. Нумерация параграфов сквозная . В нача­
ле каждого параграфа приводятся определения и формулировки 
теорем, касающиеся рассматриваемых понятий, а также приме­
ры решений типовых задач. Теоретической подцержкой задачни­
ка являются учебник В .В .Воеводина [3 ), в котором заложены ме­
тодические основы объединения курсов алгебры и геометрии , и 
учебник В .А .Ильина, Г.Д.Ким [9] .  Последовательность разделов,  
а также определения и обозначения соответствуют учебнику [9] .  
В конце задачника помещены ответы к задачам , к некоторым из 
них даются рекомендации .  
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Инициатива написания книги принадлежит деканату фа­
культета ВМиК 1\1ГУ. Мы рады случаю выразить глубокую при­
знательность декану факультета академику РАН Е.И .Моисееву. 

Авторы считают своим приятным долгом отметить , что на их 
деятельность оказала решающее влияние система преподавания 
математики на факультете В11иК , сложившаяся под руковод­
ством и при непосредственном участии академика РАН А.Н .Ти­
хонова, профессора И .С .Березина, академика РАН В .В .Воеводи­
на и академика РАН В .А.Ильина, стоявших у истоков организа­
ции факультета. 

Г.Д.Ким , Л .В .Крицков 

ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 

В настоящеrv'I издании исправлены опечатки и неточности, 
обнаруженные в тексте первого издания [12 ,  том 1). В значи­
тельной степени это нам удалось благодаря нашим коллегам -
А.Б .Будаку, И .В.Дмитриевой ,  Н .Б .Есиковой , Х.Д. Икрамову, 
М .В .Комарову, В .А.Морозовой , А.А .Полосину, Р.В .Разумейко, 
А .И .Фалину, А. С.Фурсову, а также многим студентам и аспиран­
там факультета ВМиК МГУ им . М.В .Ломоносова. Мы выражаем 
им свою глубокую и искреннюю признательность . 

Во второе издание добавлено более 150 новых задач. При 
этом мы старались сохранить прежнюю нумерацию задач, снаб­
жая новые задачи "тройными" номерами или располагая их в 
конце параграфов. Тем не менее, ряд разделов был подвергнут 
существенной переработке - это прежде всего относится к§§ 39 , 
40 и отчасти к§§ 19 ,  2 1  и 30 , где порядок задач был изменен . Кро­
ме того, в конце задачника появились предметный указатель и 
указатель обозначений. 

Второе издание книги было подготовлено в рамках образо­
вательной программы "Формирование системы инновационного 
образования в МГУ''. 

Г.Д. Ким , Л.В .Крицков 
Декабрь 2006 года 
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Глава 1. Матрицы 

Пусть m, n Е N. Матри'Цей размера m х п называется совокупность mn 
чисел, записанных в виде прямоугольной таблицы из m строк и п столб­
цов . При этом сами числа называются элементами :матрицы. Если элемент 
матрицы стоит на пересечении i-й строки и j-го столбца, то говорят, что он 
расположен в пози'ЦШ.t ( i, j) . 

В главах I-VIII рассматриваются лишь вещественные :матрицы, т.е . мат­
рицы с вещественными элементами. 

:
рин[ят

;�г!�
щие 0�0

;;:
ач]ен

::
и А= (a;j

) - матрица А с элем�н;г�-ми aij в позиции (i,J ) , 
am1 am2 аmп 

{A}ij - элемент матрицы А в позиции (i,j); 
Amxn - матрица А размера m х п; 
Rmxn - множество всех вещественных матриц размера m х п; 
а� и aj - i-я строка и j-й столбец матрицы А, тем самым :матрица А 

может быть записана более компактно в виде 

А== 

а
' 
m 

или (0 . 1 ) 

Эле:менты Uij , где i == j, называются диагоналънъtми, а элементы Uij, 
где i i= j, - внедиагон,алън'ыми. Совокупность всех диагональных элементов 
ан,  а22 , . . .  , akk , где k == min(m, п) , называется главной диагоналъю матрицы, 
а совокупность элементов а1п , а2,п- 1 ,  .. . - ее побо'Чной диагоналъю. 

!\1атрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой и обо­
значается символом О.  

Матрица размера п х п называется квадратной матри'Цей п-го по­
рядка. О б  о з н а ч е ние: An - квадратная матрица А порядка п. Квадратная 
матрица называется диагоналъной, если все ее внедиагональные элементы 
равны нулю. О б  о з н а ч е н и е: diag( а1 1, . . . , Unn) . Диагональная матрица, у 
которой все диагональные элементы равны между собой, называется ска­
лярной. Скалярная матрица, у которой все диагональные элементы равны 
1 ,  называется едини'Чной (тождественной) и обозначается символом/. Эле-
менты единичной матрицы обозначаются символом дij (символ Кронекера) ,  
так что 8;1 = { 6: � i= �: и I = (8;1 ) . Столбец ej и строка е� единичной 
матрицы называются j-м едtmu'Чнъtм столб'ЦОМ и i-й единu'Чной строкой. 

Число tr А =  а1 1 + . . . +апп называется следом матрицы А = (aij) Е Rnxn. 
Матрица размера 1 х п называется стро'Чной матри'Цей, или матр1щей­

строкой, или вектор-строкой. Матрица размера m х 1 называется столб­
'ЦОвой матри'Цей, или матри'Цей-столб'Цом, или вектор-столб'Цом. 
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§ 1. Операции над матрицами 

Две матрицы А = ( aij) и В == ( bij ) одинакового размера m х п называ­
ются равнъ�ми, если ai1 == bi1, i== 1 , m, j = 1 , п .  О б о з н а ч е н и е: А ==  В . 

Суммой матриц А == (aij ) Е JRmxn и В == (bi1) Е Rmxn называется 
матрица С == ( Cij) Е JRm � п , элементы которой определены равенством 

Cij == Uij + bij , i = 1 ,  m, j = 1 ,  n. 
О б о з н а ч е н и е : С== А +  В. 

Матрица -А == ( -aij ) Е JRm х n называется противоположной к мат-
рице А == (aij) Е JRmxn . 

Тео р ем а 1 . 1 .  Операция сложения матриц обладает следующими 
свойства.м,и: \iA, В, СЕ JRmxn и О Е JRmxn 

1) А +  В ==  В + А (сложение матриц коммутативно); 
2) (А + В) + С ==  А +  (В + С) (сложение матриц ассоциативно); 
3)А + 0 = 0 + А = А; 
4) А +  (-А) == -А + А ==  О .  
Разностъю матриц А == (aij) Е JRmxn и В == (bij ) Е Rmx11. называется 

матрица Х = (Xij ) Е JRmxn такая , что А = В +  Х. О б о з н а ч е н и е : Х 
== 

А- В. 
Произведением матрttЦ'Ьl А == (aij ) Е JRmxn на 'Число а Е JR называется 

матрица С == ( Cij ) Е JRm 
х п , элементы которой определ ены равенствоы 
Cij == йUij , i = 1 ,  m, j == 1 ,  n. 

О б о з н а ч е н и е : С =  аА . 
1п 

Матрица L йk Ak называется л�тейной комбинацией матриц А1 , . . . , 
k =l 

Ап1. с коэффициентами а1, ... , йи1.. 
Т е о р е м  а 1 .2 .  Опершция умноженttя матрицъt на 'Число обладает 

следующими свойствами: \iA,B Е Rmxn , \ia,{3 Е JR 
1) 1 ·А== А; 
2) (а{З)А = а({ЗА); 
3) а(А + В) = аА + аВ (умноженне матр1щъ� на 'Ч'uсло дистрttбутивно 

относителъно сложения матриц); 
4) (а + {З)А == аА + {ЗА (умножение матрицъ� на 'Число дистрибутивно 

относиrпелъно сложения 'Чисел); 
5) -А == (- 1 )А . 
Произведением матриц А == ( aij ) Е JRm 

х n и В == ( bij ) Е JRn х k называ­
ется матрица С == { Сiз) Е JRm х k , элементы которой определены равенством 

п 

Ci 1 == 2::= ai s Ь s J , i == 1, m, j == 1 ,  k. 
s=l 

О б о з н а ч е н и е : С ==  АВ. 

{ 1 .1) 

Произведение матриц зависит от порядка сомножителей; произведение 
АВ определено лишь в том случае, когда размеры матриц А и В согласованы 
специальным образом: число столбцов левой матрицы должно совпадать с 
числом строк правой. 
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Соотношение ( 1 . 1 )  означает, что элемент матрицы АБ, расположенный 
в i-й строке и j-м столбце, равен сумме произведений соответственных эле­
ментов i-й строки матрицы А и j-го столбца :матрицы В. Например, 

[ -1 -6  
3 

-3 ] l_Ul= [ 
----�--"" 2 х 2  

Зх 2 

1 . 2 + (-6) . о 
( - 1 ) · 2 + 3·0 
6 . 2 + (-3) . о 

1 . 4 + ( -6) . 5 ] [ 2 
(- 1 )·4 + 3 · 5 = -2 
6 . 4 + (-3) . 5 12  

-26 ] 
1 1  . 
9 

Зх2 

Согласование размеров матриц-сомножителей и их произведения можно 
"увидеть" на примере умножения матрицы на вектор-столбец и на вектор­
строку : 

Заметим, что умножение :матрицы слева на столбец и справа на строку 
не определено в общем случае. 

Непосредственно из определения следует, что 

( 1 . 2) 

Равенства ( 1 .2 ) , по существу, означают, что для любой матрицы А Е Rm xn 

Aln = IпiA = А, 

где In и lm - единичные матрицы порядков п и  m соответственно. 
Матрицы А и Б, для которых АВ =БА, называются перестаново'ЧН'ыми 

или коммутирую�ими. 
Матрица [А, Бj = АВ - БА называется коммутатором матриц А и 

В. Очевидно, что коммутатор матриц нулевой тогда и только тогда, когда 
матрицы перестановочны. 

Т е о р е м  а 1 .3.  Опера'Ция умножения матри'Ц обладает следующи-
мu свойствами: 

1) (АБ)С = А(БС) (умножение ассо'Циативно), 
2) а(АБ) == (аА)Б = А(аБ) , \/а Е R, 
3) А(В +С)= АБ +АС, (А+ В)С  = АС +  БС (умножен'l.tе дистри­

бутивно относ�tтелъно сложения матрич), 
въшолненнъ�ми для любых матри'Ц А,  В, С, для которых левые 'Части ра­
венств имеют смысл. 

Пусть p(t) = 2:::;;1=0 aktk - многочлен с вещественными коэффициентами 
от одной переменной t и А - квадратная матрица. l\1атрица р(А) = а01 + 
aiA + а2А2 + · · · + amAm называется много'Членом от матр'l.L'Ц'Ьt А. 
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Пусть А == ( aij ) Е Rm х п
. 1v1атрица Ат == ( a�j ) Е Rn х m называется транс­

понированной к матрице А, если 
t . 1 . 1 aij == aji ,  i == , п ,  J == , m. 

Переход от :матрицы А к А
т называется транспонированием матрщ�,Ъt 

А. Заметим , что при транспонировании матрицы А ее строки становятся 
столбцами Ат с теми же номерами, а столбцы - строками . 

Например, 

[ � ! ] т [ � � � � ] ; [ 1 2 З 4 ]т = [ � ] 
Т е о р е м а 1 .4 .  Опершци.я транспонирования матри'Ц обладает 

следующими свойствами: 
1} (А+ В)т ==Ат+ вт, 
2) (аА)т = аАт, 'Va Е R, 

3) (АВ)т = вт Ат, 
4) (Ат)т ==А, 

вЪtполненнЪtми дл.я всех матри'Ц А, В, дл.я которЪtх имеют СМ'ЫСЛ левЪtе 
'Чдсти равенств. 

П р  и м  е р  1 . 1 .  Найти произведение АБС D матриц 

А = [ � ] , В =  [ 1 - 1  2 -2 ] , С =  [ -! ] , D = [ 1 2 - 1  ] . 

Р е ш е н и е. Имеем ABCD == A(BC)D == {ВС = 2} = А· 2D == 2 (AD) == 

2 [ � ] [ 1 2 - 1  ] = 2 [ � t� =� ] [ �� �� =�� ] .. 
9 9 18  -9 18  36 - 18 
П р и м е р  1 .2 .  Вычислить р(А) , если p(t) == 5 - 2t + t

2
, А - квадратная 

матрица второго порядка, элементы которой определены условиями aij == 
max{i, j}. 

Р е  ш е н и  е. Восстановим матрицу А по заданному условию: А = [ � 
2 [ 1 2 ] [ 1 2 ] [5 6 ] [5 о ] [ 2 4 Тогда А == 2 2 2 2 == 6 8 и р (А ) == О 5 - 4 4 [ � � ]  = [ � � ] . •  

н ] 
+ 

П р и м е р  1 .3 .  Показать , что если А =  (aij ) Е Rm xп
, а Ь' == [а1 а2 . . .  йm] 

и Ь == [а1 а2 . . .  йп]
т - вектор-строка и вектор-столбец соответственно, то 

п 

АЬ == L йzai , 

i=l 

m 

Ь'А = L aia
�
. ( 1 . 3 )  

i=l 

Р еше н и е. Очевидно, что Ь = ;� а;е" Тогда АЬ =А с� а;е;) = {из 
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п 

дистрибутивности умножения матриц} == L A(aiei ) = {теорема 1 .3 } == 

п п 

i=l 

:L йiAei == { ( 1 .2) } == 
:L йiai . Второе из равенств ( 1 .3) следует из первого, 

i= l i=l 

так как в силу теоремы 1 .  4 ( Ь' А) т == Ат ( Ь' ) т , причем ( Ь' ) т - это вектор-
столбец. Поэтому ( Ь' А) т является линейной комбинацией столбцов Ат , а 
Ь' А - линейной коыбинацией строк А с коэффициентами а1 , . . .  , йm. • 

П р  и м  е р  1 .4 .  Доказать, что столбцы произведения АВ являются ли­
нейными комбинациями столбцов матрицы А, а строки АВ - линейными 
комбинациями строк матрицы В.  

Р е ш е н и е. Пусть в обозначениях (0 . 1 )  матрица В имеет вид В == 

[Ь1 Ь2 . . . b
k]

· Тогда, как следует из определения произведения матриц, АВ == 

[АЬ1 АЬ2 . . . 
Ab

k]· В силу ( 1 .3) отсюда следует первая часть доказываемого 
утверждения. Вторая его часть может быть сведена к первой приемом, опи­
санным в решении примера 1 .3 .  • 

ЗАДАЧИ 

1.1. Матрицы А = (aij ) Е JR2x 3 и В = (bij ) Е JR3x 2 определе­
ны условиями aij = l i  - JI , bij = n1ax{i , j } .  Найти: 

а) произведения АВ и ВА; 
6) линейную комбинацию матриц ААт и АВ с коэффициен­

тами 1 и - 1 .  
1.2. Найти произведение АВ, где: 

[ 74 -35 52 45 ] ' в = 

о 
о а) А =  13 98 -84 -21  1 38 -64 32 79 о 

о ], в = [ 74 -35 52 45 

] ; 
6) А = [ О 1 13  98 -84 -21 

38 -64 32 79 

6 3 -2 -7 1 
в) А = 

-4 2 -3 5 
' В = 

1 
-3  -1  4 1 1 

2 -4 1 3 1 

6 3 -2  ,.., 
-1 

г) А = [ 1 1 1 1 ] , в = 
-4 2 -3 5 
-3 - 1  4 1 

2 -4 1 3 



14 Глава I. Матрицы 

882 1223 о о о о о о 
д) А = 988 1 147 о о Б= о о о о 

1 1 13 1380 о о ' 1755 1613 1 712 716  
1478 879 о о 1 564 1725 151 44 

1.3. Вычислить произведение АБС, где 

2002 2001 2000 

[ 12 6 -2 ] [ 1 1 ] 1999 1998 1997 А= 1996 1995 1994 , Б = 6 3 - l ,С= -2 - 1  · 
1993 1992 1991 18 9 -3 о 3 

1.4. Вычислить произведение А2 Б3С, где 

А = -5 3 1 -6  , Б = -4 2 7 , С = 3 . 
[ 12 23 47 ] [ 3 о -3 ] [ -2 ] 

35 51 -3 1 .-2 -4 -2 

1.5. Вычислить произведение (АБ)2С, где 

[ 141 12 1 161  ] [ 4 -2 ] [ 1 о -4 ] А = 262 232 292 ' В = =� ; ' С = 2 О -8 · 

1.6. Вычислить произведение (АБ)3, где 

А = 

10 -4 
1 1  -4 
-3 1 
-2 1 

[ -5 7 1 1  -3 ] ' Б = -3 1 1  27 5 . 

1.7. Вычислить произведение АБСD, где 

А= -�, В = [ 1 1 5 149 92] ,  С= [ ::::� ] , D = [ 1 2 - 1 3] . 

1.8. Вычислить произведение АБС, где 

А= 
21  -32 
1 1  17 
-9 121  
52 -24 

[ 4 12 -7  ] [ 6 -8 ] ' Б == - 1  - 1  1 ' с == 4 -2 . 

10 -8 



§1 . Операции над матрицами 

1.9. Вычислить произведение (AB)3 (CD)2 , где 

A = [ J 
21  

[-3 
=i]' с

= -i -35 ] 
- 15 . 

1 5 

-8 ] 
1 2  ' 

- 1 

1.10. Известно , что А [ � ] = [ i ] и А [ � ] = [ � ] . Найти 

произведение А [ � � ] . 
1.11. Рядом Фибоншччи называется последовательность чи­

сел { Хп}, в которой 
Хо = 1, Х1 = 1, Хп = Хп- 1 + Хп-2 для п > 2 . 

Найти матрицу А такую, что 

[ Хп ] = Ап [ Хо ] , \fn Е N. 
Xn+l Х1 

1.12. Доказать , что если А и В - матрицы вида [ х 
У ] 2у х ' 

где х ,  у Е JR, то 
а) матрицы А + В и АВ имеют такой же вид; 
б ) АВ = БА . 
1.13. Найти e�Aej, если А =  (aij) Е IR.m.xn, а е� и ej - единич­

ные строка и столбец подходящих размеров . 
1.14. Матричной единицей Eij размера т х п называется 

матрица, у которой элемент в позиции ( i ,  j) равен единице, а все 
остальные элементы равны нулю. Для произвольной матрицы А 
и матричной единицы Eij подходящего размера вычислить : 

а) AEij; б) EiJA· 
1.15. Найти f (А): [ 2 - 1  1 ] 
а) f (х) = х2 - 2х + 2, А = 3 1 2 ; 

1 - 1  о 

6) f ( х) = х2 - 3х - 4, А = [ = i � ] . 
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1.16. Доказать , что каждая квадратная матрица второго по­

рядка А = [ � � ] удовлетворяет уравнению 

х2 - (а + d)x  + (ad - Ьс) = О . 
1.17. Доказать, что если А - диагональная матрица, то мат-

рица f (А) также диагональная , каков бы ни был многочлен f(x) .  
1.18. Вычислить : 

а) [ i - i ] 13; б) [ =� � = � ] 7 · 

1.19. Вычислить : 

[ 2 -1 ]п [ 1 1 ]n [ Л 1 ]n [ 1 Л ]n а) 3 -2 ; б )  О 1 ; в) О Л ; г) О 1 ; 

> 2 cos а - s1n а [ 1 1 ]п [ . ]п д) 1 О ' п - ; е) 
sin а cos а · 

1.20. Вычислить степени квадратных матриц п-го порядка: 

а) 

в) 

д) 

о 
Л2 . . . 

о о 

о о 
о Л2 

о 
о 

Лп 

Л1 
о 

. . . . . . . . . . 
Лп 

1 1 
о 1 
о о 

. . . 
о 
1 1 

о 

о 
о 
о 

. . . . . . . . . . 
о о 
о о 

о 
о 

. . . 

. . . 
1 
о 

о 

о 
о 
о 

1 
1 

k 

k 

п-1 

1 1 1 1 3 
о 1 1 . . . 1 

б) о о 1 . . . 1 
. . . . . . . . . . 

о о 
о 1 
о о 

о 
о 
1 

. . . 

. . . 

1 
о 
о 

г) . . . . . . . . . . . 
о 
о 

е) 

о 
о 

о 1 
о о 

о 
о 

о 1 
. . . 
. . . 
. . .  

о 
о 

о 
о 

. . . . . . . . . . 
о о о 
1 о о 

. . .  

. . . 
о 
о 

о 
о 

1 
о 

о 
о 

1 
о 

k 

k 

1.21. Пусть х, у Е IR.nx l - вектор-столбцы. Доказать , что мат­
рица А = хут обладает сле,цующим свойством : найдется число 
Л Е IR такое, что Ak = лk- l А ,  Vk Е N. 
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1.22. Найти коммутатор матриц А и В, если: 

а) А = [ i i � ] , В = [ =� -� -� ] ; -1 2 1 3 -5 1 
б) А = [ � i � ] , В = [ � i -� ] . 1 2 3 -2 о 1 
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1.23. Доказать , что каждое из следующих равенств выпол­
нено в том и только в том случае , когда матрицы А и В переста­
новочны : 

а) (А + В)2 = А2 + 2АВ + В2 ; б) А2 - В2 = (А + В) (А - В) . 
1.24. Доказать , что если матрицы А и В перестановочны , то : 
а) А3 + В3 = (А + В) (А2 - АВ + В2 ) ; б) (А + В)п = Ап + С�Ап-l  В + С�Ап-2 В2 + . . .  + вп . 
1.25. Найти п-ю степень матрицы А, если матрица А равна: [-1 -1] [-5 -5] [а а] [0-1] а) 2 2 ; б) 10 10 ; в) а -1 а - 1 ; г) 2 3 ; 

д) [ �6 �п е) [ � + i � ] ; ж) [ -1� -� ] . 
1.26. Вычислить матрицу I + А +А2 + . . .  + А28 , если матрица 

А равна: 

а) [ -� -н б) [ _ � -Н в) [ � � � ] ; г) [ -� -п 
1.27. Найти все матрицы, перестановочные с матрицей А, 

если: 

а) А = [ � � ] ; б) А = [ � i ]; в) А = [ � � � ] ; 
о 1 о о 

г) А = � � � � ; д) А - матричная единица Eij Е "!Rnxn; 

о о о о 
е) А - квадратная матрица п-го порядка, все элементы кото­

рой равны единице. 
1.28. Доказать ,  что умножение матрицы А слева на диаго­

нальную матрицу D = diag{Л1 , Л2 , . . .  , Лп} равносильно умноже-
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нию строк А соответственно на Л1, Л2, ... , Лп, умножение же А 
на D справа равносильно аналогичному изменению столбцов . 

1.29. Найти матрицу А, если:  

а) [ � : ] А =
. 
[ � �; ] ; 6) А [ � : ] = [ � 180 ] . 

3 6 6 18 3 6 6 12 
1.30. Доказать , что если А - диагональная матрица и все 

элементы ее главной диагонали различны между собой, то любая 
матрица, перестановочная с А, также диагональна. 

1.31. Доказать, что квадратная матрица А перестановочна 
со всеми диагональными матрицами тогда и только тогда, когда 
она сама является диагональной .  

1.32. Доказать , что квадратная матрица А перестановочна со 
всеми квадратными матрицами того же порядка тогда и только 
тогда, когда она является скалярной. 

1.33. Доказать , что если матрица А перестановочна с матри­
цей В, то она перестановочна и с матрицей В2 . Верно ли обрат­
ное? 

1.34. Пусть А - квадратная матрица и f (х ) и g(x) - произ­
вольные многочлены. Показать , что матрицы f (А) и g (A) пере­
становочны. 

1.35. Доказать , что след матрицы обладает следующими 
свойствами: 

а) tr(A + В) = tr А + tr В ; 
б) tr (aA) = а tr А ; 
в) tr (Aт) = tr А ; 
г) tr (AB) = tr(BA) , если произведения АВ , БА определены. 
1.36. Доказать , что для любой матрицы величина tr (Aт А) 

неотрицательна, причем равна нулю тогда и только тогда, когда 
матрица А нулевая . 

1.36.1. Существуют ли матрицы А и В,  для которых равен­
ство АХВ == хт выполняется при любой матрице ХЕ IR.mxn? 

1.36.2. Можно ли свести операцию транспонирования мат­
рицы общего вида к операциям умножения ее слева и справа на 
какие-либо наперед заданные матрицы? 

1.37. Доказать , что для любых квадратных матриц А и В 
одинакового размера их коммутатор [А , В] имеет нулевой след. 

1.38. Доказать, что равенство [А , В] = I не выполнено ни 
для каких вещественных матриц А и В .  
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п 
1.39. Для матрицы А = (aij) Е IR.mxn величина Ti = I: aij 

j=l 
m 

называется ее i-й стро'Чной сум.мой, а величина Cj = I: aij - ее 
i=l 

j-il столбцовоil сум.мой. 

а) Показать, что 

А 

1 r1 
1 r2 

1 Tm 

[ 1 1 . . . 1 ] А = [ с1 с2 . . . Сп ] . 

б) Пусть все строчные суммы в матрице А и в матрице В оди­
наковы и равны соответственно а и /3. Считая , что произведение 
АВ определено, доказать, что все строчные суммы в АВ также 
одинаковы и равны аfЗ. 

в) Сформулировать и доказать столбцовый вариант утвер­
ждения пункта "б". 

1.40. Доказать , что если квадратные матрицы А и В порядка 
п таковы , что для любого вектор-столбца � Е IR.nx 1 выполнено 
соотношение А� = В� , то А = В .  

1.41. Доказать , что если квадратные матрицы А и В порядка 
п таковы, что для любых вектор-столбцов�' "1 Е IR.nxl выполнено 
соотношение �т Ary = �т Bry, то А = В.  

1.42. Найти коммутатор матричных единиц Eij и Ekl и по­
казать , что он нулевой тогда и только тогда, когда либо i = j = 
k = l, либо (j - k) (i - l)-/= О . 

1.43. Доказать , что диагональная матрица с нулевым сле­
дом является линейной комбинацией коммутаторов матричных 
единиц. 

1.44. Показать , что коммутатор обладает следующими свой­
ствами: 

а) [А ,  В] = - [В , А] ;  б) [аА , В] = а [А, В] ,  Va Е IR; 
в) [А + В , С] = [А , С] + [В, С] ;  г) [А , I] = О; 
д) [А , ВС] == [А , В]С + В [А , С] ; е) ([А, В])т ==-[Ат, вт] ; 
ж) [ [А , В] , С] + [ [В , С] , А] + [ [С, А] , В]== О (тождество Якоби) , 

выполненными для любых квадратных матриц А, В, С и еди­
ничной матрицы I одного порядка. 
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1.45. Доказать , что равенство 
[ [А , В] , С] = [А , [В , С] ] 

выполнено тогда и только тогда, когда матрицы [А , С] и В пере­
становочны. 

1.46. Доказать , что для любых матриц А, В , С второго по­
рядка выполнено соотношение 

[ ( [А , В] ) 2 , С )  = О . 
1.4 7. Доказать, что любая матрица с нулевым следом явля­

ется суммой коммутаторов матриц с нулевым следом . 
1.48. Доказать , что для любой матрицы А с нулевой глав­

ной диагональю найдутся матрица Х и диагональная матрица 
D такая , что [Х, D] = А.  

L; 

1.49. Произведением Иордана А* В квадратных матриц А и 
В одного порядка называется матрица ! (АВ + БА) . Показать , 
что произведение Йордана обладает следующими свойствами: 

а) А * В = В * А; б) (аА) * В = аА* В; 
в) (А + В) * С = А * С + В * С; г) А* А = А2 ; 
д) А *  I = А; е) (А*  В)т = Ат * вт ; 
ж) (А2 * В) *  А = А2 * (В *  А) ,  

выполненными для любых квадратных матриц А, В , С и еди­
ничной матрицы I одного порядка. 

1.50. Доказать , что (А*  В) * С = А *  (В *  С) тогда и только 
тогда, когда матрицы [ А , С] и В перестановочны.  

1.51. Доказать , что каждое из следующих равенств выпол­
нено в том и только в том случае, когда матрицы [ А , В] и А - В 
перестановочны: 

а) (А + В)3 = А3 + ЗА2 * В + ЗА *  В2 + В3 ; 
6) А3 + В3 = (А + В) *  (А2 - А*  В + В2) .  

§2 . Матрицы специального вида 

Квадратная матрица А == (aij ) Е Rn x n называется верхней (правой) 
треугольной, если aij == О при i > j, и нижней (левой) треугольной, если 
aij = О при i < j. 

Например, матрицы 
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- верхние треугольные, а матрицы 

[�]' [�]' [�] 
- нижние треугольные. 

ТVIатрица А =  {щj ) Е Rm x n называется верхней {правой) ступен'Чаmой, 
если она обладает следующими свойствами: 

1 )  если i-я строка нулевая, то (i + 1 )-я строка также нулевая ; 
2) если первые ненулевые элементы i-й и (i + 1 )-й строк расположены в 

столбцах с номерами ki и kн1 , то ki < ki+1· 
Если в определении верхней ступенчатой матрицы поменять ролями 

строки и столбцы, то получим определение нижней (левой) ступен'Чаmой 
матрицы. 

Например, матрицы 

[ � � 1 � � 1!1] [ � � ] [ g g g ] 
- верхние ступенчатые, а :матрицы 

[1�1�1 � � ] [ � � ] [ g g g ] 
- нижние ступенчатые. 

Очевидно, не всякая треугольная матрица имеет ступенчатую форму. 
Например, треугольная :матрица 

не является ступенчатой. 

1 1 
о о 
о о 
о о 

Ступенчатая матрица, у которой ki == i ,  называется т]ХJ,пе'Циевидной. 
Например, матрицы 

[4l i 3 � 1] 2 
о о о о 

- верхние трапециевидные, а матрицы 

- нижние трапециевидные. 
}Латрица А называется 

о 
о 
о ] 

- снмметрн-ч,еской, если Ат = А; 

[ 

[ 
- кососимметри'Ческой, если Ат == -А; 

- ортогоналъной, если Ат А == АА т = 1; 
- нормалъной, если Ат А == АА т; 

] 

] 

- периоди'Ческой, если при некотором k Е N выполнено А k = 1 (число k 
называется периодом матрицы А); 
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- нилъпотентной, если при некотором k Е N выполнено А k = О ( наи­
меньшее из таких чисел k называется индексом нильпотентности) .  

Будем говорить, что некоторый класс NJ матриц замкнут относителъ­
но какой-либо операции, если результат приl\·1енения этой операции к произ­
вольным матрицам из М снова принадлежит классу М. 

Разобьем :матрипу А == ( aij) Е Rm х n систеl\ЮЙ горизонтальных и верти­
кальных линий на кл�тки (блоки) . Клеmо'Чной (бло'Чной) матрицей называ­
ется матрица, элементами которой служат эти клетки . Общий вид клеточной 
матрицы: 

А= 

А1 1  
А21 
. . . 

As1 

А12 
А22 
. . . 
As2 

. . . 

. .. 

. . . 
... 

Alk 
A2k 
. . . 
Ask 

где Aij - клетка, расположенная в i-й клеточной строке и в j-м клеточном 
столбце . Квадратная клеточная матрица А =  (Ai1) с квадратными клетка­
ми на главной диагонали называется квазидиагоналъной, если Aij == О при 
i -:/= j ,  и квазитреуголъной, если Aij = О при i > j (или i < j ) . 

Например, :матрицы 
1 2 о о о 1 2 о о о 
3 4 о о о 3 4 о о о 

А =  1 2 3 4 5 , В == О О 3 4 5 
2 3 4 5 1 о о 4 5 1 
3 4 5 1 2 о о 5 1 2 

- соответственно квазитреугольная и квазидиагональная матрицы второго 
порядка. 

ЗАД АЧИ 

2.1. Показать, что множество всех верхних (нижних) тре­
угольных матриц порядка п замкнуто относительно операций 
сложения матриц, умножения матрицы на число и умножения 
матриц. 

2.2. Найти количество операций умножения , необходимых 
для вычисления произведения двух треугольных матриц поряд­
ка п одного вида. 

2.3. Пусть А = (aij) - треугольная матрица п-го порядка и 
k Е N. Найти tr Ak . 

2.4. Доказать , что для любой треугольной матрицы А с поло­
жительными диагональными элементами найдется треугольная 
матрица В того же вида с положительными диагональными эле­
ментами такая , что В2 == А.  

2.5. Доказать , что вещественная треугольная матрица, пере­
становочная со своей транспонированной, является диагональ-
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ной . 
2.6. Квадратная матрица А порядка n.называется ленточ­

ной, если для некоторого числа m (меньшего п - 1) все элементы 
aij с индексами,  удовлетворяющими условию li - jl > m, равны 
нулю. Число 2m + 1 называется шириной лентъt. 

Найти ширину ленты произведения ленточных матриц, если 
для сомножителей эта ширина равна 2m1 + 1 ,  2m2 + 1 соответ­
ственно и m1 + m2 < п - 2 . 

2.7. Показать , что операции сложения , умножения на число 
и умножения блочных матриц совершаются по тем же правилам , 
что и умножение обычных числовых матриц: 

а) если блочные матрицы А = (Aij) и В = (Bij) имеют оди­
наковый размер и одинаковым образом разбиты на клетки , то 
сумме матриц А и В отвечает блочная матрица С = ( Cij) с эле­
ментами Cij = Aij + Bij; б) произведению аА отвечает блочная матрица С = (CiJ) с 
элементами Cij = aAij; 

в ) если А = ( Aij) и В = ( Bij) - две блочные матрицы, для 
которых определено произведение АВ , и 

А1 1  А 12 A1s В1 1  В12 B1q 

А = 

А21 А22 A2s В = 

В21 В22 B2 q 

А р1 А р2 A ps Bs 1 Bs2 Bs q 
причем число столбцов блока Ait равно числу строк блока Btj 
при любых i ,  t ,  j , то произведению АВ соответствует блочная 
матрица С = ( Cij) с элементами 

s 
Cij = 2:: Ai t Btj . 

t==l 
2.8. Применяя описанное в предыдущей задаче правило ум-

ножения блочных матриц, вычислить 

[� 
-2 

�] [ � 
3 1 ] [ 1 о о 

а) -1  2 3 ; б) о 1 1 
-2 1 3 о о 1 

в ) [ � о 

�] [ � 
-1  

�]; 
1 1 
1 о 1 -2  г) 2 2 -2 3 2 о 

о 
1 
о 
2 

- 1  - 1 ] 
-2 - 1  
о о 

[ � 
о 

-1 
-2 

1 
2 
о 
1 
о 
о 
1 
2 

1 2 
1 3 
о о 
о о 
1 1 

�]. 
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2.9. Показать, что: 
а) для выполнимости клеточного умножения двух блочных 

квадратных матриц достаточно, чтобы диагональные клетки бы­
ли квадратными, причем порядки соответствующих диагональ­
ных клеток были равны между собой . Является ли это условие 
необходимым? 

б) для выполнимости клеточного умножения блочной матри­
цы на себя необходимо и достаточно, чтобы все ее диагональные 
клетки были квадратными.  

2.10. Доказать , что множество верхних (нижних) квазитре­
угольных матриц одинакового порядка и одинаковой клеточной 
структуры замкнуто относительно умножения . 

2.11. Пусть А и В - квазидиагональные матрицы одного по­
рядка и одинаковой клеточной структуры.  Доказать , что : 

а) произведение АВ есть квазидиагональная матрица, диаго­
нальные клетки которой равны произведениям AiiBii одноимен­
ных диагональных клеток сомножителей; 

б) матрицы А и В перестановочны тогда и только тогда, когда 
перестановочны их одноименные диагональные клетки. 

2.12. Пусть А Е IR.mxn и В Е IR.nxm - произвольные матрицы. 
Доказать тождество 

[А: g ] [1В � ] = [15 � ] [� в°л ] , 
в котором Im и In - единичные матрицы порядка m и п соот­
ветственно, а символом О обозначены нулевые матрицы подхо­
дящих размеров. 

2.13. Пусть А - произвольная квадратная матрица. Дока­
зать , что симметрическая матрица, перестановочная с матрицей 
А, перестановочна также с матрицей АТ . Верно ли обратное: если 
некоторая матрица перестановочна и с А, и с Ат , то она обяза­
тельно симметрическая? 

2.14. Доказать,  что квадратная матрица А порядка п ко­
сосимметрическая тогда и только тогда, когда соотношение 
хт Ах = О выполнено для любого вектор-столбца х Е IR.nx 1. 

2.15. Пусть матрицы А и В симметрические. Доказать ,  что : 
а) А + В и аА для любого а Е IR - симметрическая матрица; 
б) А k - симметрическая матрица при любом k Е N; 
в) матрица АВ является симметрической тогда и только то­

г да, когда матрицы А и В перестановочны. 
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2.16. Доказать , что если А и В - симметрические квадратные 
матрицы одинакового порядка, то матрица С = (АВ)11 А являет­
ся симметрической для любого п Е N. 

2.17. Показать , что для любой матрицы А матрица ААт яв­
ляется симметрической. 

2.18. Пусть матрицы А и В кососимметрические. Доказать , 
что : 

а) А + В и аА для любого а Е IR - кососимметрическая мат­
рица; 

б) А k - кососимметрическая матрица при нечетном k и сим­
метричная матрица при четном k; 

в) матрица АВ является симметрической тогда и только то­
гда, когда матрицы А и В перестановочны. 

г) Сформулировать и доказать необходимое и достаточное 
условие кососимметричности произведения АВ. 

2.19. Доказать , что произведение симметрической и кососим­
метрической матриц является кососимметрической матрицей то­
гда и только тогда, когда эти матрицы перестановочны. 

2.20. а) Пусть А - произвольная симметрическая матрица. 
Доказать , что матрица А+Ат симметрическая , а матрица А - Ат 
кососимметрическая . 

б) Доказать , что любую квадратную матрицу можно разло­
жить в сумму симметрической и кососимметрической матриц. 
Единственно ли такое разложение? 

2.21. Разложить матрицу А в сумму симметрической и косо­
симметрической матриц: 

а) А = [ -; �� ] ; б) А = [ i -�-� ] ; в) А = [ � � -� ] · 
-2 2 о о о -1 

2.22. Доказать ,  что если матрицы А и В обе симметрические 
или кососимметрические, то 

а) их коммутатор [А , В] - кососимметрическая матрица, 
6) их произведение Йордана А* В - симметрическая матрица. 
2.23. Доказать , что всякая кососимметрическая матрица яв-

ляется коммутатором диагональной и симметрической матрицы. 
2.24. а) Пусть А - симметрическая матрица. Доказать ,  что 

величина tr А 2 неотрицательна, причем равна нулю тогда и толь­
ко тогда, когда матрица А нулевая . 
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6) Сформулировать и доказать аналогичное утверждение для 
кососимметрических матриц. 

2 . 25 .  Пусть А и В - симметрические матрицы одного поряд­
ка. Доказать , что выполнено неравенство 

tr(AB) 2 < tr(A2 В2), 
которое переходит в равенство тогда и только тогда, когда мат­
рицы А и В перестановочны. 

2 . 26. Доказать , что если симметрическая матрица А ниль­
потентна с индексом нильпотентности , равным двум , то А - ну­
левая. Верно ли данное утверждение для кососимметрической 
матрицы А? 

2 . 27. Найти: 
а) все ортогональные матрицы второго порядка; 
б) все симметрические ортогональные и кососимметрические 

ортогональные матрицы второго порядка. 
2 . 28. Пусть вектор-столбец х удовлетворяет условию хт х= 1 .  

Доказать, что матрица И = I - 2ххт является одновременно 
симметрической и ортогональной . 

2 . 29 .  Доказать , что множество ортогональных матриц одного 
порядка замкнуто относительно операции умножения матриц. 

2 . 30. Показать, что матрица А= (aij ) Е IR.nxn ортогональна 
тогда и только тогда, когда для ее строк (столбцов) имеет место 
соотношение 

п 

L aikajk = дij 
k=1 

2 . 3 1 .  Доказать, что вещественная треугольная матрица ор­
тогональна тогда и только тогда, когда она диагональна, причем 
элементы ее главной диагонали равны 1 или - 1 . 

2 . 32 .  Доказать, что блочная матрица [ i -1 ] , в которой 

матрица А и единичная матрица I - квадратные одного порядка, 
ортогональна в том и только в том случае ,  когда А = О .  

2 . 33 .  Выяснить , являются ли следующие матрицы нильпо­
тентными и ,  если да, то найти их индексы нильпотентности k: 

а) [ -� -� } б) [ _: _: ] ; в) [ � � � ] ; г) [���] ; 
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[ 2 1 2 ]  
д) 8 4 8 ; 

-6 -3 -6 
е) 

о о 
о -6 
о 3 
о о 

о 5 
- 12 о 

6 о 
о о 

ж) 

2 1 о о 
-4 -2 о о 
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о о о о . 
о о о 1 

2 . 34 .  Доказать, что сумма и произведение двух перестановоч­
ных нильпотентных матриц является нильпотентной матрицей. 
Верно ли это утверждение, если матрицы не перестановочны? 

2 . 35 . 1 Найти все нильпотентные матрицы второго порядка с 
индексом нильпотентности 2. 

2 . 36 .  Доказать,  что треугольная матрица нильпотентна то­
гда и только тогда, когда ее главная диагональ нулевая . 

2 . 37. Квадратная матрица А называется строго верхней 
(нижней) треуголъной, если aij = О при i > j (i < j ) . Дока­
зать , что : 

а) для произведения В двух строго треугольных матриц од­
ного вида выполнено условие bij = О при i > j - 1 ( i < j + 1 ) ; 

б) строго треугольная матрица А нильпотентна, причем ее 
индекс нильпотентности не превосходит порядка этой матрицы. 

2 . 38 .  Доказать , что коммутатор треугольных матриц одного 
вида является нильпотентной матрицей. 

2 . 39 .  Показать , что квазитреугольная матрица нильпотент­
на тогда и только тогда, когда нильпотентны все ее клетки на 
главной клеточной диагонали. 

2 .40 .  Доказать , что блочная матрица [ i -1 ] , в которой 

матрица А и единичная матрица I - квадратные одного порядка, 
нильпотентна в том и только в том случае, когда нильпотентна 
матрица I + А2 . 

2 .41 . 2 Найти все периодические матрицы второго порядка с 
периодом , равным двум . 

2 .42 . Доказать , что произведение двух перестановочных пе­
риодических матриц является периодической матрицей . Верно 
ли это утверждение, если матрицы не перестановочны? 

2 .43 .  Доказать , что если лт + лт- I + . . .  + А + I = О для 
некоторого т Е N,  то матрица А периодическая . 

2 .44 . Доказать , что блочная матрица [ i -1 ] , в которой 

1 См. также задачи 8 . 1 ,  16 .56 . 2С:м .  также задачи 9 . 6 1 ,  1 6 .57 . 
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матрица А и единичная матрица I - квадратные одного порядка, 
периодическая в том и только в том случае, когда матрица I + А  2 
является периодической. 

2 .45. Экспонентой матриц'Ы А (по аналогии с экспонентой 
числа) называют сумму ряда 

(2 . 1 )  

Сходимость ряда в (2 . 1 ) понимается как сходимость рядов , полу­
чающихся при вычислении каждого элемента матрицы - суммы 
ряда в правой части. 

а) Пользуясь признаком сравнения, доказать абсолютную 
сходимость ряда (2 . 1 ) для любой квадратной матрицы А .  

б) Показать ,  что если А = о1 - скалярная матрица, то 
ехр А = е01 .  

в) Показать, что (ехр А)т = ехр(Ат) . 
2 .46. Вычислить ехр А ,  если 

а) А = [ -� -� ] ; б) А = [ � � ! ] . 
2 .47. Доказать , что если А - диагональная матрица, то ехр А 

также диагональна, причем если А =  diag{a1 , . . .  , an } , то 
ехр А = diag{ еа:1 , • • .  , ea:n } .  

2 .48. Доказать, что если А = [ _ � � ] , то для любого а Е � 

ехр(аА) = cos a · I + sin a · А . 
2 .49 . Доказать , что если А - периодическая матрица с пери­

одом 2 ,  то для любого а Е JR 
ехр(аА) = ch a · I + sh a · А . 

2 . 50 .  Доказать ,  что если матрицы А и В перестановочны, то 
ехр(А + В) = ехр А · ехр В .  

2 .51 .  Квадратная матрица А с неотрицательными элемен­
тами называется стохастической, если все ее строчные суммы 
равны 1 . Если же при этом еще и каждая столбцовая сумма так­
же равна 1 ,  то матрица называется дважд'Ы стохастической. 
Доказать , что : 

а) произведение стохастических матриц является стохастиче­
ской матрицей; 
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б) произведение дважды стохастических матриц является 
дважды стохастической матрицей . 

2 . 52 .  Пусть А Е IR.mxn и В Е JR.kx l - произвольные матрицы. 
Кронекеровъш пfоизведение.м А ® В матриц А и В называется 
матрица С Е �m xnl , имеющая сле,цующий клеточный вид: 

ан В ai2B а�пВ 

С = а21 В а22В а2пВ 

am1 B ат2В amnB 
Доказать , что кронекерово произведение обладает следую­

щими свойствами:  
а) (аА) 0 В = А ® (аВ) = а(А 0 В) ;  
б) (А + В) ® С = А ® С + В ® С;  в) (А ® В) ® С = А ® (В ® С) ; 
г) А ® (В + С) = А ® В + А ® С; д) (А 0 В)т = Ат 0 вт ; 
е) (АВ) 0 (CD) = (А 0 С) (В 0 D) ,  
выполненными для любых матриц А ,  В ,  С (в последнем соотно­
шении дополнительно предполагается , что произведения АВ и 
С D определены) . 

2 . 53 .  Вычислить кронекерово произведение матриц: 

а) А ® В и В ® А, если А = [ i ] , В = [ =� � ] ; 
б) А ® В и В ® А, если А =  [ 1  2 З] ,  В =  [ -i ] ; 
в) А ® В и В ® А,  если А =  [ � � ] , В =  [ ; � ] . 
2 . 54 .  Доказать, что кронекерово произведение вектор-строки 

а на вектор-столбец Ь коммутативно и равно обычному произве­
дению Ьа . 

2 . 55 .  Доказать , что кронекерово произведение квадратных 
матриц А и В (быть может, разных порядков) является: 

а) нулевой матрицей тогда и только тогда, когда одна из мат­
риц А или В нулевая ; 

б) единичной матрицей Inm тогда и только тогда, когда А = 
Лlп и В =  л-1 1m для некоторого Л =/= О ; 

в) диагональной матрицей тогда и только тогда, когда А и В 
- диагональные; 

г) треугольной матрицей тогда и только тогда, когда либо А 
и В - обе треугольные одного вида, либо А - строго треугольная 
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матрица. 
2 . 56 .  Доказать , что если А и В обе симметрические или косо­

симметрические матрицы, то их кронекерово произведение А@В 
- симметрическая матрица. Верно ли обратное? 

2 . 57 .  Доказать , что если А и В ортогональны, то их кронеке­
рово произведение А 0 В - также ортогональная матрица. Верно 
ли обратное? 

2 . 58. Доказать , что если А и В - стохастические (дважды 
стохастические) матрицы, то их кронекерово произведение А ® В 
также является стохастической (дважды стохастической) матри­
цей . Верно ли обратное? 

2 . 59 .  Доказать,  что кронекерово произведение А 0 В - ниль­
потентная матрица тогда и только тогда, когда одна из матриц 
А или В нильпотентна. 

2 .60. Доказать , что кронекерово произведение А 0 В - пери­
одическая матрица тогда и только тогда, когда для некоторых 
k Е N и Л =!= О матрицы ЛА k и Л - 1 Bk единичные. 

2 .61 . Доказать , что след кронекерова произведения квадрат­
ных матриц равен произведению следов сомножителей . 

2 .62 . Пусть vmxn - множество всех матриц А = A(t) = 
(aij (t) ) размера т х п ,  элементами aij (t) которых являются диф­
ференцируемые функции действительной переменной t . Произ-

� dA 
воднои .матрицы А = A(t) называется матрица - = (a�1· (t) )  

dt 
размера т х п .  Доказать , что : 

d dA 
а) 

dt 
(аА) = a--di> 

в) :!_ (АВ) = 
dA В А dB · 

dt dt + dt ' 
d dA dB д) dt

[A , B] = [dt , B] + [A , dt] ;  

d dA dB е) dt
(A ® B) = dt ® B + A ® dt ; 

d dA dB 
ж) 

dt (A * B) = dt * B + A * dt · 

б) :!_ (А В) = 
dA dB . 

dt 
+ 

dt 
+ 

dt ' 

г) :!_ (Ат) = ( dА ) т · 
dt dt ' 

2 . 63 .  Доказать , что если матрица А не зависит от t ,  то 
d 
dt 

exp(tA) = A exp(tA) .  
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d dA 
2 .64 .  Доказать, что равенство dt (А2 ) = 2А dt выполнено 

dA 
тогда и только тогда, когда матрицы dt и А перестановочны. 

dA 
2 .65. Пусть f(x) - многочлен, а матрицы А и dt перестано-

d 
' ( ) 

dA 
вочны. Доказать , что dt f (A) = f А dt · 

§3 . Элементарные преобразования матриц 

Приведение матрицы к ступенчатой форме. ЭлементарнЪtми пре-
образованиями матрШJ,'Ы называются преобразования следующих типов: 

1 )  перестановка двух строк (столбцов) матрицы ; 
2) умножение строки (столбца) матрицы на число, отличное от нуля; 
3 )  прибавление к одной строке (столбцу) матрицы другой ее строки (со­

ответственно столбца) , умноженной на любое число. 
Т е о р е м а  3 .1  (об основном процессе) . Произволъна.я ненуле­

вая матрu'Ца коне'ЧН'ЫМ 'Числом элементарН'ЫХ преобразований т о л  ъ к о 
с т р  о к первого и третъего типов может бытъ приведена к верхней сту­
пен'Чатой форме. 

Доказательство ( (9) ) этой теоремы представляет собой описание процес­
са, приводящего ненулевую матрицу к искомому виду. Проиллюстрируем 
его на конкретном примере. 

П р и м е р  3 . 1 .  Приведем матрицу 

[ о 
о 

6 -4 А == 3 -2 
9 -6  

1 
4 
5 
3 

2 
3 
4 
2 � ] 

элементарными преобразованиями только строк к верхней ступенчатой фор­
ме . 

ПервЪtй шаг . а) Первым ненулевым столбцом в матрице А является 1-й 
столбец. Поэтому ведущим элементом первого шага должен быть ненулевой 
элемент в позиции ( 1 , 1 ) .  В матрице А элемент a i 1 == О  и он не может быть 
ведущиы , поэтоl\·fУ поменяем местами первую и третью строки (можно было 
бы первую строку переставить со второй, однако, как будет видно в п. "б" , 
выбор третьей строки упрощает ручные вычисления) ,  при этом 

А � А1 == [1 � I =� 
о о 
9 -6 

5 
4 
1 
3 

4 
3 
2 
2 i ] . 

б) Аннулируем подциагональные элементы первого столбца, для чего 
из второй и четвертой строк вычтем первую строку, умноженную соответ­
ственно на 2 и на 3 (отметим, что выбранный ведущий элемент является 
делителем аннулируемых элементов, и это освобождает преобразования от 
дробных вычислений) ,  при этом 
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-i ] 
3 . 

-2 
Второй шаг состоит в применении первого шага к матрице [ о -6 -5 - 1  ] 

А2 == О 1 2 3 . 
о - 12 - 10 -2 

Так как первым ненулевым столбцом в матрице А2 является второй 
столбец, то ведущий элемент след_ует искать во втором _ столбце и, хотя 
ai2 = -6 i= О, удобней всего в качестве ведущего элемента выбрать элемент, 
равный 1 (ибо 1 является делителем любого числа) ,  поэтому переставив ме­
стами 1-ю и 2-ю строки, получим: 

А2 --+ Аз == [ �
о 

I �6 -� 
- 1 2  - 10 - � ] .  -2 

Вычитая из 3-й строки удвоенную 2-ю строку и прибавляя ко 2-й строке 
1-ю строку, умноженную на 6 ,  получим [ O L.!__ 2 3 ]  

Аз ----+ О О l2____!l_ . 
о о о о 

Все использованные преобразования строк матрицы А2 можно рассмат­
ривать как преобразования строк исходной матрицы , так что если опустить 
все комментарии, то цепочка преобразований матрицы А,  приводящая ее к 
верхней ступенчатой форме, примет вид: 

А --+ [ � =� � j � ] [ � 
о о 1 2 3 -----+- о 
9 -6 3 2 4 о 

-2 
о 
о 
о 

-----+-

[ g -� J J J 
] 
--+ 

о о - 12 - 10 -2 

5 
-6 

1 
- 12 

3 -2 
о о 
о о 
о о 

_g -i ] 
2 3 

--+ 

-10  -2 
5 4 
1 2 
о 7 
о о 

Отметим, что в описанном процессе использовались элементарные пре­
образования толъко строк матрицы.  

Процесс приведения матрицы к ступенчатой форме будем называть 
основНЪtМ nрО'ЦеССОМ. 

1 .  Квадратная матрица с помощью основного процесса приводится к 
треугольной форме . 

2 .  Если в основном процессе поменять ролями строки и столбцы, то 
матрица А приведется к нижней ступенчатой форме. 

3 .  В ручных вычислениях во избежание больших чисел целесообразно 
в основном процессе использовать элементарные преобразования строк вто­
рого типа: сокращать все элементы на общий множитель. 

4 .  Во избежание дробных чисел в ручных вычислениях удобно также в 
качестве ведущего элемента выбирать элемент, равный единице. Если такого 
элемента нет, то, как правило, его можно получить, используя элементарные 
преобразования строк и перестановки столбцов. 

Т е о р е м  а 3.2 .  Про�tзволъна.я ненулевая. матр1ща коне'ЧН'ЫМ 'Чис­
лом эле.ментарнЪtх преобразований толъко строк (толъко столб'Цов) и пе-
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рестановка.м.и столб'Цов (строк) приводится к верхней (нижней) траnе'Ци­
евидной форме. 

Для приведения матрицы к верхней трапециевидной форме нужно сна­
чала привести ее к верхнему ступенчатому виду, а затем переставить столб­
цы так, чтобы ведущие элементы оказались на главной диагонали. 

П р и м е р  3 .2 .  Приведем матрипу [ о о 
6 -4 А =  3 -2 
9 -6  

1 
4 

5 3 
2 
3 
4 
2 

к верхней трапециевидной форме. Для этого приведем ее к верхней ступен­
чатой форме (см .  пример 3 . 1 ) :  

А � 

3 -2  
о о 
о о 
о о 

4 
2 
7 
о 

и в получившейся матрице переставим местами столбцы так, чтобы 3-й стол­
бец оказался на месте 2-го, а 4-й - на 1\Iесте 3-го: 

А 
� [ � 5 � -� 1� ] · 

Квадратные :матрицы Di , Pij , Lij следующего вида 
1 
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в которых все диагональные элементы , кроме указанных, равны единице, а 
все внедиагональные элементы , кроме указанных , равны нулю, называются 
матрицами элементарн'ЫХ преобразований. 

Т е о р е м  а 3 .3. Умножение матрtЩ'Ы А на матрицъt элементар­
нuх преобразований Pii ,  D

i , 
Lij справа равносилъно элементарнuм преоб­

разованиям столбцов матрицu А первого, второго и третъего типов со-
ответственно, а умножение слева на матрицъt pij '  Di '  Lt - аналоги'ЧН'ЬLМ 
элементарнъ�м преобразованиям строк. 

В свете этой теоремы можно по-иному сфорl\,1улировать теорему 3 . 1 :  дл.я 
любой ненулевой матрицы А существуют матрицu элементарн'l)tХ преоб­
разований Т1 , . . . , Tk такие, 'Что произведение Tk . . .  Т1 А им,еет верхнюю 
ступен'Чатую форму. 

ЗАДАЧИ 

3 . 1 .  Привести матрицу к верхней ступенчатой форме, исполь-
зуя элементарные преобразования ее строк : 

2 1 о о -9 3 -3  3 5 10 

а) 2 3 4 -2  -6 б) 2 -2  3 3 8 
о 2 4 о 8 о о 3 - 1  4 
3 2 1 - 1  - 14 1 - 1  -6 4 -6 
1 -2 1 3 2 2 2 о о 1 - 1  
2 о 3 о 2 3 -9 2 3 2 2 в) 1 2 5 г) д) о 1 2 -5 2 2 3 2 3 7 - 1  2 2 2 3 1 о 1 1 
4 1 1 2 1 1 о 

3 . 2 .  Указать матрицу элементарного преобразования Т та-
кую, что матрица ТА получается из матрицы А :  

а) перестановкой двух первых строк А ;  
б) прибавлением 1-ой строки А к ее 3-ей строке; 
в) вычитанием из 2-ой строки А ее удвоенной 1-ой строки. 
3.3. Указать матрицу элементарного преобразования Т та-

кую, что матрица АТ получается из матрицы А :  
а) перестановкой первого и последнего столбцов А; 
б) прибавлением к 1-ому столбцу А утроенного 3-его столбца; 
в) удвоением 2-ого столбца А .  
3 .4 .  Пусть А и В таковы, что определено произведение АВ. 

Доказать , что: 
а) при перестановке двух строк матрицы А соответствующие 

строки в АВ также переставляются ; 
б) если k-ю строку матрицы А умножить на число а ,  то k-я 

строка АВ также умножится на а; 
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в) если к k-й строке матрицы А прибавить ее j-ю строку, 
умноженную на /3, то с матрицей АВ произойдет то же элемен­
тарное преобразование. 

Сформулировать и доказать аналогичные утверждения для 
столбцов. 

3 .5 .  Матрица А1 получена из А одним из следующих преоб-
разований: 

а) переставлены 1-ая и 2-ая строки ; 
б) утроена 2-ая строка; 
в) от 1-ой строки отнята удвоенная 3-ья строка. 

В каждом случае указать , как связаны меж,цу собой матрицы В 
и В1 , если имеет место равенство ВА1 = В1А.  

3 .6 .  В матрице А выполнено одно из сле,цующих преобразо-
ваний: 

а) переставлены 1-ый и 2-ой столбцы; 
б) удвоен 1-ый столбец; 
в) ко 2-ому столбцу прибавлен удвоенный 1-ый столбец. 

В каждом случае указать,  какое преобразование следует сделать 
с матрицей В так, чтобы произведение АВ не изменилось . 

3 .7 . Указать матрицу S такую, что матрица SA получается 
из А:  

а)  расположением строк А в обратном порядке; 
б) прибавлением к первой строке А ее остальных строк; 
в) последовательным вычитанием из каждой строки А,  начи­

ная со второй , преды,цущей строки; 
г) последовательным прибавлением к каждой строке А ,  на­

чиная с предпоследней, всех последующих строк. 
3 .8 .  Указать матрицу S такую, что матрица AS получается 

из А: 
а) прибавлением к каждому столбцу А,  начиная со второго , 

первого столбца; 
б) вычитанием из второго столбца А каждого столбца матри­

цы А,  умноженного на его номер; 
в) последовательным прибавлением к каждому столбцу А,  

начиная с предпоследнего , последующего столбца; 
г) последовательным вычитанием из каждого столбца А ,  на­

чиная со второго , удвоенного преды,цущего . 
3 .8 . 1 .  Можно ли операцию транспонирования матрицы об­

щего вида свести к элементарным преобразованиям ее строк и 
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столбцов? 
3 .9 .  Матрицей перестановки Р называется квадратная мат­

рица, у которой в каждой строке и в каждом столбце ровно один 
элемент отличен от нуля и равен 1 .  Найти все матрицы переста­
новок третьего порядка. 

3 . 10 .  Доказать , что множество матриц перестановок одного 
порядка замкнуто относительно операции умножения матриц. 

3 . 1 1 .  Доказать , что всякая матрица перестановки является 
произведением матриц Pij элементарных преобразований перво­
го типа. 

3 . 12 .  Доказать, что матрицы перестановок ортогональны. 
3 . 13 .  Доказать , что стохастическая матрица является орто­

гональной тогда и только тогда, когда она является матрицей 
перестановки. 

3 . 14. Доказать , что линейная комбинация матриц перестано­
вок с коэффициентами а 1 , а2 , . . .  , O:k , удовлетворяющими услови­

- k 
ям aj > О,  Vj = 1 , k ,  I: O:j = 1 ,  является дважды стохастической 

j= l 
матрицей. 

3 . 15 .  Доказать , что матрицы перестановок периодичны. 
3 . 16 .  Доказать , что если один из столбцов матрицы А яв­

ляется линейной комбинацией других столбцов, то существует 
ненулевой вектор-столбец Ь такой, что АЬ = О .  Сформулировать 
строчный вариант этой задачи. 

3 . 17 .  Доказать ,  что если одна из строк матрицы А является 
линейной комбинацией других строк, то существует ненулевая 
матрица В такая , что БА = О. Сформулировать столбцовый 
вариант этой задачи. 

3 . 18 .  Пусть L - одна из матриц элементарных преобразова­
ний . Какому преобразованию строк и столбцов матрицы А при­
водит умножение Lт AL ? 

3 . 19 . Доказать , что : 
а) перестановка двух строк (столбцов) матрицы может быть 

осуществлена последовательным выполнением элементарных 
преобразований строк (соответственно столбцов) второго и тре­
тьего типов ; 

б) каждая матрица Pij элементарного преобразования перво­
го типа может быть представлена в виде произведения матриц 
элементарных преобразований второго и третьего типов . 



§3. Элементарные преобразования матриц 37 

3 . 20. Используя свойства матриц элементарных преобразо-
ваний, найти произведение: 

1 2 3 4 1 о о о 1 2 3 4 1 о о о 
а) 1 1 2 3 1 1 о о б) 1 1 2 3 о 2 о о 

1 1 1 2 2 о 1 о 1 1 1 2 1 о 1 о 
1 1 1 1 - 1  о о 1 1 1 1 1 о о о - 1  
1 о о о 1 2 3 4 1 - 1  2 3 1 2 3 4 

в) о 1 2 о 1 1 2 3 г) о 1 о о 1 1 2 3 
о о 1 о 1 1 1 2 о о 1 о 1 1 1 2 
2 о о 1 1 1 1 1 о о о 1 1 1 1 1 

3 . 2 1 .  При каком условии матрицы Pij и Pkl элементарных 
преобразований первого типа перестановочны? 

3 .22 .  При каком условии матрицы Lij и Lkl элементарных 
преобразований третьего типа с ненулевыми коэффициентами (3' 
и (3" соответственно перестановочны? 

3 . 23 .  По аналогии с элементарными преобразованиями строк 
и столбцов числовой матрицы можно ввести и элементарные пре­
образования блочной матрицы. Будем считать , что клетка Aij 
блочной матрицы А = (Aij ) ,  i = 1 , р, j = 1 ,  s ,  имеет размер 
mi х nj .  Элементарными преобразованиями блочной матрицы А 
будем называть преобразования следующих типов : 

1 )  перестановка двух блочных строк (столбцов) матрицы; 
2) умножение всех клеток i-й строки слева на квадратную 

матрицу D порядка mi или умножение всех клеток j-го столбца 
справа на квадратную матрицу D порядка nj ; 

3) прибавление к каждой клетке i-й строки соответствующей 
клетки другой k-й строки , умноженной слева на матрицу В раз­
мера mi х mk , или прибавление к каждой клетке j-го столбца со­
ответствующей клетки другого l-го столбца, умноженной справа 
на матрицу В размера n1 х nj . 

Доказать , что : 
а) любое элементарное преобразование строк (столбцов) 

блочной матрицы равносильно ее умножению слева ( соответ­
ственно справа) на некоторую квадратную матрицу; 

б) элементарные преобразования блочной матрицы первого и 
третьего типов равносильны суперпозиции обычных элементар­
ных преобразований . 
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§4. Перестановки 
Упорядоченная совокупность чисел 01 , а2 , . . . , Оп , в которой 
1 )  Gi Е { 1 , 2 , " . , п} , i == 1 , п; 2 )  Gi -:/= Gj при i -:j= j , 

называется перестановкой из чисел 1 ,  2 , . . . , п. 
Перестановка 1 ,  2 ,  . . .  , п называется натуралъной. 
Аналогично рассl\�атриваются перестановки из п произвольных симво­

лов: достаточно перенумеровать эти символы и иметь дело с их номерами 
1 ,  2, . . .  , п. 

Преобразование перестановки , при котором два ее числа Gi и Gj с номе­
рами i -:/= j меняются местами, называется транспоз1щиеu. 

Говорят, что два числа a.L и а j в перестановке а 1 , 02 , . . . , йп образуют 
инверсию {беспор.ядок} , если большее из них предшествует меньшему, т.е . 
если Gi > Gj при i < j, и порядок - в противном случае, т.е .  если Gi < 
Oj при i < j. Перестановка называется 'Четной, если общее число инверсий 
в ней четно, и не-ч,етной, если нечетно. Общее число инверсий в перестановке 
а 1 , а2 , . . .  , йп обозначается символами а (а1 , а2 , . . .  , ап ) или а (а) . 

П р  и м е р  4 . 1 .  Найдем общее число инверсий в перестановке 4, 3 ,  5 ,  1 ,  2 .  
Р е ш е н и е . Число 4 образует три инверсии с числами 3 ,  1 и 2 ; число 3 

- две инверсии с числами 1 и 2 (пара (4 ,3) уже была рассмотрена) ; число 
5 - две инверсии с числами 1 и 2 ;  пара ( 1 ,2) не образует инверсию. Таким 
образом, а (4 ,  3, 5 , 1 , 2) = 3 + 2 + 2 = 7. 

Запишем количество инверсий, которые образует каждое число в пере­
становке с последующими, под этим числом: 

4 ,  3, 
l l 
3 2 

5 ,  1 ,  2 
l l 
2 о 

===} а (4,  3 ,  5 ,  1 , 2) == 3 + 2 + 2 + О = 7 .  • 

П р и м е р  4 .2 .  Определим четность перестановки 
3 ,  6 ,  9 ,  . . .  , 3п , 2 , 5 ,  8 ,  . . .  , 3п - 1 ,  1 ,  4 ,  7, . . .  , 3п - 2 .  

Р е ш е  н и  е. Данная перестановка из 3п чисел разбивается на три после­
довательные группы из п чисел . Внутри каждой из групп инверсий нет. При 
этом 

3 ,  6 ,  9 , 
l 1 1 
2 4 6 

. . . ' 3п, 2 ,  5 ,  8 ,  
1 l l 1 
2п 1 2 3 

. . . ' 3п - 1 , 
l 
п 

1 ,  4 , 7 ,  " . ,  3п - 2  
l l l 
о о о 

===} а (а) == ( 2  + 4 + 6 + " .  + 2п) + ( 1 + 2  + 3 + . "  + п) == 3п(п + 1 )/2 .  
Четность 3п(п + 1 )/2 определяется четностью числа п(п + 1 ) /2 ,  которое 

четно при п == 4k и п == 4k + 2 ,  k Е N, и нечетно при п = 4k + 1 и п == 4k + 3 ,  
k Е N. Таким образом , данная перестановка четна для тех п ,  которые при 
делении на 4 дают четные остатки, и нечетна в проти1.ном случае. • 
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Т е о р е м  а 4. 1 .  Число всевозмоЖН'ЫХ перестановок из п 'Чисел рав-
но п! . 

Т е о р е м  а 4.2 .  Каждая т'!Юнспози'Ци.я мен.лет 'Четностъ переста­
новки. 

Т е о р е м а 4.3 .  Все п! перестановок из п 'Чисел могут 6'ытъ упо­
р.ядо'Ч-еНЪt так, 'Чтобы каждая последующая оrп.1�u'Чаласъ от предЪtдущей на 
одну транспози'Цию, при'Чем на'Чинатъ это упор.ядо'Чение можно с любой 
перестановки. 

Сл е д с т в и е  1 . При п > 2 'Число 'Четнъ�х перестановок 'JЮвно 'Ч.uс.лу 
не'Четных. 

Сл е д с т в и е  2 .  От каждой перестановки из п 'Чисел можно перей­
ти к любой другой перестановке из этих {)fCe 'Чисел при помощи коне'Ч-ного 
'Числа транспози'Ций. 

Т е о р е м  а 4.4. Ее.ли а 1 , а2 ,  . . .  , йn - перестановка из первъtх п на­
туралънъ�х 'Чисел с 'Ч-ис.лом инверсий s ,  то после преобразования ее в нату­
ралъную перестановку индекснЪtе номе'[Ю 1 ,  2 ,  . . .  , п образуют новую пере­
становку с тем {)fCe 'Числом инверсий s .  

Проиллюстрируем утверждение теоремы на примере перестановки 
4, 3 ,  5, 1 ,  2. В этой перестановке а 1 = 4 ,  а2 = 3, аз = 5 ,  а4 = 1 ,  as = 2 .  
После преобразования перестановки в натуральную получим перестановку 
1 ,  2, 3, 4, 5, т.е . Q4 , as , а2 ,  а 1 , аз , при этом перестановка из индексных номе­
ров будет иметь вид 4 ,  5 , 2 ,  1 ,  3 .  Осталось проверить , что а(4 , 3 ,  5 , 1 ,  2) = 7 и 
а (4 ,  5 ,  2 ,  1 ,  3) = 7 .  

ЗАД АЧИ 

4. 1 .  Выписать транспозиции, посредством которых от нату­
ральной перестановки можно перейти: 

а) к перестановке 3, 5, 4 ,  1 , 2 ;  б) к перестановке 5 ,  4 , 3 ,  2 ,  1 .  
4 . 2 .  Определить общее число инверсий в перестановках:  

а) 3 ,  1 ,  4 ,  5 ,  2 ;  6) 3 ,  7 , 4 ,  1 ,  5 ,  2 ,  6 ;  
в ) 1 , 6 , 9 , 4 , 2 , 5 , 3 , 8 ,  7 ;  г) 4, 7 ,  1 , 3 , 2 , 6 , 5 ; 
д) l , 3 , 5 , . . .  , 2n - 1 , 2 , 4 , 6 ,  . . . , 2n; 
е) 2 , 4 , 6 ,  . . .  , 2n , 1 , 3 , 5 ,  . . .  , 2n - 1 ; 
ж) k,  k + 1 ,  . . .  , п ,  1 ,  2 ,  . . .  , k - 2 ,  k - 1 ; 
з) k , k + 1 , . . .  , n, k - 1 , k - 2 , . . .  , 2 , 1 . 

4 .3 .  Найти i и k ,  при которых указанная перестановка явля­
ется четной: 

а) 2 , 4 ,  1 ,  i ,  6 ,  9 ,  k ,  7 ,  5 ;  б) 8 , 1 , 6 , i , 3 , 7 , k , 4 , 2 . 
4.4 .  В перестановке а1 , а2 ,  . . . , йп-1 , йп имеется р инверсий , 

причем известно, что первый и последний ее элементы образуют 
с остальными элементами суммарно s инверсий. Сколько инвер­
сий станет в этой перестановке, если поменять местами первый 
и последний ее элементы? 
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4. 5 .  В перестановке ai , а2 , . . . , йп- 1 , йп имеется р инверсий . 
Сколько инверсий будет в перестановке йп , йп-1 ,  . . . , а2 , а 1 ? 

4.6 .  Какая перестановка из первых п натуральных чисел име­
ет наибольшее число инверсий? Чему оно равно? 

4 .7. Сколько инверсий образует число 1 ,  стоящее на k-м месте 
перестановки? 

4.8 .  Сколько инверсий образует число п, стоящее на k-м ме­
сте в перестановке из первых п натуральных чисел? 

4 .8. 1 .  Сколько инверсий образует число k (1 < k < п) , стоя­
щее в перестановке из первых п натуральных чисел : 

а) на первом месте ; б) на последнем месте? 
4 .8 .2 .  Указать количество всех перестановок п-го порядка, в 

которых первый и последний элементы образуют инверсию. 
4 .9 .  В указанных перестановках определить общее число ин-

версий и выяснить , при каких п эти перестановки нечетные: 
а) 1 , 4, 7, . . .  , 3п - 2 , 2 ,  5 , 8, . . . , 3п - 1 ,  3 ,  6 , 9 ,  . . . , 3п ; 
б) 2 , 5 , 8, . . . , 3п - 1 , 3 ,  6 , 9 , . . .  , 3п , 1 , 4, 7, . . .  , 3п - 2 ;  
в )  1 ,  5 , . . . , 4п - 3 , 2 , 6 ,  . . . , 4п - 2 , 3 ,  7 ,  . . . , 4п - 1 , 4 ,  8 ,  . . .  , 4п; 
г) 1 ,  5 , . . .  , 4п - 3, 3 , 7, . . . , 4п - 1 ,  2 ,  6 ,  . . . , 4п - 2 , 4 ,  8,  . . .  , 4п; 
д) 4п, 4n-4,  . . .  , 8, 4, 4п- 1 , 4п-5, . . .  , 7 ,  3 ,  4п-2 , 4п-6, . . . , 6 , 2 ,  

4п - 3,  4п - 7 ,  . . .  , 5 , 1 . 
4 . 10 .  Чему равна сумма числа инверсий и числа порядков в 

любой перестановке первых п натуральных чисел? 
4. 1 1 .  Для каких значений п четность числа инверсий и числа 

порядков во всех перестановках из первых п натуральных чисел 
одинакова и для каких противоположна? 

4. 12 .  Доказать , что для любого k Е Z: О < k < n (n - 1 )/2 
существует перестановка из первых п натуральных чисел , число 
инверсий которой равно k .  

4. 12 . 1 .  Пусть в перестановке из первых п натуральных чисел 
имеется k инверсий . Доказать , что ее можно привести к нату­
ральной , используя не более, чем k транспозиций . 

4 . 13 .  Определить четность перестановки букв в слове анкор, 
если за исходное принять их расположение в словах:  

1 )  крона; 2 ) норка; 3) коран. 
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§5 . Простейшие свойства определителя 

Определителем (детерминантом) квадратной матрицы А = ( aij ) п-го 
порядка называется сумма всевозможных произведений aia: 1 а2а:2 . . •  аnа:п 
элементов матрицы , взятых по одному из каждой строки и каждого столб­
ца, причем если сомножители в этом произведении упорядочены в порядке 
возрастания номеров строк, то оно берется со знаком (- l )o-(a: i ,0:2 , . . .  ,a:n ) . 

Для обозначения определителя приняты символы I A I , det А .  Итак, 

ан ai2  ain 
а2 1 а22 а2п 

ап 1 ап2 ann 

L 
а:=(а: 1 ,а:2 , . " ,а: " ) 

( l )u(a: )  - ai a:1  а2а:2 . . .  аnа:п ' (5 . 1 ) 

где суммирование ведется по всевозможным перестановкам (а i , а2 , . . .  , йп ) 
из чисел 1 ,  2, . . .  , п .  

Каждое произведение в сумме (5 . 1 ) называется 'Членом определителя, а 
число ( - l ) и(а: ) - его знаком. 

Из свойств перестановки следует, что число всевозможных членов опре­
делителя п-го порядка равно п !  и что при п > 2 число положительных 
членов равно числу отрицательных и равно п!/2 .  

П р и м е р  5 . 1 .  Показать , что определитель треугольной матрицы равен 
произведению диагональных элементов . 

Р е ш е н и е. Рассмотрим случай верхней треугольной матрицы 

ан ai 2  а�з ai n 
о а22 а2з a2n 

А =  о о азз азп 
• 

о о о ann 

Переберем все возможные нетривиальные члены det А. Из 1-го столбца 
в такой член может войти только a i 1 , так как остальные элементы 1-го 
столбца равны нулю. Вместе с а 1 1  в одно произведение с ним не может 
войти ни один другой элемент 1 -й строки , поэтому из 2-го столбца вместе с 
а 1 1  !\Южет быть взят только элемент а22 . Теперь уже вместе с ан а22 не может 
войти в одно произведение ни один другой элемент первых двух строк , так 
что из 3-го столбца вместе с ана22 может быть взят только азз , и т.д. Таким 
образом , 

I A I = ( - l )u ( l , 2 , · · • i n ) aн a22 . . .  ann , т.е . I A I = ан а22 . . . ann • • 

П р и м е р  5 .2 .  Найти i и k такие, что произведение аз2аiза41 а14ав5 аkб 
входит в определитель 6-го порядка со знаком плюс. 

Р е ш е н и е. Возможны два случая: i = 2 , k  = 5 и i = 5 , k = 2 .  В первом 
случае данное произведение после упорядочения сомножителей в порядка 
возрастания номеров строк совпадает с произведением а�4а2з аз2 а4 1 а5в ав5 , 
при этом а (4, 3 , 2 , 1 , 6 , 5 )  = 3 + 2 + 1 + 1  = 7. Во втором случае переста­
новка номеров столбцов будет четной, так как отличается от рассмотренной 
перестановки одной транспозицией. Следовательно, i = 5, k = 2. • 

Свойства определителя. С в о й  с т  в о 1 .  Определителъ кваdрат­
ной матри'Ц'Ы не изменяется при ее тrюнспонировании: IA I = I Aт l ,  т. е .  в 
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определении (5 . 1 ) определителя можно nоменятъ ролями строки и столб­
'ЦЪt: 

IA I == 
f3=UЗ1 , . . . ,f3н ) 

С в о й  с т в о 2.  Ее.ли одна из строк (столбцов) матрицъt 'Целиком 
состоит из нулей, то ее оnределителъ равен нулю. 

С в о й  с т в о 3 .  При умножении строки (столбца) матри'ЦЪL на 
'Число ее определителъ умножается на это 'Ч'l.tс.ло. 

С в о й  с т в о 4.  Ее.ли каждъtй элемент некоторой строки мат­
рицъt представлен в виде суммъt двух слагаемъ�х: 

aik == Ьk + Ck ,  k == 1 , п, 
то определителъ матри'Ц'ЬL можно представитъ в внде суммы двух опре­
делителей: 

Ь' + с' Ь' + с' 

а� 
где Ь' == (Ь1 , Ь2 , . . . , Ьп ) ,  с' == (с 1 , с2 , . . .  , сп ) · 

С в о й  с т в о 5 .  При перестановке местами двух строк {столбчов) 
матри'Ц'Ьl ее определителъ меняет знак. 

С в о й  с т в о 6. Определителъ матри'Ц'Ьl, имеющей две одинаковъtе 
строки (столб'Ца) , равен нулю. 

С в о й  с т  в о 7. Если одна строка ( столбе'Ц) матри'Ц'Ьt .являете.я 
линейной комбина'Цией других ее строк (столб'Цов), то определителъ мат­
ри'Ц'ЬL равен нулю. 

С в о й  с т в о 8. Ее.ли к какой-либо строке (столбцу) матри'Ц'Ьt при­
бавитъ линейную комбина'Цию других ее строк (столб'Цов), то ее определи­
телъ не измените.я. 

П р и м е р  5 .3 .  Пусть А Е IR·n x n , тогда 1 - А\ = ( - l ) 11 I A \ , так как матрица 
-А может быть получена умножением каждой строки матрицы А на - 1 . 

sin2 а sin2 {3 sin2 'У 
П р  и м  е р  5 .4 .  cos2 а cos2 {3 cos2 'У == О , так как 3-я строка явля­

соs 2а cos 2{3 cos 21 
ется линейной комбинацией первых двух строк. 

П р  и м  е р  5 . 5 .  Показать , что определитель кососимметрической матри­
цы нечетного порядка равен нулю. 

Р е ш е н и е. Так как Ат == -
А

, то I A т l == 1 - A I . Отсюда ( Cl\I . свойство 1 и 
пример 5 .3 )  следует, что I A I == ( - 1 )11. I A I .  Так как п - нечетно , то \ A I == - \А / , 
т.е .  I A I == О. • 

П р  и м  е р  5 .6 .  Исследовать, как изменится определитель матрицы , если 
к его 1-й строке прибавить все строки . 

Р е ш е н и е . Прибавление к 1-й строке всех строк , начиная по 2-й ,  не 
изменит определителя (свойство 8) , а прибавление к ней 1-й строки рав­
носильно умножению 1-й строки на 2 .  Согласно свойству 3 определитель 
удвоится . •  
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ЗАД АЧ И  

Вычислить определители второго порядка. 
3 2 2001 2002 1935 1965 5 · 1 · 8 5 . 5 ·2 · 2000 200 1 . 5 · 3 · 2035 2065 . 

5 .4.  

5 . 7 .  

5 .9 .  

:� �g . 5 .5 .  п � 1 п п 1 . 5 .6 .  loga Ь 1 
1 logь а · 

а2 + аЬ + Ь2 а2 - аЬ + Ь2 
а + Ь  а - Ь 

cos a - s1n а . s1n a cos а 5 . 10.  

5 .8 .  а + Ь  а - Ь  
а - Ь  а + Ь · 

cos а cos (3 
sin а sin (З 

5 . 1 1 .  Доказать тождество 
2 2 а Ь х -а 

у х + у ь 
а2 + ь2 

о 
о 

х2 + у2 

Вычислить определители третьего порядка. 
3 2 3  с а О  О а + 1 1 - а 

5 . 1 2 .  2 5 4 5 . 13 .  а О Ь 5 . 14. 1 - а О а +  1 
1 3 2 О Ь с  а + 1 1 - а О 
а Ь с а Ь с О а О 

5 . 15 .  Ь с а 5 . 16. с а Ь 5 . 17 .  р r q 
с а Ь Ь с а О Ь О 
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5 . 18 .  Доказать , что если все элементы квадратной матри­
цы 3-го порядка равны ±1 , то ее определитель является четным 
числом . 

5 . 19 .  Найти наибольшее значение, которое может принимать 
определитель 3-го порядка, если все элементы его матрицы рав­
ны ± 1 .  

5 . 20 .  Найти наибольшее значение определителя 3-го порядка, 
если элементы его матрицы равны 1 и О . 

Пользуясь свойствами определителя , доказать , что следую­
щие определители равны нулю. 

sin2 а 1 cos2 а 
5 . 2 1 .  sin2 (3 1 cos2 (3 . 5 . 22 . 

sin2 т 1 cos2 т 

sin2 а cos 2а cos2 а 
siп 2 (3 cos 2(3 cos2 (3 . 
siп2 1 cos 21 cos2 т 
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5 .23 .  

5 . 25 .  

(а + Ь) 2 а2 + Ь2 аЬ 
(р + q) 2 р2 + q2 pq . 
( х + у) 2 х2 + у2 ху 

а +  Ь с 1 
Ь + с а 1 . 5 .26 .  
с + а  Ь 1 

Глава II. Определители 

(а + ь)з аз + ьз а + Ь  
5 . 24. (а - Ь) з аз - ьз Ь - а . 

( l + аь)з 1 + азьз l + ab 

(ах + а-х)2 (ах _ а-х )2 1 
(ЬУ + ь-У) 2 (ЬУ - ь-У ) 2 1 . 
(cz + c-z ) 2 (cz _ c-z )2 1 

sin a cos a sin(a + д) sin a cos a cos(a + д) 
5 . 27 .  siп ,В cos ,В sin(,В + д) . 5 . 28 .  sin ,В cos ,В соs(,В + д) . 

sin 1 cos 1 sin( 1 + д) si11 1 cos т cos ( 1 + д) 

Пользуясь лишь свойствами определителя , обосновать тож­
дества. 

ai Ь1 aix  + Ь1у + с1 
5 . 29 .  а2 Ь2 а2х + Ь2у + с2 

аз Ьз азх + Ьзу + сз 

ai Ь1 с1 
а2 Ь2 с2 
аз Ьз сз 

ai + Ь1х ai - Ь1х с1 ai Ь1 с1 
5 . 30. а2 + Ь2х а2 - Ь2х с2 = -2х а2 Ь2 с2 

аз + Ьзх аз - Ьзх сз аз Ьз сз 
1 а Ьс 

5 . 31 .  1 Ь са = ( Ь  - а) (с - а) (с - Ь) . 
1 с аЬ 
1 а а2 

5 . 32 .  1 ь ь2 = (Ь - а) (с - а) (с - Ь) . 
1 с с2 

1 а Ьс 1 а а2 
5 . 33 .  1 ь са --- 1 ь ь2 

1 с аЬ 1 с с2 

1 1 1 
5 . 34. а ь с == (а + Ь + с) (Ь - а) (с - а) (с - Ь) . 

аз ьз сз 

1 1 1 
5 . 35 .  а2 ь2 с2 = (аЬ + ас +  Ьс) (Ь - а) (с - а) (с - Ь) . 

аз ьз сз 

1 а а4 
5 .36. 1 ь ь4 = ( а2+ Ь2 + с2 +аЬ+ас+Ьс) ( Ь-а) (с- а) ( с- Ь) . 

1 с с4 
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1 а аз 1 а а2 

5 . 37.  1 ь ьз = (а + Ь + с) 1 ь ь2 

1 с сз 1 с с2 

1 а2 аз 1 а а2 

5 . 38. 1 ь2 ьз = ( аЬ + Ьс + са ) 1 ь ь2 

1 с2 сз 1 с с2 

5 . 39 .  Выяснить , какие из следующих произведений входят в 
определители соответствующих порядков , и если да, то с какими 
знаками: 

а) а35а43а1 2а54а21 ; б) а�3а4 1 а24а55а2з ; 
в) аз2а43а5 1 а14а25а55 ; г) а2за51а35а45а12а54 ; 
д) аз5а27а74а51а25а43а52 ; е) аз4а2 1 а45а73а17а54а52 ; 
ж) а15а33а72а27а51а55а44 ; з) а12а2з . . . ап- 1 ,пап1 ; 
и) а21 аз2 . . .  ап ,п- 1 а1п ; к) ai2a21 a34a43 . . . a2n- 1 , 2na2n,2n- 1 · 
5 .40 . С каким знаком входит в определитель n-го порядка 

произведение: 
а) элементов главной диагонали; 
б) элементов побочной диагонали? 
5 .41 . Выписать все слагаемые, входящие в определитель 4-го 

порядка со знаком плюс и содержащие множителем аз1 . 
5 .42 . Подобрать i и j такие,  что произведение 

аззаi4а1 2а41 aj5 
входит в определитель 5-го порядка со знаком минус . 

5 .43 . Подобрать i ,  j и k такие, что произведение 
aзja5ka52ai4a4 1  а1з 

входит в определитель 6-го порядка со знаком плюс. 
5 .44 .  Подобрать i и j такие, что произведение 

а41 а2iа54а75а5jазза12 
входит в определитель 7-го порядка со знаком плюс . 

5 .45 . Подобрать i , j ,  k и l такие, что произведение 
а k6 а4з a1zа12 aij а21 а54 

входит в определитель 7-го порядка со знаком минус . 
5 .46 . Дополнить произведение элементов а�за25а34а47а55 оп­

ределителя 7-го порядка так , чтобы получить член этого опреде­
лителя , входящий в него: а) со знаком плюс; б) со знаком минус .  

5 .47. Вычислить знак члена определителя 
аа. 1!31 аа.2!32 . . . ао:пfЗп ' 

зная число инверсий в перестановках а1 , а2 , . . .  йп и /31 , /32 , . . .  fЗп . 
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Пользуясь только определением , вычислить определители. 
а 3 О 5 1 О О а 
о ь о 2 2 4 ь о 5 ·48 · 1 2 с 3 5 ·49 · 3 с о 5 5 .50 .  

о о о d 
о ь о 1 
о о с 1 
а 1 1 1 

5 . 51 .  

5 . 54. 

о о о d d о о о 
о о о 4 
о о о 3 
о о о 2 5 · 52 ·  

4 3 2 1 
а 1 1  О О 

о о 8 4 
о о 6 3 
о о 4 2 
4 3 2 1 

5 . 53. 

о о 8 4 
о о 6 3 
8 6 4 2 . 

4 3 2 1 

а21 а22 О 
аз1 аз2 азз 

о 
о 
о 

а21 а22 а2з а24 а25 
5 . 55 .  аз1  аз2 О О О 

а41 а42 О О О 
а51 а52 О О О 

о 
о 

О О aln 
О а2,п- 1 а2п 

5 . 56. о аз,п-2 аз,п-1 азп 

ап1 · · · ап п-2 ' 

О а2 О . . . О 
О О аз . . . О 

5 .57 .  
О О О . . .  ап 
ai О О . . . О 

ап п-1 ' 

5 . 58. 

о 
о 

О ап- 1 О 
ап-2 О О 

al . . . О 
о . . . о 

5 . 59 .  Пользуясь только определением , вычислить определи­
тели: 

1 

1 Xk- 1 k ' 

а) 1 
Xk+l ,k 1 

Xnk 1 

1 

; 6) 

cos <р • • • - 8111 <р . 

. Slll <р • . • COS <р 

i J 

. J 

1 

(в этих определителях все неуказанные внедиагональные элемен-
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ты равны нулю, а диагональные - единице) . 
5 .60. Показать , что если в квадратной матрице порядка п 

более чем n2 
- п  элементов равны нулю, то ее определитель равен 

нулю. 
5 .61 .  Доказать, что если в квадратной матрице порядка п 

на пересечении некоторых k строк и l столбцов стоят элементы, 
равные нулю, причем k + l > п ,  то ее определитель равен нулю. 

Исходя только из определения , найти коэффициенты при х3 
и х4 в определителях. 

х 2х 1 - 1 х 1 3 2 

5 .62 . 1 х 2 - 1  5 .63 .  х х 1 2 
3 2 2х 1 1 1 х 1 
2 1 х -х 2х 2 1 х 

5 .64 .  Найти элемент квадратной матрицы порядка п ,  кото­
рый 

а) симметричен элементу aik относительно побочной диаго­
нали;  

6) симметричен элементу aik относительно "центра" матрицы. 
5 .65 .  Назовем место элемента aik четным (нечетным) , если 

сумма i + k четна (соответственно нечетна) . Найти число эле­
ментов квадратной матрицы порядка п ,  стоящих на четных и на 
нечетных местах. 

5 .66 . Доказать , что в каждый член определителя порядка п 

входит четное число элементов его матрицы, занимающих нечет­
ное место , а элементов , занимающих четное место , входит четное 
число, если п четно, и нечетное число, если п нечетно . 

5 .66 . 1 .  Показать , что определитель кососимметрической мат­
рицы нечетного порядка равен нулю. 

5 .67 . Как изменится определитель порядка п ,  если первый 
столбец его матрицы переставить на последнее место , а осталь­
ные столбцы передвинуть влево , сохраняя их расположение? 

5 .68 .  Как изменится определитель порядка п, если строки 
его матрицы записать в обратном порядке? 

5 .69 .  Как изменится определитель порядка п ,  если каждый 
элемент его матрицы заменить элементом , симметричным дан­
ному относительно побочной диагонали? 

5 .  70. Как изменится определитель порядка п ,  если каждый 
элемент его матрицы заменить элементом , симметричным дан-
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ному относительно "центра" матрицы? 
5. 71 . Как изменится определитель квадратной матрицы А =  

( aij ) порядка п ,  если каждый ее элемент aij умножить на ci-j , 
где с =!=  О? 

5. 72 . Доказать, что определитель порядка п не изменится , 
если изменить знак всех элементов его матрицы на нечетных 
местах; если же изменить знак всех элементов матрицы на чет­
ных местах, то ее определитель не изменится, если п четно, и 
изменит знак, если п нечетно. 

5 .  73 . Доказать, что определитель матрицы не изменится , ее-
ли: 

а) к каждой ее строке , кроме последней , прибавить последУ­
ющую строку; 

б) к каждому ее столбцу, начиная со второго , прибавить 
преды,цущий столбец; 

в) из каждой ее строки , кроме последней, вычесть все после­
,цующие строки; 

г) к каждому ее столбцу, начиная со второго , прибавить все 
предыдущие столбцы. 

5 .  7 4.  Как изменится определитель матрицы, если из каждой 
ее строки, кроме последней, вычесть последуюшую строку, а из 
последней строки вычесть исходную первую строку? 

5 .  75 . Как изменится определитель матрицы, если к каждому 
ее столбцу, начиная со второго , прибавить преды,цущий столбец и 
в то же время к первому прибавить исходный последний столбец? 

5 .  76 . Как изменится определитель порядка п, если его мат­
рицу повернуть на 90° вокруг "центра"? 

5 . 77. Чему равен определитель матрицы, у которой сумма 
строк с четными номерами равна сумме строк с нечетными но­
мерами? 

5. 78 . Найти сумму определителей всех матриц перестановок 
п-го порядка. 

5 .  79 . Найти сумму определителей порядка п > 2 
aia1 aia2 а �ап 
а2а1 а2а2 a2an 

ana1 ana2 апап 
где сумма берется по всевозможным перестановкам а1 , а2 , . . . , an 
из первых п натуральных чисел . 
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5 .80 . Доказать, что если А и В - стохастические матрицы, 
то определитель их коммутатора [А , В] равен нулю. 

5 .81 .  Числа 20677, 5329 1 ,  25783 , 2845 1 и 1679 делятся на 23 . 
Доказать , что определитель 

также делится на 23 . 

2 о 6 7 7 
5 3 2 9 1 
2 5 7 8 3 
2 8 4 5 1 
о 1 6 7 9 

5 .82 . Вычислить , пользуясь лишь свойствами определителя : 
х у z 1 
у z х 1 
z х у 1 

x + z х + у y + z 
1 

2 2 2 
5 .83 .  Доказать , что любой определитель равен полусумме 

двух определителей , один из которых получен из данного при­
бавлением ко всем элементам i-й строки его матрицы числа Ь, а 
другой - аналогичным образом прибавлением числа -Ь. 

5 .84 .  Пусть А = A(t) Е vпхп . Доказать , что производная 
определителя det А может вычислена по формуле 

a� 1 (t) a�2 (t) а�п (t) 
d а2 1 ( t) а22 ( t) а2п ( t )  
dt 

det А = . . . . . . . . . . . . . . . . . + 

ап1 (t) an2 (t) апп (t) 
а1 1 (t) ai 2 ( t) a in (t) ан ( t) 

+ 
а�1 (t) a�2 (t) . . .  а�п (t) + . . . + 

а21 (t) 
ai2 (t) 
a22 (t) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

ап1 (t) an2 (t) . . .  ann (t) а�1 (t) a�2 (t) . . . 

§6 .  Миноры и алгебраические дополнения 

ain (t) 
a2n (t) 

. . . . . 

а�п (t) 

Пусть А = (aij ) Е IRmxn и k Е N, 1 < k < min(m, n) . Выберем в мат­
рице А произвольные k строк и k столбцов с ноl\,Iерами i 1 < i2 < . . .  < ik 
и j1 < j2 < . . .  < ]k соответственно. Элементы матрицы А,  стоящие на 
пересечении выбранных строк и столбцов , образуют квадратную матриц.у 
k-го порядка. Определитель этой матрицы называется минором k-го поряд­
ка матрицы А, расположенным в строках с номерами i1 , i2 , . . .  , ik и столб-
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цах с номерами j1 , j2 , . . . , jk . Для обозначения миноров приняты символы 
Mi1 i2 . . .  i k  M (i 1 i2 . . .  i11- ) М М И · · · , . . . , k , . так, ] 1 ] 2 · · · 1 k ] 1 ]2 · · · 1 k 

a1 1 j 1 ai 1 j2 
А,/� 1 �2 . . . i.k ai2 J1 ai2i2 -] 1 ]2 · · · 1 k . . . 

ai11- j 1 aik j2 

ai1 jk 
ai2 ik 
aik jk 

Пусть теперь А = (aij ) - квадратная 1\Штрица п-го порядка и л1J:J� : : :;: 
- ее минор. Если вычеркнуть в матрице А строки и столбцы, в которых 
расположен заданный минор, то оставшиеся элементы матрицы А образу­
ют квадратную матрицу (п - k)-го порядка. Определитель этой матрицы 
называется дополнителы-t'ЫМ минором к минору мJ:J� : : :;� . Дополнитель-

" б м i1 i2 . . . i k  м м8 0 ныи минор о означается символами j 1 j2 . . .  jk , , . чевидно, что ис-
ходный минор является дополнительным к своему дополнительному мино-
ру. Дополнительный минор к минору мJ:J� : : :;� , взятый со знаком ( - l ) s (M) , 
s (M) = I:;=1 (ip + jp ) , называется алгебраи'Ческим дополнением к минору 
N/11 1Ji2 · · · 1i.k и обозначается символом A1i.1 11 .. 2 · · · 11.!r . Итак , 1 2 · · · /..· 1 2 · · ·  k 

А i_1 i.2 . . . i.1r = (-1 ) i 1  + i2 + . . . + ik +i 1 +j2 + . . .  +jk М i.1 i.2 . . .  i� 
J l J2 " · J J..· J 1 J 2 · · · J k: . 

П р и м е р  6 . 1 .  В ыатрице 

А = [ 8 2 3 
3 4 
4 о ! ] 

минором 1-го порядка может быть любой элемент. Минором 2-го порядка 
является, например , минор Mi:1 = 1 � � 1 = -12, 111инором 3-го порядка -

1 3 4 м 1 '2 '3  о 4 1 8 например , минор 1 3 4 = = · ' '  о о 2 

П р и м е р  6 .2 . В 1\tатрице 

A = [ i 
2 3 
3 4 
6 4 
8 1 � ] 

для 111инора Mi;i = 1 � i 1 = - 13 дополнительным минором будет минор 

мб = 1 � i 1 = -23, 
при этом л;,� 

== ( - 1 ) 1+2+2+4 м8 = 2з .  ' 

Т е о р е м а  6. 1 (теорема Лапласа) . Пусrпъ А =  (aiJ ) Е Rn x n и 
k Е N, 1 < k < п - 1 .  Пусrпъ в матрице А въtбран'Ы произволънъ�е k строк 
{или столбцов) . Тогда определите.лъ матрuцЪt А равен сумме всевозмож­
НЪtХ произведений миноров k-го пор.ядка, расположеннъtх в въtбраннъ�х стро­
ках { сооrпветствен,н,о столбцах) , на их алгебраи'Ческие дополнения. 
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Таким образом, в строчном варианте теоремы Лапласа 

det A = м�1 �2 . . .  i_11· Ai.1 i_2 . . . i_1r ] 1 ]2 · · · 1 k 1 1 12 · · · 1 k '  
U1 ,j2 ,  . . . ,jk )  
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(6 . 1 )  

где суммирование ведется по всевозможным значениям ji , j2 , . . .  , jk , удовле­
творяющим неравенствам 1 < ji < j2 < . . .  < jk < п, или в столбцовом 
варианте 

det А ==  (6 .2) 

где суммирование ведется по всевозможным значениям ii , i2 , . . .  , ik , удовле­
творяющим неравенствам 1 < i i < i2 < . . . < ik < п .  

П р и м е р  6 .3 .  Вычислить определитель матрицы 

А = [ � � � � ] , 
2 о о 3 

пользуясь теоремой Лапласа. 
Р е ш е н и е . Заметим , что во 2-й и 4-й строках матрицы А находится 

лишь один ненулевой минор второго порядка м;;: = 1 � � 1 · Поэтому раз­
ложение определителя по этим двум строкам (т.е . в теореме Лапласа k = 2 ,  
i i = 2 ,  i2 == 4) содержит только одно слагаемое, так что 

I A I = MUA�:: = 1 � � 1 · ( - 1 )2+4+ ! +4 1 � � 1 = 5 - (- 1 ) . (-2) = 10 . • 

Из теоремы Лапласа следует, что 
п 

det А == L aij Aij или 
j=l  

п 

det A == L aij Aij , 
i= l 

где Azj - алгебраическое дополнение к элементу aij . 

(6 .3) 

Представление определителя (6 .3)  называется 'JЮЗложением определи­
теля по i-й строке (соответственно по j -му столб'Цу) . 

П р и м е р  6 .4 .  Вычислить определитель матрицы 

А == [ � g -� ] ' 4 -2 -5  
пользуясь разложением по 1-й строке. 

Р е ш е н и е. Согласно (6 .3) имеем 
IA I = 1 · ( - 1 ) 1+ 1 I J j 1 + (-1 ) . ( - 1 ) 1 +з 1 � J 1 = -4 + (- 1 ) ( - 18) = 14 . •  

Т е о р е м а 6 .2 .  Определителъ квазитреуголъной матри'Ц'Ьt равен 
произведению определителей диагоналънъtх клеток. 

Т е о р  е м а 6.3 .  Определиrпелъ произведения квадrютнъtх матри'Ц 
'JЮвен произведению определителей маrпри'Ц-сомножителей. 
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ЗАД АЧИ 

6. 1 .  Сочетанием из п эле.ментов по m называется неупоря­
доченная выборка m эле�1ентов из совокупности п заданных эле­
ментов . Число всех сочетаний из п элементов по m обозначается 
символами С� или (::i) . Считая , что С� = 1 и О !  = 1 , доказать 
соотношения : 

) ст = 
п(п - 1 )  . . . (п - m + 1 ) . а п ' ' m. 

в ) ст = сп-т . п п ' 
д) с� + с� + . . .  + с;: = 2n ; 

' 
) т n .  

б Сп = ' ( _ ) ' ; m. п m .  
г) ст = ст + ст- 1 . 

n+l  п п ' 

е) С� - С� + С� - . . .  + (- 1 )пс;: = О; 
ж) ( С�) 2 + ( С1� ) 2 + . . . + ( CJ: ) 2 = С!Ъ� ; 

k -
k l k-l з ) Ст+п - L степ . 

l=O 
6. 2 .  В квадратной матрице порядка п найти: 
а) число миноров порядка k ,  расположенных в фиксирован­

ных k строках; 
б) число всех миноров , расположенных в фиксированных k 

строках; 
в ) число всех миноров порядка k .  
6.3 .  Пусть М - произвольный минор некоторой квадратной 

матрицы , MfJ - дополнительный к М минор , ( - 1 ) s (M) MfJ - алгеб-
раическое дополнение минора М (здесь s (M) - сумма номеров 
строк и столбцов матрицы, в которых расположен минор М) . 
Показать, что алгебраическое дополнение к минору MfJ равно 
(- 1 ) s (Л1)М. 

6 .4 .  Минор, стоящий на пересечении k строк и k столбцов 
квадратной матрицы, имеющих одинаковые номера, называет­
ся главным .минором порядка k .  Найти число главных миноров 
порядка k в матрице порядка п. 

6 .5 .  Пусть А Е IR.nxn . Доказать,  что 

п 
det (A - ЛI) = (-Л )п + L Sk (-Л )n-k , 

k=l 

где Sk - сумма всех главных миноров порядка k матрицы А.  
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6 .6 .  Показать , что построенное в теореме Лапласа разложе­
ние определителя порядка п по любым k строкам (столбцам) 
совпадает с его разложением по остальным п - k строкам ( соот­
ветственно столбцам) .  

6.7 .  Доказать , что если в некоторой матрице А Е IRmxn все 
миноры порядка k ( k < miп( m, п) ) равны нулю, то равны нулю 
и все миноры порядка выше k .  

Пользуясь теоремой Лапласа, вычислить определители .  

13  37 23 4 
о 1 1  9 о 6 ·8 · 1 1  41 73 3 . 6·9 · 
о 9 1 1  о 

1 о 2 о 3 
о 2 о 3 о 

6 . 1 1 .  2 о 3 о 4 . 6. 12 .  
о 3 о 4 о 
3 о 4 о 3 

6 . 14 .  

6 . 16 .  

2 3 9 7 4 о 
о о 2 1 о 1 
3 3 8 о 4 3 
о о 1 2 о 1 
4 4 4 4 4 4 
о о 1 1 о 2 

1 2 3 4 5 3 
6 5 7 8 4 2 
9 8 6 7 о о 
3 2 4 5 о о 
3 4 о о о о 
5 6 о о о о 

9 8 3 4 о 
6 5 2 9 7 

1 2 3 4 5 
2 1 2 3 4 
0 2 1 2 3 .  
о о 2 1 2 

4 5 о 3 о . 6 . 10 .  
1 О · О  О О 
2 3 о 1 о о о о 2 1 

7 2 1 3 4 
1 о 2 о 3 

1 2 3 4 5 
о 6 о 4 1 
2 4 1 3 5 
1 3 5 2 4 
о 5 о 3 2 

3 о 4 о 7 . 6. 13 .  
6 3 2 4 5 
5 1 2 2 3 

6 . 15 .  

6 . 17 .  

1 2 о о о о 
3 4 о о о о 
7 6 5 4 о о 
2 3 4 5 о о 
5 1 2 6 7 3 
2 7 5 3 4 1 

2 3 о о 1 
9 4 о о 3 
4 5 1 - 1  2 
3 8 3 7 6 
1 - 1  о о о 
3 7 о о о 

- 1  
7 
4 
9 
о 
о 

1 52 9 1  47 16  2 
о 7 16  39 4 о 

13  24 3 4 57 
71 7 о о 8 
2 о о о о 
5 о о о о 

27 8 о о 7 

23 
1 7  
3 
7 

3 1  

6. 18 .  о о 3 5 о о 
о о 2 3 о о 
о 5 1 1  24 3 о 
2 17  57 28 1 1  1 

6. 19 .  

83 6 1  4 5 5 1  43 
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1 1 1 о о 5 о 5 о 2 о 
о 5 о 5 о 5 1 2 3 о о 5 о 8 о 5 о 6 .20 .  о 1 1 1 1 6. 2 1 .  о 5 о 8 о 5 о 1 2 3 4 5 о 5 о 5 о о 1 4 9 16  о 2 о 5 о 5 

1 1 о о о а ь с . 1 о о 6 .22 . Х 1  Х2 cos a Slll Q 6 .23 .  х 
YI У2 cos /3 si11 /3 1 о у о 
Z1 z2 COS ! Sln 1 1 о о z 
о а ь с 1 х х х а ь с d 

6 . 24. ai 1 о о . 6 .25 .  1 а о о . 6 . 26 . ь о о с 
Ь1 о 1 о 1 о ь о с о о ь 
С1 о о 1 1 о о с d с Ь а 

6 . 27 .  Пусть А, В , С, D - миноры третьего порядка, получае-
мые из матрицы 

[ :� �� �� �� ] аз Ьз сз dз 
вычеркиванием соответственно первого , второго , третьего и чет­
вертого столбцов . Доказать , что 

ai Ь1 с1 di О О 
а2 Ь2 с2 d2 О О 
аз Ьз сз dз О О 

= AD _ ВС. 
О О ai Ь1 с1 di 
О О а2 Ь2 с2 d2 
О О аз Ьз сз dз 

Применяя теорему Лапласа, вычислить определители,  пред-
варительно преобразовав их. 

7 8 7 8 2 6 -3 -9 

6 .28 .  8 9 8 9 6 .29 .  6 8 -9 - 12  
-7  -8  7 8 1 3 -2 -6  
-8  -9  8 9 3 4 -6 -8  

2 3 4 6 5 1 1 1 1 
4 1 1 1 1 4 5 8 10  6 .30 .  6 . 31 . 9 3 2 2 2 1 1 3 3 7 5 6 5 5 1 2 3 6 3 7 7 9 7 
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6 .32 .  

6 . 34. 

6 .36. 

5 -5  
-4 4 

3 - 1 
-7 7 

5 -3 
2 -3 
3 2 

-2 3 
6 4 
2 - 1 

о 1 1 
1 о 1 
1 1 о 
1 о о 
о 1 о 
о о 1 

-3 4 
3 6 
5 -9 
6 8 
2 - 1 
5 -2 
5 -4 

-4 2 
7 -8 
7 1 

1 1 1 
1 2 3 
1 3 6 
2 о о 
о 3 о 
о о 4 

2 
3 

-5 . 6 .33 .  
4 

-2 
1 

-3 
-3  . 6 . 35.  
- 1 

5 

6. 37. 

2 
3 
3 
5 
2 

1 
-2  
- 1  
-6 
-3  

2 
7 

-5  
4 
3 

3 
4 
2 

3 
5 

-3 
2 
1 

1 
1 
1 

8 
7 
1 
2 

- 1 

10 
9 

-2 
5 
2 

-4 
6 

-2 
3 

2 1 1 1 1 
1 2 1 1 3 
1 1 2 3 1 
1 1 3 4 1 
1 3 1 1 4 
3 1 1 1 1 

3 
1 
1 
1 
1 
4 

2 
- 1 
-2  
-4 
-2 

4 
6 
3 

-6 
9 
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l + x х х 
х 

х 
х 

х 1 + х  
х l + x . . .  1 + х х 

6 .38. х 
х 

х 
х 

l + x 1 + х  . . . 
. . . 1 + 2х 1 + х . . . 

1 + 2х х х х 
(порядок определителя равен 2n) . 

6 . 39 .  Справедливы ли тождества (А ,  В Е IR.nxn ) :  

х 
х 

х 

а) det (A + В ) = det А + det В;  б) det ( аА) = а det А;  

х 
х 

l + x  

в) det (�A) = an det A; г) det (Ak ) = (det A)k , k Е N ?  
6.40 .  Доказать , что если матрица А ортогональна, то 

1 det A I = 1 . 
6 .41 . Доказать , что определитель нильпотентной матрицы 

равен нулю. 
6 .42 . Доказать , что для любой квадратной вещественной мат­

рицы А имеет место неравенство det (AAT) > О. 
6 .43 .  Как изменится определитель , если в его матрице вы­

делить k строк (или столбцов) и из каждой из них вычесть все 
остальные выделенные строки? 

6 .44 .  Найти связь между определителем матрицы А порядка 



56 Глава II. Определители 

п и определителями блочных матриц порядка 2n сле,цующего 
вида: [ А -А ] а) А А ; 6) [ 3� 2А ] 4А ' [ ЗА в) 2А 

4А ] ЗА . 
6.45.  Квадратная матрица А порядка п разбита на блоки 

так, что получающаяся при этом блочная матрица состоит из р 
клеточных строк и р клеточных столбцов : А =  (Aij ) ,  i , j = 1 , р. 
При этом отличными от нуля оказались лишь блоки н� побоч­
ной клеточной диагонали: А lp ,  А2,р-1 , . . .  ,Ар1 , которые являются 
квадратными матрицами порядков ki , k2 , . . . , kp соответственно. 
Доказать , что 

det А = (- 1 ) 8 det А1р · det A2,p- l · . . . · det Ар1 , 

где s = [ п( п - 1 )  + � ki ( ki - 1 )] /2 .  

§7 . Вычисление определителя 
Метод Гаусса. :метод Гаусса решения матричных задач основан на 

следующих положениях: 
• выделяется тип матрицы, для которой задача решается достаточно 

просто; 
• указывается тип преобразований , которые либо не изменяют решений 

задачи, либо изменяют их контролируемым образоl\-r ; 
• произвольная матрица указанными преобразованиями приводится к 

выделенному типу, тем самым задача общего вида сводится к более простой. 
В применении к задаче вычисления определителя эта схема выглядит 

следующим образом: 
- определитель треугольной матрицы равен произведению диагональ­

ных элементов (пример 5 . 1 ) ;  
- элементарные преобразования матрицы либо не изменяют опре­

делителя (свойство 8) , либо изменяют (свойства 3 и 5) , но так, что эти из-
1\,1енения можно легко контролировать; 

- произвольная квадратная матрица элементарными преобразованиями 
приводится к треугольной форме (теорема 3 . 1 ) . 

Метод Гаусса вычисления определителя состоит в приведении матрицы 
элементарными преобразованиями к треугольному виду, вычислении опре­
делителя получившейся треугольной матрицы и восстановлении исходного 
определителя, если привлекались элементарные преобразования первого и 
второго типов (§3) . 

В методе Гаусса вычисления определителя можно использовать элемен­
тарные преобразования как строк , так и столбцов. 

П р и м е р  7. 1 .  Вычислить определитель матрицы 

А = [ � -! � J ] - 1  2 1 1 
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методом Гаусса. 
Р е ш е н и е. Приведем матрипу А к треугольному виду: 

1 - 1  о { переставим } IA I == местами 1-ю = -и 2-ю строки 
о 2 2 
2 о 1 

- 1  2 1 

1 { вычтем из 3-й стро-
1 ки 1-ю, умножен-

-2 = ную на 2 ,  а к 4-й 
1 строке прибавим 1-

ю 
1 - 1  о 1 о 2 2 1 о 2 1 -3  
о 1 1 2 

{ переставим } == местами 2-ю == 
и 4-ю строки 

1 - 1  о 1 о 1 1 2 
о 2 1 -3 о 2 2 1 
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}
= 

{ вычтем из 4-й стро- } 
== ки 3-ю, а из 3-й - == 

удвоенную 2-ю 

1 
о 
о 
о 

- 1  
1 
о о 

о 
1 

- 1  
1 

1 2 
-7 

4 
== { прибавим к 4-й } = строке 3-ю 

1 о 
о о 

-1  
1 о о 

о 
1 

- 1  о 
1 
2 

-7  
-3  

= 3 . • 

Метод рекуррентных соотношений. Метод применяется в тех слу­
чаях, когда удается получить соотношение, связывающее данный опреде­
литель Dn порядка п с определителяыи такого же вида, но более низких 
порядков 

Dn = J(Dn- 1 ,  Dn- 2 , . . .  , Dn- k ) ,  k < n. (7. 1 )  
Такое равенство называется рекуррен.mн.Ъtм соотн.ошен.ием. 

Простейший вариант метода используется для вычисления определите­
ля Dn конкретного (и невысокого) порядка п и  состоит в получении рекур­
рентного соотношения и последовательном вычислении всех определителей, 
входящих в это соотношение, при этом определители низших порядков вы­
числяются непосредственно, а определители более высокого порядка - через 
рекуррентное соотношение. 

П р и м е р  7 .2 .  Вычислить определитель о 1 
1 a i 

D5 = 1 О 
1 о 
1 о 

1 1 1 1 о о о 
а2 О О 
О аз О 
О О а4 

Р е ш е н  и е. Найдем рекуррентное соотношение для общего случая опре-
делителя данного вида (п + 1 ) -го порядка: о 1 1 

1 a i о 
Dп+ 1 == 1 о а2 1 о о 

1 a i 
1 о = апDп + (- l )n+2 
1 о 
1 о 

1 о о 
. . . .  

ап о 
а2 

. . . .  о о 

{ разложим = следнему 
цу 

о 
по по- } = столб-

о { разложим второй } = определи;ель по = 
ап- 1 последнем строке о 
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= anDn + (- l )n+2 (- l )n+ l ai a2 . . .  an- 1 · 
Таким образом , 

(7 .2 )  
Вернемся к примеру. Согласно (7.2) имеем D5 = a4D4 - а� а2аз . Для 

вычисления D5 найдем последовательно определители D2 , Dз , D4 : D2 = -1 ,  
Dз = a2D2 - а1 = -а1 - а2 , D4 = азDз - ai a2 = -а1аз - а2аз - а1 а2 . Отсюда 
D5 == -а1аза4 - а2аза4 - aia2a4 - а1 а2аз = -а1а2аза4 (..L  + _!_ + ..!.. + ..L) , а 1 а 2  �з а4 
если ai f:. О, i = 1 ,  4 .  

3 а м е 'Ч а н.  и е . Нетрудно показать, что эта форма записи годится и в 
случае, когда среди ai есть равные нулю. В этом случае соответствующая 
величина ai в ответе отсутствует. • 

Чтобы получить общее выражение для определителя произвольного по­
рядка п ,  поступают следующим образом: 

а) вычислив несколько определителей низших порядков , устанавливают 
закономерность и находят предполагаемое искомое выражение; 

б) затем доказывают гипотетический ответ методом математической ин­
дукции . 

В обоих пунктах "а" и "б'' существенно используется рекуррентное соот­
ношение. 

П р и м е р  7 .3 .  Вычислить определитель Dп+1 такого же вида, что и в 
примере 7 .2 ,  но произвольного (п + 1 ) -го порядка. 

Р е ш е н и е. Как было найдено в примере 7 .2 ,  D2 = - 1 ,  Dз = -а1 -
а2 = -a1a2 (.l.. + а

1 ) ,  D4 = -а1 а2аз (.l.. + _!_ + ..!.. ) . Покажем, что Dп+1 -а 1  2 а 1 а2 а з  
( 1 1 1 ) -а1 а2 . . . ап . -а + - + . " + - . 1 а 2  а т• 

Пусть Dп = -а1 а2 . . .  ап- 1 (...L + _!_ + " .  + -1-) . Тогда в силу (7 .2) a i  а 2 a 1t - l 

- ( 1 1 1 ) - -а1а2 . . .  ап - + - + " .  + - . а 1  а 2  а 7 1  
По поводу случая, когда среди ai есть равные нулю, см . замечание в 

решении примера 7 .2 .  • 

Особенно удобен метод рекуррентных соотношений для вычисления оп­
ределителей трехдиагона.лън'ЫХ матри'Ц, т.е . матриц вида 

al Ь1 о о о о о 
С1 а2 Ь2 о о о о 
о С2 аз Ьз о о о 

. . . . .  
о о о о an-2 Ьп-2 о 
о о о о Cn-2 ап- 1 Ьп- 1  
о о о о о Сп- 1 ап 

Для определителей Dn трехдиагональной матрицы имеет место простое 
рекуррентное соотношение 

(7. 3) 
которое может быть получено разложением определителя по послед­
нему столбцу (строке) с последующим разложением алгебраического допол-
нения к bn _ 1 (Сп- 1 ) по последней строке (столбцу) . 
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П р и м е р  7 .4 .  Вычислить определитель 
2 1 о о 
1 2 1 о 

Dп = о 1 2 о 

о о о 2 

Р е ш е н и е . Согласно (7 .3) имеем Dn = 2Dn- 1 - Dn- 2 , п > 2 .  Найдем 
несколько определителей низших порядков: D1  == 2 ,  D2 == 3 ,  D3 = 2D2 - D1 = 
6 - 2 == 4 .  Естественно предположить , что Dп = п + 1 .  Это 'предположение 
легко доказать методом математической индукции (если Dk = k +  1 ,  Vk < п ,  
ТО Dn = 2Dn- 1 - Dn-2  = 2п - (п - 1 ) = n + 1 ) . • 

Не всегда удается по значениям D1 , D2 , Dз и т.д. установить закономер­
ность и выяснить вид общего выражения для определителя произвольного 
порядка п .  Однако, если рекуррентное соотношение имеет вид 

Dn = pDn- 1  + qDn- 2 , n > 3 ,  (7 .4)  
где р и q - постоянные коэффициенты (не зависящие от п) , то вычисление 
определителя Dn можно свести к вычислению общего члена одной или двух 
геометрических прогрессий. 

Перепишем (7 .4) в виде 

Dn - G.Dn- 1 = {З(Dn - 1  - йDп -2 ) , 
Dn - {ЗDп- 1 = a(Dn- 1  - {ЗDп-2 ) , (7 .5) 

где а + {3 = р, а{З == -q,  т.е . а и {3 - корни уравнения х2 - рх - q = О . 
Очевидно , формулы (7 .5 )  описывают геометрическую прогрессию. 

Пусть а i= {3 . Тогда по формуле п-го члена геометрической прогрессии 
из равенств (7 .5) находим { Dп - о:Dп - 1  = {3п-2 (D2 - o:D1 ) ,  

Dп - {ЗDн - 1  = Qn-2 (D2 - {3D1 ) ,  

откуда (решая эту систему) получим 

где 
D2 - o:D1 С2 = - {3 ( й _ {3) . 

(7 .6 )  

(7. 7) 

Выражение (7 .6) легко запоминается . Оно выводилось для п > 2 ,  но 
непосредственно проверяется для п == 1 и п = 2. 

Формулы (7.7) же не удобны для запоминания , значения с1 и с2 проще 
находить из системы уравнений, определенной начальными условиями: 

Если а =  {3 , то два равенства (7 .5 )  сливаются в одно 
Dп - о:Dп - 1  = а(Dп- 1 - о:Dп-2 ) ,  
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откуда по формуле п-го члена геометрической прогрессии получаем 

(7 .8)  

где константы с1 и с2 находятся из начальных условий 

П р и м е р 7 .5 .  Вычислить определитель 

9 5 о о о 
4 9 5 о о 

Dп = о 4 9 5 о 

о о о о 9 

Р е ш е н и е . Согласно (7 .3) рекуррентное соотношение для этого опреде­
лителя таково 

Dп = 9Dn- 1 - 20Dп-2 , n > 3 .  
По значениям D1 = 9, D2 == 6 1 , Dз = 9D2 - 20D1 = 369 трудно уловить 
закономерность. Так как рекуррентное соотношение для Dn имеет вид (7 .4) , 
применим описанный выше алгоритм .  Найдем корни а ,  {3 уравнения х2 -
9х + 20 = О: а =  4 ,  {3 == 5 . По формуле (7.6) имеем Dn = с1 · 4n + с2 · 5n , где 

{ 4с1 + 5с2 = 9 ,  
l6c1 + 25с2 = 6 1 , т.е. с1 = -4, с2 = 5 . 
Таким образом, Dп = 5n+ l  - 4n+l . • 

П р и м е р  7 .6 .  Вычислить определитель 

2 - 1  о о 
- 1  2 - 1 о 

Dn = о - 1 2 - 1  
. . . .  

о о о о 
. . . . 

о 
о 
о 

2 

Р е ш е н и е. Согласно (7 .3) рекуррентное соотношение для этого опреде­
лителя имеет вид 

Dn = 2Dп- 1 - Dn-2 , n > 3 .  
Решая уравнение х2 - 2х + 1 == О,  находим а = {3 = 1 .  Следовательно, 
D ( ( 7 8) ) { С1 + С2 = 2, п = nc1 + с2 в силу . , где 2с1 + с2 == 3 ,  т.е . с1 = с2 = 1 . 

Таким образом, Dn = п + 1 .  • 

Определитель Вандермонда. Определителем Вандермонда называ­
ется определитель 

1 Х1 ху n- 1 Х 1 
1 Х2 х� n- 1 

V (x 1 , Х2 , . . .  , Хп ) = Х2 
. . 

1 Xn х2 n- 1 
n Хп 
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Покажем, что он равен произведению всевозможных разностей вида 
(xi - Xj ) , i > j :  

V(x1 , x2 , . . . , хн ) =  П (xi - Xj ) . 
n2: i>j2: 1 

(7 .9) 

Действительно, при п = 2 утверждение очевидно. Пусть оно верно для 
определителей (п - 1 )-го порядка. Тогда, вычитая из каждого столбца, на­
чиная с последнего , предыдущий столбец, умноженный на х1 , получаем 

1 о 
1 Х2 - Х1 

V(x1 , X2 , . . .  , Xn ) = 1 Х3 - Х1 . . . 
1 Xn - х1 

о 2 Х2 - Х1Х2 2 Х3 - Х1Х3 . . . . 
2 Xn - X1Xn 

. 

о п- 1 n-2 Х2 - Х1Х2 
X�- l - Х1Х�-2 . . . . 
X�- l - Х1Х�-2 

После разложения этого определителя по 1-й строке и вынесения из всех 
строк получившегося определителя общих множителей х2 - х1 ,  хз - х1 ,  . . .  , 
Хп - х1 ,  получим рекуррентное соотношение 

V(x1 , x2 , . . .  , xn )  = (х2 - х1 ) (хз - х1 ) . . .  (хн - x1 )V(x2 , X3 , . . . , xn ) , 
откуда с учетом индуктивного предположения следует (7 .9) . 

Полезно произведение (7 .9) "увидеть "в  развернутом виде: 

V( ) (х2 - х 1 ) (хз - х1 ) (х4 - х1 )  x1 , x2 , . . . , Xn = 
· (хз - х2 ) (х4 - х2 ) 

(Хп- 1 - x1 ) (xn - х1 ) · 
(хп- 1 - х2 ) (хп - х2 ) · 

· (Хп - Хп- 1 ) .  
Число множителей в этом произведении равно п (п - 1 ) /2 ,  поэтому 

V ( ) _ ( l ) п. (п- 1) /2 Х1 , Х2 , . . .  , Хп - -

Метод выделения линейных множителей. :Метод применяется для 
вычисления определителя, элементы которого зависят от параметра. Он ос­
нован на выполнении элементарных преобразований, формирующих в какой­
либо строке (столбце) матрицы общий множитель вида Л - а (где Л - па-
раметр) , который выносится за знак определителя. При этом определитель 
"освобождается" от параметра и дальнейшее его вычисление упрощается. 

l\1етод особенно удобен для решения уравнений D(Л) = О,  где D(Л) -
определитель матрицы, зависящий от параметра ..\.  Линейный :множитель 
Л - а сразу дает корень этого уравнения: Л = а . 

П р и м  е р  7 .  7 .  Решить уравнение 
5 - Л 

1 
1 
1 

1 
5 - Л  

1 
1 

-1  
- 1  

3 - Л  
- 1  

- 1  
- 1  
- 1  = о. 

3 - Л  
Р е ш е н и е . Вычитая из всех строк последнюю, получим 

4 - Л 
о 
о 
1 

о 
4 - Л  

о 
1 

о 
о 

4 - Л  
- 1  

Л - 4  
Л - 4 
Л - 4 
3 - Л  

= о. 



62 Глава II. Определители 

Вынесем из первых трех строк общий множитель (Л-4) , тогда уравнение 
перепишется в виде 

(Л - 4)3 
- 1 о 

о - 1  
о о 
1 1 

о 1 
о 1 

- 1  1 
- 1  3 - Л  

- о - . 

После прибавления к 47й строке 1-й и 2-й строк и разложения по первым 
двум столбцаl\1 получим уравнение 

Такиы образом, уравнение имеет единственный корень Л = 4 кратности 4 .  • 

Представление определителя в виде суммы или произведения 
определителей. 1'1Iетод применяется в тех случаях, когда исходный опреде­
литель можно разложить в сумму или произведение определителей, каждый 
из которых легко вычисляется . 

П р и м е р  7.8 .  Вычислить определитель 

1 + Хп У1 1 + Хп У2 1 + XnYn 

Р е ш е н и е. Воспользуемся линейностью определителя по 1-му столбпу 
(свойство 4) и представим определитель Dn в виде суммы двух определите­
лей: 

+ 

Dп == 

1 1 + Х 1 У2 · · · 1 + Х 1 Уп 
1 1 + Х2У2 . · · 1 + Х2Уп 

Х1У1 1 + Х1У2 
+ Х2У1 1 + Х2У2 

1 1 + ХпУ2 . . . 1 + ХпУn 

в первом определителе из всех столб­
цов , начиная со 2-го, вычтем 1-й 
столбец, а во втором определителе 
воспользуемся линейностью по 2-му 
столбцу и т.д. 

+ 
1 
1 

ХпУ1 1 
+ . . .  + 

X 1Yn 

1 ХпУ2 

1 + ХnУп 

1 
1 

1 

Х 1Уп 
Х2Уп 
ХпУn 

+ 

+ 

Х2Уп 
= О,  так как каждый определитель имеет 

ХпУ1 ХпУп пропорциональные столбцы (если п > 2 ) 
и поэтому равен нулю. 

Итак, D1 = 1 + х1у1 ;  D2 = (х1 - х2 ) (у1 - У2 ) ;  Dn = О при п > 3 .  • 
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П р и ы е р  7.9 .  Определитель Dn из примера 7.8  может быть представ­
лен и как произведение двух определителей 

1 Х1  0 . . . 0 
1 Х2 0 . . . 0 

1 Xn 0 . . . 0 

1 1 
У1 У2 о о 
о о 

1 
Уп о 
о 

что сразу дает ответ, полученный в предыдущем примере. 

ЗАД АЧ И  

Применяя метод Гаусса1 , вычислить определители. 

7. 1 .  

7 .4 .  

7 .6 .  

7 .8 .  

7 . 10 .  

1 1 1 1 
1 -2  1 1 
1 1 3 1 
1 1 1 -4 

2 -5  1 2 
-3 7 - 1  4 

5 -9 2 7 
-4 6 - 1  -2 

3 -3 -2  -5 
2 5 4 6 
5 5 8 7 
4 4 5 6 

1 3 5 7 
2 4 6 8 
3 5 7 9 

65 74 83 92 

3 6 5 6 
8 15 12 14 
6 12 13 9 
7 12  1 1  1 1  
7 14  1 1  13 

1 1 1 1 
3 1 2 1 . 7 . 2 .  1 3 1 1 . 7. 3 .  

4 1 3 1 

3 -9 -3  -6 
-5 8 2 7 7 ·5 · -4 5 3 2 
-7  8 4 5 

2 -5  4 3 
3 -4 7 5 7· 7 · -4 9 -8  -5  . 

-3 2 -5  3 

27 44 40 55 
20 64 21  40 7·9 · 13 -20 - 13 24 
46 45 -55 84 

4 
10 
7 
8 
9 

о 2 3 о 
1 1 2 3 

7. 1 1 .  1 о 1 2 
1 о о 1 
1 о о о 

о 1 3 5 
1 о 1 3 
3 1 о 1 
5 3 1 о 

2 
о 
3 
2 
1 

1 В ряде случаев целесообразно предварительно уменьшить абсолютную 
величину элементов матриц элементарными преобразованиями. 
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7. 12 . 

7. 14. 

1 1 1 1 1 
1 3 1 2 1 
1 1 о 1 1 7. 13 .  
1 4 1 5 1 
6 1 1 1 7 
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1 1 1 1 1 
2 3 4 5 6 
о 2 3 4 5 
о о 2 3 4 
о о о 2 3 

24 1 1  13 .  17 19  
75 24 45 57 65 
61 11 14 50 56 
86 31  20 30 71 
80 24 45 57 70 

1 1 1 1 1 1 
1 2 1 3 1 5 
3 1 5 1 7 1 . 7 · 15 · 1 5 1 7 1 1 1  
7 1 1 1  1 1 3  1 
1 1 1  1 13 1 17  

2000 2001 2002 2003 1 1 1 1  1 1 12 1 1 1 3 1 1 14 
1999 2001 2000 1998 2 1 1 1  2 1 12  2 1 13  3 1 14 7 · 16 · 1999 1999 2002 1998 . 7· 17· 3 1 1 1  3 1 12 31 13 41 14  
2002 2004 2003 2009 41 1 1  4 1 12  41 13 61 14 

Вычислить определители2 , приводя их матрицы к треуголь­
ному ВИД)'. 

1 2 3 4 
2 1 2 2 

7. 18 .  3 3 1 3 
4 4 4 1 
5 5 5 5 

5 
2 
3 
4 
1 

7. 19 .  

1 2 3 4 
5 1 2 3 
4 5 1 2 
3 4 5 1 
2 3 4 5 

5 
4 
3 
2 
1 

7 .20 .  

7 .22 .  

5 4 4 
4 5 4 
4 4 5 

4 4 4 
4 4 4 
п 1 1 
1 п 1 
1 1 п 

4 4 
. . . 4 4 
. . . 4 4 

5 4 
4 5 
1 1 
1 1 
1 1 

1 1 1 п 1 
1 1 1 . . . 1 п 

7.2 1 .  

. 7 . 23 . 

о 1 1 
1 о 1 . .  . 
1 1 о . .  . 

1 1 
1 1 
1 1 

1 1 1 о 1 
1 1 1 . . . 1 о 

1 1 . . . 1 -п 
1 1 . . .  -п 1 

1 -п 1 1 
-п 1 . . . 1 1 

2Всюду, где по виду определителя нельзя узнать его порядок, предпола­
гается, что порядок равен п .  
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п п п 
п п п  

п - 1 п 
п п 

1 ai а2 ап 
1 ai + Ь1 а2 ап 

7 .32 .  1 ai а2 + Ь2 . . . ап 

1 ai а2 . . .  ап + Ьп 

1 1 1 1 
ai ai ai - Ь1 ai  

7 .34 .  а2 . . . а2 - Ь2 а2 а2 

3-427 1 

Ь1 Ь2 Ьз . . . an- 1 ап- 1 
Ь1 Ь2 Ьз . . . Ьп ап 

о 1 1 . . .  1 1 
1 0 х  . . . х х  

7 3  l x O  . . .  x x  . . 3 .  

l x x . . .  O x 
l x x . . .  x O  

65 

ао ai а2 . . .  ап 
-х х о . . . о 

. 7 . 35.  о -х х . . . о . 

о о о . . . х 



66 

7. 36 .  

7 . 37 .  

7 .38 .  

7 .39 .  

7 .40 .  
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1 2 3 4 п - 1 п 
1 1 2 3 n - 2  п - 1 
1 х 1 2 п - 3  n - 2 
1 х х 1 n - 4 п - 3 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

1 х Х . 
1 2 3 
2 3 4 
3 4 5 

х . . . х 
n - 2  
n - 1  

п 

п - 1 
п 
п 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

п - 1 п п п п 
п п п п п 

1 Ь1 о о 
- 1  1 - Ь1 Ь2 о 

о - 1  1 - Ь2 Ьз 

1 

п 
п 
п 

п 
п 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

о о о о 1 - Ьп- 1 Ьп 
о о о о - 1  1 - Ьп 
а a + h  a + 2h a + (n - 2 )h 

-а а о о 
о -а а о 

о о о а 
о о о -а 

-а1 ai о о о 
о -а2 а2 о о 
о о -аз о о 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

о о о 
1 1 1 

. . . -ап 
1 

ап 
1 

a + (n - l )h 
о 
о 

о 
а 

7.41 . Вычислить определитель квадратной матрицы А по­
рядка п ,  элементы которой заданы условиями aij = n1in(i , j ) .  

7.42 . Вычислить определитель квадратной матрицы А по­
рядка п ,  элементы которой заданы условиями aij = n1ax(i , j ) .  

7.43 . Вычислить определитель квадратной матрицы А по­
рядка п, элементы которой заданы условиями aij = pi + qj + s ,  
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где р, q , s - вещественные постоянные. 
7.44 .  Вычислить определитель квадратной матрицы А по­

рядка п ,  элементы которой заданы условиями aij = i2 + j2 . 
7 .45 .  Вычислить определитель квадратной матрицы А по­

рядка п,  элементы которой заданы условиями aij = sgn( i - j ) .  
7 .46. Вычислить определитель квадратной матрицы А по­

рядка п,  элементы которой заданы условиями aij = l i - j 1 · 
7.47. Вычислить определитель квадратной матрицы А по­

рядка п, элементы которой заданы условиями aij · = a li-j / ,  где 
а > О ,  а =!= 1 .  

Вычислить следующие определители трехдиагональных мат-
риц. 

7.48. 

7 .50. 

7 .52 .  

7. 54. з 

3 2 о о о о 
1 3 2 о о о 
о 1 3 2 о о 
о о 1 3 2 о 
о о о 1 3 2 
о о о о 1 3 

о 1 о о 
- 1  о 1 о 

о - 1  о о 
. . . . . . . . . . . . . . . 

о о 
о о 

5 2 о 
2 5 2 
о 2 5 

о о 
о . . .  - 1  

. . . 

. . . 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

. . . . . . . . . . . . . 
о ь 
о о 

13  8 

о 
о 

о 

. . . 

. . . 
о 

-4 -3 -4 о 
о 5 1 -4 
о о 5 1 

5 2 
2 5 

о 
о 
о 
о 

3 
1 

7.49 . о 
о 
о 
о 

о 
о 
о 

. 7 . 5 1 .  

1 
о 

7 .53 .  

о 
о 
о 
о . 7 .55 .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . 

о о о о . . .  1 -4  
о о о о . . .  5 1 

3Порядок определителя п > 3 .  

7 
2 
о 

2 о о 
3 1 о 
2 3 2 
о 1 3 
о о 2 
о о о 
о 1 о 
1 о 1 
о 1 о 

о 
о 
о 
1 
3 
1 

. . . 

. . . 

о 
о 
о 
о 
2 
3 
о 
о 
о 

. . . . . . . . . . 

о о о о 
о о о 1 

6 о о 
7 6 о 
2 7 о 

о 
о 
о 

1 
о 
о 
о 
о 

. . . . . . . . . . . . . 

о 
о 

о 
о 

12  

о 
о 

9 

. . . 

о 
4 12 9 
о 4 12 

7 6 
2 7 

о 
о 
о 

. . . . . . . . . . . . . 
о о о 12  

о 
о 
о 

9 
о о о . . .  4 12  
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2 - 1  о о о -3 8 о о о о 
3 1 9 о о о - 1  2 - 1  о о о 1 6 9 о о о - 1  2 о о 

7. 56. . 7 .57. 4 о о 1 6 о о . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
о о о 2 -1 о о о о 6 9 о о о . . . - 1 2 о о о о 1 6 

5 3 о о о о о 
2 5 3 о о о о 2 4 о о о о 
о 2 5 о о о о 1 2 4 о о о 

7. 58 .4 . . . . . . . . . . . . . . . . 
. 7 .59 .  о 1 2 4 о о 

о о о 5 3 о о о о 1 2 4 о 
о о о 2 5 3 о о о о 1 2 4 
о о о о 2 6 5 о о о о 1 2 
о о о о о 1 2 

7 4 о о о о о о 

1 о о о о 
-2 3 5 о о о о о а о 2 7 5 о о о о 1 а 1 о о о о о 2 7 о о о о 

7.60 .  о 1 а 1 о о . 7. 61 .  5 о о 1 1 о . . . . . . . . . . . . . . . . а 
о о о 1 а 1 о о о о 7 
о о о о 1 а о о о о 2 

о о о о о 
о о о о о 

1 + х2 х о о о о 
х 1 + х2 х о о о 

7 .62 .  о х 1 + х2 х о о 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
о о о 
о о о 

4Порядок определителя п > 3 .  
5 

-
Порядок определителя п > 4 .  

о 1 + х2 х 
о . . . х 1 + х2 

5 о о 
7 5 о 
2 7 2 
о 4 3 
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7.63.  

3 2 о о о о о о о о о 
1 3 2 о о о о о о о о 
о 1 3 2 о о о о о о о 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

о о о 
о о о 

о 
о 

. . . 

. . . 
1 
о 

3 2 о 
2 5 3 

. . . 

. . . 
о 
о 

о о 
о о 

о 
о 
о 

о 
о 

о о о о о о о о 2 5 3 о 
0 0 0 0 . . .  0 0 0 0  . . .  0 2 5 3 
0 0 0 0  . . .  0 0 0 0  . . .  0 0 2 5  
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k строк 

l строк 

7 .64 . Доказать , что n-й член ряда ФибоначчИ равен опреде­
лителю порядка п вида 

1 1 о о о 
-1 1 1 о о 
о -1 1 о о 

о о о . . . 1 1 
о о о . . . - 1 1 

Найти обшую формулу для n-го члена. 
7.65 .  Доказать равенство 

определитель в левой части которого - порядка п .  
7.66. Доказать равенство , не вычисляя самих определителей: 

al Ь1 о о 
С1 а2 Ь2 о 
о с2 аз Ьз 

. . . 

. . . 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 
о о о о · · · an-1 Ьп-1 
о о о о . . .  Сп- 1 ап 

al 
1 
о 

о 
о 

Ь1 с1 о о 
а2 Ь2с2 о 
1 аз Ьзсз 

. . . 

. . . 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
о о о 
о о о 

. . .  an- 1 

. . .  1 
Ьп- 1Сп-1 

ап 
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Применяя метод рекуррентных соотношений, вычислить оп­
ределители. 

7.67. 

7 .68. 

7 .69 .  

7 .70 .  

7 .  72 .6 

ао + а1 а1 о о о 
ai ai + а2 а2 о о 
о а2 а2 + аз о о 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
о о 
о о 

1 - Ь1 Ь2 
- 1  1 - Ь2 
о -1  

о 
о 

о 
Ьз 

1 - Ьз 

. . . ап-2 + ап-1 ап-1 
ап-1 an-1 + ап 

о о 
о о 
о о 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
о о о 1 - Ьп- 1 Ьп 
о о о - 1  1 - Ьп 

х 1 о о о о 
n - 1 х 2 о о о 

о п - 2  х 3 о о 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
о о 
о о 

о 1 1 1 
1 ai о о 
1 о а2 о 

1 О О . . .  ап 

а О . . . О Ь 
О а . . .  Ь О 

О Ь а О 
Ь О . . .  О а 

о о 
о о 

. 7 . 71 .  

. 7 .  73 . 

х 
1 

1 о о 
1 ai о 
1 1 а2 
1 о 1 
. . . . . . 
1 о о 
1 о о 

а1 о 
о а2 

п - 1 

о 
о 
о 
аз 

о 
о 

х 

. . .  

. . . 

о 
о 
о 
о 

ап- 1 
1 

1 
о 
о 
о 

. . 
о 
ап 

о Ь1 
Ь2 о 

. . . . . . . . . . . . . . . . 
о Ь2п- 1 а2п- 1 о 

Ь2п о о а2п 

6Порядок определителя равен 2п . 
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ао 1 2 
1 ai О 

7 .74 .  1 О а2 

п � ь ь 
0 а С1 0 
О . 7 .75 .  а О с2 

ь 
о 
о 

1 О О . . . ап а О О . . . Сп 

со Ь1 Ь2 Ьп 
a l С1 0 0 

7.  75 . 1 .  а2 О с2 О 

7 .76 .  

7 .  77 . 

7 .78 .  

7. 79 . 

ап 0 0 . . . Сп 

- 1  о 
х -1  
о х 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

ап- 1 О О х -1  
ап О 0 . . .  0 х 

1 2 3 
- 1 х о 

о - 1  х 

о о о 
о о о . . . 

п п - 1 п - 2 
- 1 х о 
о - 1  х 

n - 1  п 
о о 
о о 

х о 
-1 х 

2 
о 
о 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
о о о х 

о о о . . . - 1 

ai -а2 о о 
о а2 -аз о 
о о аз о 

1 
о 
о 

о 
х 

о 
о 
о 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
о 
1 

о 
1 

о 
1 
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7 .81 . 
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ао a i а2 an- 1 ап 
-у1 Х 1  о о о 
о -у2 Х2 о о 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

о о о Хп- 1 о 
о о о -уп Xn 
h - 1  о о о о 
hx h - 1  о о о 
hx2 hx h -1 о о 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
hxn-1 
hxn 

hxn-2 hxn-3 hxn-4 h - 1 
hxn- l hxn-2 hxn-3 . . . hx h 

Используя значение определителя Вандермонда, вычислить . 
1 1 1 1 
1 2 

7.82 . 1 3 

7 .83.  

7 .84. 

1 п + 1 (n + 1 )2 . . • (п + l )n 

ап (a - l )n (а - п)п 

ап- 1 (а _ l )n- 1 . . . (а _ п)п- 1 

а а - 1 а - п 
1 1 1 

(х + al )n (х + ai )n- 1 
(х + а2 )п (х + а2 )п- 1 

х + а1 
х + а2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

7 .85 .  

(х + ап+1 )п 

1 
Х 1 + 1 
2 Х 1 + Х 1  

xf + ху 

( + )п- 1 Х an+ l . . .  
1 

Х2 + 1 
2 Х2 + Х2 

х� + х§ 

Х + an+ l 
1 

Хп + 1 
2 Хп + Xn 

х3 + х2 п п . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

1 
1 

1 

хп- 1 + хп-2 хп- 1 + xn-2 xn- 1 + n-2 1 1 2 2 · · · п Хп 



§7. Вычисление определителя 

7.86. 

7 .87 .  

7 .88 .  

7 .89 .  

cosn- l 'Pl cosn-2 'Pl cos 'Pl 
cosn- l (/)2 cosn-2 (/)2 cos 'Р2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

cosn- l 'Рп cosn-2 'Pn 
1 1 

Slll (/Jl Slll (/)2 
sin2 'Pl sin2 'Р2 

. . . COS 'Рп 
1 

. 
Slll 'Pn . 2 Slll 'Рп 

1 
1 

1 

siпn-l 'Pl sinn- l 'Р2 . . .  sinn- l  'Pn 
(2n - l )n (2n - 2)n пп (2n)n 

(2n - l)n- 1 (2n - 2)n- 1 . . . пп-1 (2n)n-1 

2n - 1 2n - 2  п 2n 
1 1 1 1 

1 !1 (х1 ) !2 (х1 ) fп- 1 (х1 ) 
1 !1 (х2 ) !2 (х2 ) f n- 1 (x2 ) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
1 f1 (xn) f2 (xn) . . .  fп- 1 (хп ) 

где fk (x) = xk + ak1Xk- l + ak2xk-2 + . . .  + akk · 

7 .90 .  

7 .9 1 .  

7 .92 . 

Х 1  Х2 
Х 1  - 1 Х2 - 1 

1 
1 

Х 1  Х2 
х2 Х22 1 

n- 1 Х 1 
п- 1 Х2 

2 3 
2з 33 

Xn 
Хп - 1  

Хп 
х2 п 

п- 1 Xn 
п 
пз 

1 22n- l 32n-1 . . .  п2п- 1 

п- l ь а1 1 
п- l ь а2 2 

ьп 1 
ь� 

n п- l ь n-2ь2 ьп an+ l an+ l n+l an+ l n+l · · · n+ l 

73 
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7.93 . 

7 .95 .  

7. 96. 

1 Х1 
1 Х2 
. . . . 
1 Хп 

1 Х1 
1 Х2 
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х2 п-2 хп 1 х2 х} 1 Х 1 1 1 
х§ n-2 х� 1 х§ хп Х2 . 7 .94. 2 

. . . . . . . . . . . . . . .  
х2 n . . . n-2 Хп 

n-2 Х 1 
n-2 Х2 

xn n 1 х2 п xn п 

(х2 + Х3 + . . .  + Xn )n- l 

(х 1 + Х3 + . . .  + Xn)n-l  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

1 

1 
1 

1 
. . 

Хп 

Х1 
Х2 
. . 

Хп 

n-2 Хп 
n-2 Х 1 
п-2 Х2 

. . . 

n-2 Хп 

(х 1 + Х2 + . . . + Xn- 1 )n- l 

Х2Х3 · · · Xn 
Х 1 Хз . . .  Хп 

. . . . . . 

Х1 Х2 . . . Хп- 1 

7.  97 .  Вычислить определитель квадратной матрицы А по­
рядка п, элементы которой заданы условиями 

aij = л�-j ( l + Лт)J- 1 . 

Применяя метод выделения линейных множителей, вычис­
лить определители .  

1 2 
1 х + 1 

7 .98 .  1 2 
. . . . 

1 2 

1 1 

3 
3 

x + l 
. . . . 

3 

2 

п 
п 
п . 7 .99 .  

. . . . . 
. . . х + 1 

3 

7. 100 .  1 2 - х2 2 3 . 7. 101 . 2 3 1 5 
2 3 1 9 - х2 

-х а ь с 
ь 7. 102 . а -х с 7 . 103.  ь с -х а 

с ь а -х 

1 1 1 1 
1 2 - х  1 1 
1 1 3 - х . . .  1 

1 1 1 . . .  п - х 

l + x  1 1 1 
1 1 - х  1 1 
1 1 l + z 1 
1 1 1 1 - z 

·х a l а2 ап 
a l х а2 ап 
ai а2 х ап 
. . . . . . . . . . 

a l а2 аз . . . х 
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7. 104. 

7. 105.  

7 . 106. 

х +  а1 а2 аз ап 
ai х + а2 аз ап 
ai а2 х + аз ап 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
ai а2 аз 

х ai а2 ап-1 
a i х а2 ап- 1 
al а2 х ап-1 

. . . . . . . . . . . . . 
ai а2 аз 
ai а2 аз 

1 х 
ан 1 
а21 а22 

. . . 

х2 
х 
1 

х 
ап 

хз 
х2 
х 

1 
1 
1 

1 
1 

. . . 

xn 
х п-1 
х n-2 

. . . . . . . . . . . . . . . 
ап1 an2 аnз ап4 . . . 1 

х + ап 

75 

Применяя метод выделения линейных множителей , решить 
уравнение I A  - ЛI I = О  для следующих матриц А .  

7. 107. А = [ � -� : ] . 7. 108 .  А = [ 1� =�� 1� ] . 
-3 1 -6 12 -24 13 

1 1 -2 о 1 2 -3 о 
2 1 о -2 6 2 о 6 7. 109 . А =  1 О 1 _ 1 . 7 . 1 10 . А =  _3 О 2 _3 

7. 1 1 1 .  А = 

о - 1  2 1 о -2 3 1 

5 1 - 1  - 1  
1 5 - 1  - 1  
1 1 3 _ 1 . 7 . 1 12 .  А = 

1 1 - 1  3 

4 1 2 2 
1 4 2 2 
1 1 -3 1 

- 1  - 1 1 -3 

1 3 2 -2  
-1 -3 -2  2 7. 1 13 .  А = 2 6 4 _4 . 7. 1 14 .  А = 

4 -2 2 2 
1 3 1 - 1  
1 1 3 - 1  

-3 -9 - 6  6 -6 6 -6 -4 
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7. 1 15 .7 А = 

1 1 
1 1 

. . . 

. . . 
. . . . . . . . 
1 1 . . . 

1 
1 

1 
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1 

. 7 .1 16. А = 
2 

. 
п 

1 
2 

. . 
п 

. . . 

. . . 
. 

1 
2 

п 

Вычислить определители, раскладывая их в сумму опреде­
лителей . 

Х1 а2 аз ап 
а1 Х2 аз an 

7. 1 17. а1 а2 Хз ап 

ai - Ь1 а1 - Ь2 
. 7. 1 18 .  а2 - Ь1 а2 - Ь2 

. . . 

. . . 
ai - Ьп 
а2 - Ьn 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
ai а2 аз Хп an - Ь1 an - Ь2 

о 1 1 1 1 1 
Х1 ai о о о о 
Х2 Х2 а2 о о о 

7. 1 19 .  Хз Хз Хз аз о о 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

7. 120 .  

Хп- 1 
Хп 

а2 1 

Хп-1 
Хп 

Хп- 1 
Xn 

а2 2 

х1 + ai b1 а1 Ь2 

Xn- 1 
Xn 

ап- 1 
Xn 

а2 п 
а2 n 

о 
an 

7. 121 .  а2Ь1 х2 + а2Ь2 

о х х 
у о х 

7. 122 .  у у о 

х 
х 
х 

у у у . . . о 

7Порядок :матрицы равен п .  

а х х 
у а х 

7. 1 23 .  у у а 

х 
х 
х 

у у у . . . а 

. . . an - Ьп 
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о 
1 

7 . 124 .  
1 
1 

1 

1 1 1 
ai х х 

у а2 х 

у у аз 
. . . . . . . . . . 

у у у . . . 

1 
х 

х 

х 

ап 

Вычислить определители, раскладывая их в произведение оп­
ределителей. 

7. 125 .  

7. 126. 

7 . 127 .  

7 . 128 .  

7 . 129 .  

cos ( а1 - /31 ) cos ( а1 - /32 ) . . . cos ( а1 - /Зп ) 
cos (a2 - /31 ) cos (a2 - /32 ) . . .  cos (a2 - /3n ) 

cos (an - /31 ) соs (ап - /32 ) 

sin 2а1 
sin (a2 + а1 ) 

sin (a1 + а2 ) 
sin 2а2 

1 - а]:Ь]: 
1 - aib1 
1 - а2Ь1 
1 - а2Ь1 

1 - а]:Ь2 
1 - а1 Ь2 
1 - а2Ь2 
1 - а2Ь2 

cos ( ап - /Зп ) 

sin (a1 + ап ) 
sin (a2 + an ) 

1 - al bn 
1 - а2Ь� 
1 - а2Ьп 

sin 2an 

(ао + Ьо )п 

(а1 + Ьо )п 
(ао + Ь1 )п . . . (ао + Ьп )п 

(а1 + Ь1 )п . . . (а1 + Ьп )п 

80 8 1 82 
81 s2 83 
82 83 84 

8п- 1 
8п 

Sn+ l , где 8k = хТ + . . . + х� . 

8n- 1 8п 8n+1 · · · S2n-2 
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8Q 
81 

7. 130. 82 

8n- 1 

8 1 
82 
83 

. . . . 

8п 

82 
83 
84 

8n+ 1  
. . . . 

. . . 

8п- 1 
8n 

8п+ 1 
. . . . 
82n-2 
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1 
х 
х2 , где 8k = xf + . . .  + х� . 

xn 

§8 . Смешанные задачи 

8 . 1 .8 Доказать , что если квадратная матрица второго поряд­

ка нильпотентна, то ее индекс нильпотентности не превосходит 

двух. 
8 .2 .  Доказать , что нильпотентная матрица второго порядка 

имеет нулевой след. 
8 .3 .  Доказать , что все члены определителя порядка п > 3 , не 

могут быть одновременно положительными . 
8.4 .  Доказать , что : 
а) элементарное преобразование блочной матрицы9 первого 

типа может изменить только знак определителя ; 

б) в результате элементарного преобразования блочной мат­

рицы второго типа, т.е. умножения всех клеток какой-либо стро­

ки слева или всех клеток какого-либо столбца справа на квад­

ратную матрицу D, ее определитель умножается на det D; 

в) элементарное преобразование блочной матрицы третьего 

типа не меняет ее определитель .  
8.5 .  Известно, что определитель матрицы А порядка п равен 

d. Найти определители следующих блочных матриц: 

а) [ 
-
1 � ] ; б) [ �з �� ] · 

8.6 .  Доказать , что если матрица А ортогональная , то 

I лт 
= О . 

А I 
8.  7. Доказать , что если А, В , С - квадратные матрицы одного 

порядка, то: 

а) � 1 = det (J - АВ) ;  

8См. также задачи 2 .35 ,  16 . 56 .  
9См. задачу 3 .23. 

б) 
I А 
В I = det (J - БА) ; 
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в) А В 
С I = det (A - ВС) ; г) АВ В 

А I 
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= det [A , В] . 

8 .8 . 10 Выяснить , для любых ли квадратных матриц А, В , С , 
D одного порядка справедливо равенство � � = det (AD - ВС) . 

8 .9 .  Пусть А и В - квадратные матрицы порядков т и п  со­
ответственно . Доказать, что определитель их кронекерова про­
изведения вычисляется по формуле 

det (A 0 В) =  (det А)п · (det B)m . 

8 . 10 .  Доказать , что определитель кососимметрической мат­
рицы А четного порядка не изменится, если ко всем ее элементам 
прибавить одно и то же число . 

8 . 1 1 .  Матрица В получена из стохастической матрицы А по­
рядка п вычитанием из каждого элемента числа 1 .  Доказать , что 

det B = ( 1 - n) det A.  
8 . 12 .  Пусть Sk - k-я строчная сумма квадратной матрицы 

А = ( aij ) порядка п. Доказать, что 

= (- l)n-l (n - l ) det A.  

8 . 13 .  Доказать , что для любой матрицы А = (aij ) Е IR.nxn : 

ан 

ап1 
У1 

. 
. . . 

а�п 
. . 
апп 
Уп 

Х1 
п 

= z det A - L XiYjAij , 
Хп i ,j= l 
z 

где Aij - алгебраическое дополнение элемента aij в матрице А.  
8 . 14 .  Доказать , что для любой матрицы А = (aij ) Е Rnxn : 

i o c 

al l  + х ai2 + х 
а2 1 + х а22 + х 

ап1 + х ап2 + х 

м .  также задачи 9 .8 1  и 9 .82 .  

п 
= det А + х L Aij , 

i ,j=l 
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где Aij - алгебраическое дополнение элемента aij в матрице А.  
8. 15 .  Пусть f(t) = (с1 - t) (c2 - t )  . . .  (Сп - t) . Доказать , что 

С1 
ь 
ь 

ь 

а 
с2 
ь 

. . . 

ь 

а а 
а а af (Ь) - bf(a) С3 а 

а - Ь 
ь Сп 

8. 16 .  Доказать, что для любой матрицы А = (aij ) Е Rnxn : 

х 1а1 1  х2а12 . . .  Xna1n 
а21 а22 a2n + . . .  + 

n 
= \ A I L xk . 

k= l 

8 . 17 .  Доказать , что сумма алгебраических дополнений всех 
элементов матрицы А = ( aij ) Е Rnxn равна определителю 

1 
а21 - ан 
аз1 - ан 

. . . . . . 
ап 1  - al l 

1 
а22 - ai2 
аз2 - ai2 

. . . . . . . . 
ап2 - a i2 

1 
а2п - а1п 
азn - ain 

. . . . . . 
апп - ain 

8. 18 .  Доказать,  что сумма алгебраических дополнений всех 
элементов матрицы не изменится , если ко всем ее элементам при­
бавить одно и то же число. 

8 . 18 . 1 .  Доказать , что любой определитель равен полусумме 
двух определителей, один из которых получен из данного при­
бавлением ко всем элементам его матрицы числа h, а другой -
аналогичным вычитанием числа h.  

8 . 19 .  Доказать , что если все элементы одной строки (столб­
ца) матрицы равны единице, то сумма алгебраических дополне­
ний всех элементов этой матрицы равна ее определителю . 
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8 .20 .  Доказать , что 

a i c1 a2d1 aic2 a2d2 
азс1 a4d1 азс2 a4d2 ai а2 Ь1 Ь2 с1 с2 di d2 
Ь1сз Ь2dз Ь1 с4 Ь2d4 аз а4 Ьз Ь4 С3 С4 dз d4 
Ьз сз b4d3 Ьз с4 b4d4 

8 . 21 .  Пусть А и В - квадратные матрицы порядка п .  Дока-
зать, что 

n 

IA I · IB I = L I Ak l . IBk l ,  
k=l 

где Ak и Bk получены из А и В обменом столбцов с номерами 1 и 
k соответственно (т. е. первый столбец матрицы А и k-й столбец 
матрицы В меняются местами) .  

8 .22 .  Пусть А и В - матрицы размера п х m и m х п соот­
ветственно. Доказать , что : 

а) при п > m определитель произведения АВ равен нулю; 
б) при п < m выполнено равенство (фор.мула Бине-Коши) 

det AB = 

где Ak1 . . .  kп - минор п-го порядка, расположенный в столбцах 
матрицы А с номерами k1 , . . .  , kп , а Bk1 · · . kп - минор п-го порядка, 
расположенный в строках матрицы В с номерами ki , . . . , kп . 

8 .23 .  Доказать , что сумма главных миноров k-го порядка 
матрицы Ат А равна сумме квадратов всех миноров k-го порядка 
матрицы А . 

8 .24 .  Континуантоil называется определитель 

а) Записать (а1 а2 . . .  ап) в виде многочлена от ai , . . .  , ап .  
6) Написать разложение континуанты по первым k строкам. 
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в ) Установить сле,цующую связь континуанты с непрерывны­
ми дробями: 

+---1 
ап-1 + -ап 

8 .25 .  Определитель квадратной матрицы А ,  элементы кото­
рой заданы условиями aij = (xi + Yj )-1

, называется определите­
лем Коши. Доказать , что 

det A = П (xi - XJ ) (yi - YJ ) / fl (xi + Yj ) .  
n�i>j> l i ,j=l 

8. 26.  Вычислить определитель 

1 
1 1 1 - -
2 3 п 

1 1 1 1 - - -
2 3 4 n + l  

. . . . . . . . . 
1 1 1 1 
п п + l n + 2 2n - 1 

8. 27 .  Вычислить определитель 

а ь с d 
-Ь а d -с 
-с -d а ь 
-d с -Ь а 

8.28.  Перемножая матрицы определителей 

Х1 Х2 Хз Х4 У1 У2 Уз 
Х2 -х1 -Х4 хз У2 -у1 -у4 
Хз Х4 -х 1 -Х2 Уз У4 -у1 
Х4 -хз Х2 -Х 1 У4 -уз У2 

доказать тождество Эйлера: 

У4 
Уз 

-у2 
-у1 
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( ху + х§ + х5 + х�) (Yf + У� + У� + YJ) = 
= (х1у1 + Х2У2 + ХзУз + Х4у4 ) 2 + (х1 у2 - Х2У1 - ХзУ4 + Х4уз ) 2+ 

+ (х 1 уз + х2у4 - хзу1 - Х4у2 ) 2 + (х1у4 - Х2У4 + хзу2 - х4у1 ) 2 . 
8 .29 .  Вычислить определитель квадратной матрицы А по­

рядка п > 2 , элементы которой заданы условиями aij = fi (Xj ) ,  
где Xj Е IR - произвольные числа, а fi (t) - произвольные много­
члены степени не выше п - 2 .  

8 .30 .  Пусть f(t) = cotn + c1 tn-l  + . . . + Сп - многочлен п-й 
степени и элементы квадратной матрицы А порядка п + 1 вы­
числяются по формулам aij = f (t) при t = х + h(i + j - 2 ) , где х 
и h фиксированы. Доказать, что 

det А = (-h2 )n(n+1 )/2 (n !co )n+ 1 . 
Комбинируя различные методы, вычислить определители. 

8 . 3 1 .  

8 . 33 .  

8 . 34 .  

8 .35 .  

8 . 36.  

о а2 
Ь1 о 
Ь1 Ь2 

аз 
аз 
о 

. . . 

. . . 

ап 
ап 
ап . 8 .32 .  

1 2 
х 1 
х х 

3 
2 
1 

. . . 

. . . 

п 
n - 1  
n - 2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Ь1 Ь2 Ьз о 

1 х1 (х1 - 1 )  ху (х 1 - 1 ) 
1 х2 (х2 - 1 )  х� (х2 - 1 )  

1 Хп (Хп - 1 ) х; (хп - 1 ) 
1 + х1 
1 + Х2 

1 + xr . . . 1 + х} 
1 + х§ . . . 1 + х� 

1 + Хп 1 + х; . . . 1 + х� 

х х х . . . 

х�- 1 (х 1 - 1 )  
х�- 1 (х2 - 1 ) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Х 1У1 1 + Х 1У2 
1 + Х2У1 Х2У2 

. . . 1 + ап + Ьп 
1 + Х1Уп 
1 + Х2Уп 

1 + ХпУ1 1 + ХпУ2 · · · ХпУп 

1 
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8. 37. 

8 . 38 .  

8 . 38 . 1 .  
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ап - Ь2 ап - Ьп + х 
аР - х 

aP+n - х 
aP+l - Х 

aP+n+ l - х 

aP+n(n- 1 ) _ Х ap+n(n- 1 )+ 1 _ Х 

ап - ао а; - ав а� - а0 
1 - х а а2 

а а2 - х а3 

aP+n- 1 - х 
aP+2n- 1 _ х 

aP+n2-1 - х 

8. 39 .  а2 аз а4 - х 

ап- 1 
ап 

an+l 

8.40 . 

8 .41 . 

n- 1 а 
х + а1 

х 
х 

х 

х 
х + а2 

х 

х 
1 
1 
1 

с1 с2 п п 

1 
1 

с7;-1 с7�- 1 
с�-2 с�-2 

1 
с1 

2 

с� 
о 

х 
х 

х + аз 

х 
сз п 

с�-1 
с�-2 

о 
о 

1 
с1 п 

8.42 . 1 с§ С�+1 

1 сп- 1 cn- 1 cn- 1 п n+1 2n-2 

a2n-2 _ х 
х 
х 
х 

х + ап 
сп-2 

п 
cn-2 

n-1 
cn-2 
n-2 

сп-1 п 
cn- 1 п-1 

о 

сп 
n 

о 
о 

о о о 
о о о 
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8.43.  

8 .44. 

8 .45 . 

8 .46.  

8 .47. 

1 
с1 

т 

С�+1 

c::i+n- 1 с::�+п 
1 1 
1 CJ 
1 CJ 

о о 
с� о 
с§ с� 

1 
Сlп+п 

С�+п+1 

c:::i+2n- l 
о 
о 
о 

с2 сз сп-1 
п п . . . п 

С�+п 
c::i+n+1 

c::i+2n 
1 с1 n 
1 С�+1 
1 С�+2 

1 
1 
1 

c::i+n+l 
c::i+n+2 

c:::i+2n+ l 
с2 п 

С�+1 
С�+2 

с�п 
с2 

т 

С�+1 

1 С�+п C�+n 
1 о о 
1 С{ О 

c::i+2n 
. . . c:::i+2n+l 

с::�+зп 
сп п 

С�+1 
С�+2 

С!J:п 
сп 

т 

c::i+1 

c::i+n 
о 1 
о х 

8.48 .  1 CJ С§ О х2 

1 Cl с2 сп- 1 хп 
п п . . . п 
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8 .49 . Доказать , что определитель квадратной матрицы А по­
рядка п с  элементами aij = Cfm , где п < m, вычисляется по фор­
муле 

det А = mn(n+l )/2 . 
8 .50.  Определителем Вронского или вронскианом системы 

п - 1  раз дифференцируемых функций f1 (x) , f2 (x) , . . . , fп (х) на-
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зывается определитель 

!1 (х) ff (х) Jf' (x) . . . Jin- l) (х) 

W(f1 , f2 , . . .  , fп) = !2(х) Л (х) Л(х) . . . f�n- 1) (x) 

fп (х) f� (x) f� (x) . . . f�n-
l ) (x) 

Вычислить вронскианы следующих систем функций : 
) W( а1 х а2х O:nX ) Е 1П> 3 о · а е , е , . . .  , е , где а1 , . . .  , ап � прои в льны, 

б) W ( ха1
, ха2 , • • • , хап ) ,  где числа а1 , . . .  , ап Е IR таковы, что 

ни одно из них не совпадает с числами О , 1 , . . .  , п - 2 .  
8. 5 1 .  Доказать , что для любой числовой матрицы А = (aij ) Е 

IR.nxn выполнено соотношение 

w (:f>1i/i ,  t a2ifi , . . . , t aпi!i) = det A · W(f1 , !2 , . . .  , fп ) · 
1.=1 i= l i=l 

8 .52 . Доказать , что для любой п - 1 раз дифференцируемой 
функции 'Р(х) имеют место равенства: 

а) W('Pf1 , 'Pf2 , . . . , (j)fп ) = 'PnW(J1 , f2 , . . .  , fп ) ;  
б) W(f1 ('P(x) ) ,  f2 ('P(x) ) ,  . . .  , fп ('Р(х) ) )  = 

= ( <р1 (х) )n(n- l)/2 W (!1 (у) , f2(y ) ,  · · · ' f n (Y) )  l y=<p(x) · 
8 .53 .  Доказать, что имеют место равенства: 
а) W(l , f2 , fз , . . .  , fn ) = W(f� , f� , . . .  , f� ) ;  [ ( f 2 ) / ( f 3 ) / ( f п ) '] 1 
6) W 

fi 
, fi , . . .  , 

!1 
= Jr W(f1 , /2 , . . .  , f п ) ;  

) ..!!:__ W(f1 , . . .  , fn-2 , fn ) _ W(f1 , . . .  , fn-2 )W(f1 , . . .  , fn ) 
в dx W(J1 , · · · , f п-2 , f п- 1 ) - (W(J1 , · · · , f п- 1 ) ) 2 . 

8 .54 .  Доказать, что 

f1 (x) f� (x) . . . Jin-2) (x) Jin) (x) 
f2 (x) f� (x) . . . f�n-2) (х) f�n) (х) 
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§9 . Обратная матрица 

Матрица А - 1 называется обратной к матри'Це А, если 
АА - 1 = л- 1 А = I . 
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Матрица А, для которой существует обратная матрица, называется обрати­
мой. 

Квадратная матрица А называется въ�рожденной (особенной} , если 
IA I = О ,  и невъtрожденной {неособенной) , если IA I -:/= О.  

Пусть А = (aij ) Е Rn x n
. Матрица 

Ап1 ] 
Ап2 

. ' 

Апп 
(9 . 1 )  

составленная из алгебраических дополнений Aij к элементам aij матрицы 
А, называется присоединенной (взаимной) к матрице А. 

Т е о р е м а 9.1 (о фальшивом разложении определителя) . Сум­
ма произведений элементов одной строки ( столб'Ца) матри'Ц'Ьt на алгебраи­
-ческие дополнен и.я к элементам (}ругой ее строки (соответственно столб­
'Ца) равна нулю. 

Из этой теоремы и теоремы Лапласа следует, что 

AA == AA == IA l · l . (9 .2)  

Т е о р е м  а 9.2 (критерий обратимости) . Матрu'Ца обратима 
тогда и толъко тогда, когда она не вuрождена, при этом 

- 1 1 ...... А = ТАТ А. (9 .3) 

Т е о р е м а 9.3 (о единственности обратной матрицы) .  Если А 
- квадратна.я матри'Ца и АВ == I (или БА == /) , то В =  А- 1 . 

П р и м е р  9 . 1 .  Найти обратную для невырожденной матрицы 
А = [ � � ] . 

Р е ш е н и е. Из (9 . 3 ) следует, что А- 1 = аО � !З'У [ -{3 ] а . • 

П р  и м  е р  9 .2 .  Найти обратные матрицы для матриц элементарных пре­
образований Pij , Di , Lij . 

Р е ш е н и е. Заметим, что матрицы Pij , Di , Lij невырождены: 1 Pij 1 = - 1 ,  
/ Dz /  == 

а -:/= О,  I Lij l = 1 .  Использование формулы (9 .3 ) для матриц уже 
третьего порядка утомительно, так как требует большого объема вычис­
лений , поэтому поступим следующии образом. Пусть А - одна из матриц 
элеыентарных преобразований. Тогда требуется найти матрицу В такую , 
что АВ == I (из теоремы 9 .3  следует, что В == А - l ) . Переведем эту задачу 
на язык элементарных преобразований. Имеем I == I ( АВ) = ( 1 А) В. Мат­
рица 1 А получена из единичной матрицы 1 элементарным преобразованием 
столбцов, следовательно, матрица В должна "восстановить" матрицу J .  Т.е. , 
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если А = Pij , то матрица В должна еще раз ''переставить" i-й и j-й столбцы 
и, тем самым, 

Pij 1 = Pij ; (9 .4 )  
если А = Lij , то матрица В должна из i-го столбца / А "вычесть" j-й столбец, 
умноженный на f3 и, тем самым, 

1 
1 

L-:-.1 = 1 о i 
!J 

-{3 1 j 1 

1 
i j 

если А = Di , то матрица В должна )'разделить') i-й столбец I А на а и 
1 

D� 1 = 
'1. 

1 
1/а 

1 

Некоторые свойства обратной матрицы. 
1 .  1- 1 

= / .  
2 .  1 л- 1 1 = 1/ IA I . 
3 .  (А- 1 ) - 1 == А. 
4 .  (Ат) - 1 = (А- 1 )т . 5 .  (Ав) - 1 = в- 1 л- 1 . 

1 

• • 

(9 . 5) 

(9 .6) 

Т е о р е м  а 9.4.  Произвольная невЪtрожденная матрица элементар­
нuми преобразованиями толъко строк (только столбцов) может бытъ 
приведена к едини-ч,ной матрице. 

П р  и м  е р  9 .3 .  Пользуясь элементарными преобразованиями строк, при­
вести к единичной матрице сле,пуюшую матрицу 

А = [ � i 1 ] . 2 3 6 
Р е ш е н и е. Приведем сначала матрицу А к треугольному виду, а затем 

аннулируем все элементы над главной диагональю: 

А --+ строку, а из 3-й строки -+ О - 1  3 -+ { вычтем 
2 
из 3-и } --+ { вычтем из 2-й строки 1-ю } [ 1 2 1 ] ... 

удвоенную 1-ю строку О -1  4 строки -ю 2 1 ] { вычтем из 1-й строки 3-ю } [ 1 2 
- 1 3 � строку, а из 2-и строки � О -1 

О 1 утроенную 3-ю строку О О 
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{ прибавим к 1-й строке } 
-+ удвоеную 2-ю строку и -+ 1 .  

умножим 2-ю строку на - 1  
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• 

Для nолу-ч,ения обратной матри'Ц'Ьl достато'ЧНО к строкам едини'Чной 
матри'Ц'Ьt 1 применитъ те преобразования, которЪtе приводят матричу А 
к ед1mи'Чной матриче. Для этого удобно составить расширенную матрипу 
[A I I] и над строками этой матрицы выполнить те преобразования, которые 
матрипу А приводят к единичной; тогда на :месте матрицы 1 окажется об-
ратная матрица л-1

. Итак , 

А I 
преобразования 

строк � 

Аналогично в столбцовом варианте 

преобразования 
столбцов � 

I л-1 1 · (9 .7) 

1 А� 1 1 · (9.8) 

Этот метод вычисления обратной матрицы называется методом Жор­
дана или методом Гаусса-Жордана. 

Если в расширенных матрицах (9 .7) и (9 .8) на место единичной матрицы 
1 поставить матрипу В,  то вместо матрицы л- 1 получим в первом случае 
матрицу л-1 в , а во втором - вл- 1

: 

преобразования 
А в строк 1 л- 1 в 1 , � 

rn 
преобразования 

1 в�- 1 1 · столбцов � 

П р и м е р  9 .4 .  Применяя метод Гаусса-Жордана, найти обратную мат­
рипу к матрице, заданной в примере 9 . 3 .  

Р е ш е н и е . Применим все преобразования, выполненные в решении при­
мера 9 .3 ,  к расширенной матрице [А \ /] :  

[ i i � б � g ]  -+ [ б J � -i � gl ] -+ [ 001 -i � - i � gl ] -+ 
2 3 6 о о 1 о - 1  4 -2 о о 1 - 1  - 1  

� [ g -! � J J =� ] � [ g � � =� =1 -� ] . 
Таким образом, 

л- 1 
== [ -� 

- 1 
9 

-4 
- 1  

-7 ] 
� . . 
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П р и м е р  9. 5 .  Найти матрицу Х,  удовлетворяющую равенству АХ = В,  
если 

А =  [ 6 
- 1  

1 
1 

-2  

-2 ] 
- 1  

4 ' В = [ � 1 
о 
1 

Р е ш е н и е . Так как матрицы А и В квадратные, то Х = А-

1 В. Преоб­
разуем расширенную матрицу: 

О 1 - 1  1 О 1 ---+ { �;рибавим к 3- } ---+ О 1 - 1  1 о- 1 ---+ 
[ 1 1 -2 о 1 1 ] . [ 1 1 -2  о 1 1 ] 

- 1  -2 4 1 1 О и строке l-ю О - 1  2 1 2 1 

{ 
прибавим к } [ 1 1 -2 О 1 1 ] { прибавим ко 2-й строке } 
3-й строке ---+ О 1 - 1  1 О 1 ---+ 3-ю, а к 1-й строке удво- ---+ 

2-ю О О 1 2 2 2 енную 3-ю строку 

---+ О 1 О 3 2 3 ---+ { вы чтем из 1-й } ---+ О 1 О 3 2 3 . 
[ 1 1 о 4 5 5 ] [ 1 о о 1 3 2 ] 

О О 1 2 2 2 строки 2-ю О О 1 2 2 2 
Таким образом, 

П р и м е р  9 .6 .  Найти матрицу Х,  удовлетворяющую равенству ХА = В 
для матриц А и В,  заданных в примере 9 .5 . 

Р е ш е н и е. Так как матрицы А и В квадратные, то Х = вл- 1
. Преоб­

разуем расширенную матрицу: 
1 1 -2  
о 1 - 1  

- 1  -2 4 
о 1 1 
1 о 1 
1 1 о 

{ вычтем из 2-го столбца } 
---+ 1-й , а к 3-му прибавим ---+ 

удвоенный 1-й столбец 

1 о о 
о 1 о 

1 о 
о 1 

- 1  - 1  
о 1 
1 - 1  
1 о 

{ 
прибавим к } { прибавим к } - 1  - 1  1 3-�у столбцу ---+ 

о 1 2 ---+ 1-му и 2-му ---+ 

2-и столбцам 3-й 1 - 1  2 
1 о 2 

Таким образом, 

х 
= 
[ � 3 2 ] . 1 2 • 

2 2 

ЗАД АЧИ 

о 
- 1  

2 
1 ---+ 

3 
2 
1 о о 
о 1 о 
о о 1 
2 3 2 
3 1 2 
3 2 2 

9 . 1 .  Привести пример необратимых матриц А и В ,  для кото­
рых АВ = !.  
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Пользуясь присоединенной матрицей, найти обратные для 
сле,цующих матриц. 

g. 2 .  [ 78 - 65 ] . 9 .  З .  [ c?s а - sin а ] . 9 .  4. [ аЬ -Ь ] ' а 2 + Ь2 =/= О .  - s1n a cos а а 

9 .5 .  [ J � i ] . 9 .6. [ i -i -i ] . 
1 2 1 - 1 1 1 

9 .  7 .  [ 6 � � ] . 9 .8 .  [ �
1 
=� � ] 

5 о 4 -5 -4 
о 

- 1  9 .9 .  -1 

9 . 1 1 .  

1 

1 
- 1  

2 
о 

1 
о 

- 1 
- 1 

1 
2 
5 
о 

1 
1 
о 

- 1 

1 о 
1 о 
2 о 
о 2 

- 1  1 
1 9 . 10.  о 
1 о 
о о 

о о 

9 . 12 .  о о 
о 1 
1 о 

9 . 13 .  Доказать , что АА = АА = IA I · I. 

1 
- 1  

о 
о 

о 1 
1 о 
о 2 
2 о 

-2 о 
о 2 
1 - 1 
о - 1  

9 . 14 .  Доказать, что для любых квадратных матриц А и В 
порядка п и любого а Е IR справедливы соотношения: 

- ......... - ......... 

а) аА = an-l А; б) АТ = Ат ;  
в )  АВ = БА; г) .Ai = \А \п-2 А, если А1 = А. 

9 . 15 .  Привести пример квадратной матрицы порядка п,  при­
соединенная к которой имеет лишь один ненулевой элемент, рас­
положенный в заданной позиции (i , j ) . 

9 . 16 .  Найти все матрицы А с неотрицательными элементами,  
для каждой из которых все элементы обратной матрицы л - 1 
также неотрицательны. 

9 . 17 .  Пусть А и В - невырожденные матрицы одного поряд­
ка. Доказать , что матрицы А и В перестановочны тогда и толь­
ко тогда, когда перестановочны матрицы в любой из следующих 
пар : 

а) А и в- 1 ; б) л-1 и В; в) л-1 и в-1 ; г) А и в. 
9 . 18 .  Как изменится обратная матрица л-1 , если в исходной 

матрице А: 
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а) переставить i-ю и j-ю строки; 
б) i-ю строку умножить на число а , не равное нулю; 
в) к i-й строке прибавить j-ю, умноженную на число /3, 

или сделать аналогичные элементарные преобразования столб­
цов? 

9 . 19 .  Доказать , "{.�то обратная матрица для верхней (нижней) 
треугольной невырожденной матрицы будет треугольноif матри­
цей такого же вида. 

9 . 20.  Доказать , что если В = (bij ) - обратная матрица для 
верхней (нижней) треугольной невырожденной матрицы А = 

( aij ) порядка п, то элементы главной диагонали матрицы В опре-
деляются равенствами bii = 1 / aii , i = 1 ,  п , а остальные элементы 
находятся из следующих рекуррентных соотношений: 

а) для элементов i-й строки верхней треугольной матрицы 
j- 1 

bij = -aj/ L bikakj , j = i + 1 , п; 
k=i 

б) для элементов j-го столбца нижней треугольной матрицы 
i- 1 

bij = -aii 1 L aikbkj , i = j + 1 , п. 
k=j 

9 . 2 1 .  Угловъ�.м .минором лk порядка k квадратной матри­
цы А Е !Rnxn называется ее главный минор , расположенный в 
строках и столбцах с номерами 1 , 2 , . . .  , k .  

1 ) Доказать , что если в квадратной матрице А угловые ми­
норы Л1 , Л2 , . . .  , Лn- 1 отличны от нуля , то А может быть раз­
ложена в произведение двух треугольных матриц - левой тре­
угольной L и правой треугольной R: А = LR. Это представле­
ние матрицы А называется ее треуголънъ�.м разложением или 
LR-разложением. 

2) Выяснить, единственно ли треугольное разложение. 
3) Привести пример квадратной матрицы, не имеющей тре­

угольного разложения . 
4) Доказать , что условие отличия от нуля всех угловых мино­

ров Л1 , Л2 , . . .  , Лn-1 · необходимо для существования треуголь­
ного разложения невырожденной матрицы А. 

9 . 22 .  Построить треугольное разложение слеД)'ющих матриц: 
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[ 1 1 ] [ 1 2 3 ] [ 1 -4 3 ] 
а) 2 2 ; 6) 2 3 4 ; в) 1 -5 2 ; г) 

3 4 6 2 -3 1 

1 1 1 1 
1 1 2 2 
1 1 1 2 
1 1 2 3 

93 

9 . 23 .  Доказать, что квадратную матрицу с помощью элемен­
тарных преобразований только строк (только столбцов) можно 
привести к единичной матрице тогда и только тогда, когда она 
невырождена. 

9 . 24 .  Доказать,  что всякую невырожденную матрицу можно 
разложить в произведение матриц элементарных преобразова­
ний . 

9 . 25 .  Разложить указанные матрицы в произведение матриц 
элементарных преобразований: 

а) [ � � ] ; 6) [ � � � ] ; в) [ : : � ] . 
Применяя метод Гаусса-Жордана, найти обратные для сле­

дующих матриц. 

9 . 26.  [ : 
о 

9 . 29 .  о 
о 
1 
1 

9 .3 1 .  1 
1 
1 
о 

9 . 33 .  1 
о 
1 

5 -6

] 2 -4 . 9 . 27. 
3 о [ 

2 7 

� ] . 9 .28.  [ � 3 9 
1 5 

о о - 1  1 -3 2 
о -1 о 9 . 30 .  о 1 -3 
1 о о о о 1 
о о о о о о 

1 1 1 о о о 
1 - 1 - 1  9 .32 .  о о - 1 

- 1 1 - 1 о 1 -2 
- 1 - 1  1 - 1  2 -3 
1 о 1 о 1 1 1 
о 1 о 9 .34 .  - 1 о 1 1 
1 о о - 1 - 1  о 1 
о о о - 1  - 1 - 1  о 

2 
-� ] . 1 

-2 

о 2 
-3 

1 
1 2 
3 
4 
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Найти обратные для следующих матриц11 . 
а1 О . . .  О 
О а2 . . . О -

9 . 35 .  , йi f= О ,  i = 1 , п. 

9 .36.  

9 . 37.  

9 . 39 .  

9 .41 . 

9 .42 . 

о о . . . йп 

О . . . О .  а1 
О . . .  а2 О 

' йi f= о, i = 1 , п. 

йп . . . о о 

1 1 о о о 
о 1 1 . . .  о о 
о о 1 . . . о о 

о о о . . . 1 1 
о о о . . . о 1 

9 . 38. 

1 - 1 о о о 
о 1 - 1 о о 
о о 1 о о 
. . . . . . . . . . . . . . 
о о о . . . 1 - 1 
о о о . . . о 1 

1 о о о о 
а 1 О . . . О О 

л 1 о о о 
о л 1 . . . о о 
о о л . . . о о 

' л f= о .  9 .40 . 
О а 1 . . . О О 

0 0 0  . . . Л l  
о о о . . . о л 
1 2 3 
о 1 2 

. . . 

. . . 
п - 1  
п - 2 

п 
п - 1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

о о 
о о 

1 1 
о 1 
о о 

1 
1 
1 

о 
о 

. . . 

. . . 

. . . 

1 
1 
1 

. . . . . . . . . . 
о о о 1 
о о о . . . о 

1 2 
о 1 

1 
1 
1 

9 .43 . 

1 
1 

1 1 
1 о 
1 1 

1 
1 
о 

о о о 1 о 0 0 0 . . . а 1 

1 
1 
1 

. . . . . . . . 

1 1 1 . . . о 

1 1  Всюду, где по виду матрицы нельзя узнать ее порядок, предполагается , 
что порядок равен п .  
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о n - 1 n - 2  3 
п - 1 о о о 
n - 2  о о 1 

9 .44 .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
3 о 
2 1 
1 о 

1 
о 
о 

. . . 

. . . 

о 
о 
о 

2 1 
1 о 
о о 

о о 
о о 
о о 

9 .45 . Найти обратную к матрице определителя 
5 . 59а. 

9 .46. Доказать , что для невырожденной матрицы 

А =  

о 
о 

о 
о 

. . . о 

. . . а2 п- 1 ' 

ап-1 п- 1 ' 

. . . ап n- 1 ' 

обратная матрица в = л-1 имеет вид 

В =  

Ь1 1  
Ь21 

. . 

Ьп- 1 ,1 
Ьп 1  

Ь1 2 
Ь22 

. 

Ьп- 1 2  ' 

о 

. . . 

. . . 
. 

. . . 

Ь1 ,п-1 
Ь2 п- 1 ' 

о 
о 

. . 

an- l n ' 

Ь1п 
о 
. . 
о 
о 

из 

9 .4 7 .  Вычислить произведения А - 1 В и В л- 1 , если 

[ о 1 3 ] А = 2 3 5 , 
3 5 7 

Решить матричные уравнения . 

9 .48 . [ � ; J ] х = [ � � � ] . 
о -2 5 о 1 о 

9 .49 . х [ -� -� j ] [ � -� -� ] . 

95 

задачи 
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9 .50. 

9 . 51 .  

9 . 52 .  

9 . 53 .  

9 . 54 .  

Глава II. Определители 

[ 2 2 -1  ] х 2 -1  2 = [ 5 
8
5 _21 ] · 

-1  2 2 5 

[ ; -i -� ] х = [ � -1 2 2 о 

[ � � J x [ j  j 
� ] · -� ] = [ -8 -4 _ g ] 

-12  -6  14 . 

1 1 1 1 
о 1 1 1 
о о 1 1 
. . . . . . . . . . . 
о о о 1 
о о о о 
1 1 1 1 
о 1 1 1 
о о 1 1 
. . . . . . . . . . . 
о о о 
о о о 

. . . 

. . . 
1 
о 

1 
1 
1 

Х = 

1 1 
1 
1 
1 

Х = 

1 1 

1 а а а а 
о 1 а а а 
о о 1 а а 
. . . . . . . . . . . 
о о о 1 а 
о о о о 1 
1 о о о о 
1 1 о о о 1 1 1 о о 
. . . . . 1 1 1 1 о 1 1 1 1 1 

9 . 55 .  Доказать , что любую невырожденную матрицу можно 
сделать вырожденной, изменив в ней ровно один элемент. 

9 .56. Доказать , что матрица, обратная к симметрической не­
вырожденной матрице, также является симметрической. 

9 . 57 .  Доказать , что матрица, обратная к кососимметриче­
ской невырожденной матрице, также является кососимметриче­
ской . 

9 .58 .  Доказать , что матрица, обратная к ортогональной мат­
рице, также является ортогональной. 

9 .59 .  Доказать , что матрица, обратная к матрице перестано­
вок, сама является некоторой матрицей перестановок. 

9 .60 . Доказать , что матрица, обратная к периодической мат­
рице А, также является периодической матрицей , причем ее пе­
риод совпадает с периодом А. 

9 .61 . 12 Найти все периодические матрицы второго порядка, 
1 2См. также задачи 2 .4 1 , 16 . 57.  
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у которых: 
а) период равен трем ; 
б) период равен четырем. 
9 .62 . Пусть невырожденная матрица А обладает тем свой­

ством , что все ее строчные суммы13 одинаковы и равны чи.слу r .  
Доказать , ЧТО Т =/= 0 И обратная матрица л-l обладает тем же 
свойством , только для нее все строчные суммы равны 1/r .  Верно 
ли аналогичное утверждение для столбцовых сумм? · 

9 .63 . Доказать, что обратная к невырожденной стохастиче­
ской (дважды стохастической) матрице является матрицей , у ко­
торой все строчные суммы (соответственно все строчные и столб­
цовые суммы) равны 1 . Верно ли, что обратная матрица будет 
стохастической? 

9 .64. Доказать , что кронекерово произведение невырожден­
ных матриц обратимо , причем 

(А 0 в)-1 = л- 1 0 в- 1 . 
9 .65 .  Пусть А и В - невырожденные матрицы одного поряд­

ка. Групповым ко.м.мутаторо.м матриц А и В называется мат­
рица 

{А , в} = лвл-1в-1 . 
Доказать сле,цующие свойства группового коммутатора: 

а) {аА, В} = {А, В} ; б) {А , в}-1 = {В , А} ;  в) det{A, B} = 1 ; 
г) {А , В} = I {=:=:} А и В перестановочны; 
д) {А , В} = А  {=:=:} А = I.  

9 .66. Матрица А, у которой все элементы являются целыми 
числами, называется целочислеппоil. Доказать , что обратная к 
целочисленной матрице А сама является целочисленной матри­
цей тогда и только тогда, когда det А =  ±1 .  

9 .67. Пусть А и В - матрицы размера п х m и m х п со­
ответственно . Доказать , что матрица In + АВ обратима тогда и 
только тогда, когда обратима матрица Im + БА. 

9 .68 .  Доказать , что если матрица А нильпотентна, то матри-
цы I + А и I - - А обратимы. 

9 .69 . Доказать , что если I - А - невырожденная матрица, то 
а) I + А + А2 + . . . + лп = (I - лп+l ) (I - А) - 1 ; 
6) I + А + А2 + . . .  + лп + . . . = (I - А)- 1 . 

1 3По поводу строчных сумм см. задачу 1 .39 . 
4-427 1 
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9 . 70 .  Найти матрицу А , если 1+А+А2+ . . . +Ап+ . . . = [ � � ] .  
9 . 71 .  Пусть В =  хут , где х , у - вектор-столбцы одинакового 

размера п х 1 .  Доказать , что если µ = 1 + хт у =f. О ,  то матрица 
I + В обратима и выполнено равенство 

. (1 + в) - 1 = I - }:_в . 
µ 

9 .  72 . Пусть Jn - матрица порядка п, все элементы которой 
равны 1 . Доказать,  что 

-1 1 (! - Jп) = l - Jn . п - 1 
9 .  73 . Пусть А и В - квадратные матрицы порядка п, причем 

А невырождена, а В = хут , где х, у - вектор-столбцы одинако­
вого размера п х 1 .  Доказать , что если µ =  1 + ут л- 1 х =1- о, то 
матрица А + В обратима и выполнено равенство 

(А + в)- 1 = А- 1 (л - �в) л- 1 • 
9 . 74 .  В невырожденной матрице А к элем�нту aij прибавля­

ется число h, при этом полученная матрица А также невырож­
дена. Найти выражение для А-1 через h и элементы матрицы 
л- 1 . 

9 .  75 . В невырожденной матрице А ко всем элементам при­
бавляется одно и то же число h ,  при этом полученная матрица 
А также невырождена. Найти выражение для л- 1 через h и эле­
менты матрицы А - l . 

9 .  76 . Доказать,  что матрица, обратная к невырожденной ква­
зидиагональной матрице А, сама является квазидиагональной, 
причем она имеет такое же клеточное строение, что и А, а ее 
диагональные блоки обратны к соответствующим диагональным 
блокам матрицы А. 

9 .77. Доказать,  что матрица, обратная к невырожденной 
верхней (нижней) квазитреугольной матрице А, сама является 
верхней (соответственно нижней) квазитреугольной , причем она 
имеет такое же клеточное строение, что и А, а ее диагональные 
блоки обратны к соответствующим диагональным блокам мат­
рицы А. 

9 .  78 . Найти обратные для следующих блочных матриц: 
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а) [ � L ] ; 6) [ � � ] ; в) [ � g ] ; г) [ g � ] 
(здесь А и D - квадратные невырожденные матрицы порядков п 
и т соответственно, In и Im - единичные матрицы соответству­
ющих порядков , а В и С - произвольные матрицы подходящих 
размеров) . 

9 .79 .  Найти обратную для блочной матрицы [ � 1 � ] , 
О О I 

где А и В - квадратные матрицы одинакового порядка. 
9 .80 . Для матрицы А порядка п - 1 известна обратная мат­

рица л-1 . Найти обратную матрицу для окаймленной матрицы 
В порядка п вида 

предполагая ее невырожденной (здесь х ,  у - вектор-столбцы 
размера ( п - 1 )  х 1 ,  а а - вещественное число) . 

9 .81 . Доказать , что если матрица А невырождена, то опре­
делитель квадратной блочной матрицы 

Х = [ � � ] 
может быть вычислен по формуле 

det X = IA I · ID - сл- 1 B I . 

9 .82 . Пусть матрицы А, В, С, D - квадратные одного поряд­
ка. Доказать , что если матрица А невырождена и перестановочна 
с матрицей С, то справедливо равенство 

det [ � � ] = det (AD - СВ) .  

Верно ли это равенство, если матрица А вырождена? 
9 .83 . Доказать , что для квадратной блочной матрицы 
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в которой А и D - квадратные блоки соответственно порядков п 
и m, обратной является блочная матрица 

где 
р = (А __.  вD-1с) - 1 , Q = -РвD-1 
R = -D-1CP, S = D-1 - D- 1CQ 

или 
S = (D - сл-1в) - 1 , R = -scA-1 
Р = л- 1 - л-1 вн, Q = -л- 1 вs. 

Предполагается , что все участвующие в этих соотношениях (ко­
торые называются формулами Фробениуса) обратные матрицы 
существуют. 

9 .84 .  Пусть А, В ,  С, D - невырожденные матрицы одного по­
рядка. Доказать , что 

[ 
С
А 

D
B ] -l = [ (А - вD- 1с) -1 

(В - лс-1 D)- 1 
(С - Dв-1 А) - 1 ] 
(D - сА-1 в)- 1 · 

Предполагается , что все участвующие в правой части этого ра­
венства обратные матрицы существуют. 

9 .85 . Матрица А называется подобной матрице В (что обо­
значается символом А � В) , если существует невырожденная 
матрица S такая , что А =  s-1 BS. Матрица S при этом называ­
ется матрицей преобразования подобия или трансформирующей 
матрицей. Доказать , что отношение подобия на множестве всех 
невырожденных матриц одного порядка обладает следующими 
свойствами: 

а) А � А; б) А � В =} В � А; 
в) А �  В, В �  С =}  А �  С. 
9 .86 . Доказать, что если хотя бы одна из двух матриц А, 

В невырождена, то матрицы АВ и БА подобны. Верно ли это 
утверждение, если обе матрицы вырождены? 

9 .87 .  Показать, что скалярная матрица подобна только самой 
себе. Доказать , что этим свойством обладают только скалярные 
матрицы . 

9 .88 .  Показать , что матрица А переходит в подобную, если 
над ней выполняется любое из следующих преобразований: 
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а) i-я строка умножается на число а =f О,  а затем i-й столбец 
умножается на число 1/а; 

б) к i-й строке прибавляется j-я , умноженная на число (3, а 
затем из j-го столбца вычитается i-й ,  умноженный на /3; 

в) переставляются i-я и j-я строки, а затем i-й и j-й столбцы ; 
г) каждый элемент матрицы заменяется на симметричный 

ему относительно "центра" матрицы. 
9 .89 . Пусть матрицы А и В подобны. Однозначно ли при 

этом определена матрица преобразования? 
9 .90 .  Доказать, что преобразование подобия сохраняет сле-

дующие свойства матриц: 
а) невырожденность ; 
б) нильпотентность; 
в) периодичность ; 
г) ортогональность . 
9 . 91 .  Пусть В - матрица, подобная симметрической матрице. 

Доказать , что для симметричности матрицы В достаточно , что­
бы матрица преобразования подобия была ортогональной . Явля­
ется ли это условие необходимым? 

Сформулировать и доказать аналогичное утверждение для 
кососимметрических матриц. 

9 .92 .  Матрица В получена из матрицы А преобразованием 
подобия . Выяснить, верны ли сле,цующие утверждения : 

а) если А - треугольная матрица, то В - также треугольная; 
б) если А - стохастическая матрица, то В - также стохасти­

ческая . 
9 .93 .  Пусть матрицы А и В подобны и В = s- 1 AS. Доказать, 

что : 
а) det B = det A; 
б) В = I тогда и только тогда, когда А = I ;  
в) В = А тогда и только тогда, когда А и 8 перестановочны; 
г) Bk 

= s-1 AkS для любого k Е N; 
д) f (В) = s- 1 f (A) S для любого многочлена f (t) ; 
е) в-1 = sл-1s- 1 ; 
ж) в = sAs-1 . 
9 .94 . Матрицы А и В подобны соответственно матрицам С и 

D с одной и той же матрицей преобразования S. Доказать , что : 
а) произведения АВ и CD подобны; 
б) коммутаторы [А , В] и [С, D] подобны; 
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в) групповые коммутаторы {А, В} и {С, D} подобны; 
г) произведения Йордана А * В и С * D подобны. 
9 .95 .  Пусть матрицы А Е IR.nxn и В Е IR.mxm подобны соот-

ветственно матрицам С и D.  Доказать , что кронекеровы произ­
ведения А 0 В и С 0 D также подобны. 

9 . 96.  Пусть матрица А = A(t) Е vпхп невырождена при 
некотором значении t: Доказать, что при данном значении t спра­
ведливо следующее правило дифференцирования обратн0й мат­
рицы : 
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§ 10 .  Операции над множествами 
Два множества Х и У называются '[ЮвН'Ыми, если каждое из них явля­

ется подмножеством другого, т.е .  

06-l!Jединением множеств Х и У называется множество 
Х U У == {х 1 х Е Х или х Е У} , 

т.е . 
x E X U Y  � [ � � �.' 

Пересе'Чением множеств Х и У называется множество 
Х П У  = {x j x  Е Х, х Е У} , 

т.е . 
x E X n Y  � { � � �" 

Разностъю множеств Х и У называется множество 
Х \ У == {х 1 х Е Х, х tf. У} . 

Если У С Х ,  то разность Х \ У называется дополнением множества У 
до множества Х и обозначается символом У. 

Декартов'Ым произведением 1\Iножеств Х и У называется множество 
Х х У == { (х , у) l x Е Х, у Е У} . 

Разбиением множества называется представление множества в виде 
объединения непустых подмножеств ,  не имеющих попарно общих точек. 

П р и м е р  10 . 1 .  Доказать , что если подмножества Е и F множества А 
удовлетворяют соотношениям 

E U F = A, Е П F == !25 ,  
то каждое из множеств Е и F является дополнением другого до А. 

Р е ш е н и е . Докажем, что F = Е. Для этого покажем, что имеет место 
двустороннее вложение : F С Е  С F .  С одной стороны, если х Е F, то х Е А 
(так как А == Е U F) и х  tf. Е (так как Е n F == 0 ) .  Следовательно, х Е Е. С 
другой стороны , если х Е Е , то х Е А, х tf. Е. Так как E n F  == 0 ,  то х Е F. • 

П р и м е р  1 0 .2 .  Для подl\,шожеств Е и F множества А доказать , что 

E П F = E U F. ( 10 . 1 )  

Р е ш е н и е. Проверим двустороннее вложение для множеств из ( 1 0 . 1 ) .  
Имеем 

х Е Е n F <==:::> { х Е Е, 
х Е F. 
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Следовательно, 

х Е Е n F <===? [ х ф. Е, 
х ф. F � [  х Е Е, 

x E F  
<==:::> х Е Е U F. • 

Характерисmu'Ческой функ'Цией подмножества Е множества А называ­
ется функция е (х) , определенная для любого х Е А соотношением 

е(х) = { 6 : х Е Е, 
х ф. Е. ( 10 .2) 

Очевидно, что два множества совпадают тогда и только тогда, когда равны 
их характеристические функции. 

П р и м е р  10 .3 .  Доказать , что если е (х) и f(x) - характеристические 
функции подмножеств Е и F множества А ,  то e (x)f (x) - характеристическая 
функция их пересечения Е n F.  

Р е ш е н и е. Пусть <р (х ) - характеристическая функция Е n F .  Тогда, 
если х Е E n F, то <р (х ) = 1 .  При этом х Е Е, х Е F и е (х ) = 1 ,  f(x) = 1 .  
Следовательно, e (x)f(x) = 1 = <р(х ) . Если же х ф:. Е n F ,  то <р (х) = О .  
При этом либо е (х ) = О,  либо f(x) = О .  В любом случае e(x) f(x) = О = 
<р(х) . Таким образом,  для любых х Е А функции <р(х) и e(x )f (x) принимают 
одинаковые значения . Следовательно ,  <р(х) = e(x)f(x) . • 

П р и м е р  10 .4 .  Доказать , что 
( Е n F) n G = Е n ( F n G) 

(ассоциативность пересечения) .  
Р е ш е н и е. 1-й способ. Так же, как и в примере 1 0 . 1 ,  проверяется дву­

стороннее вложение множеств. 
2-й способ. Для доказательства равенства множеств достаточно прове­

рить совпадение их характеристических функций. Обозначив через е (х ) , 
f(x) ,  g (x) характеристические функции Е, F,  G соответственно и используя 
пример 10 .3 ,  получим для любого х Е А 

(e (x) f(x) )g(x) = e (x) (f(x)g (x) ) 
(в силу ассоциативности умножения в IR) . 

3-й способ. Равенство множеств можно проверить с помощью так назы­
ваемых кругов Эйлера: 

(Е n F) n G Е n (F П G) 
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ЗАД АЧ И  

10. 1 .  Пусть е(х) и f (х) - характеристические функции под­
множеств Е и F подмножества А. Доказать , что 
1 - е (х) , e (x ) f (x) , е (х) + f (х) - e(x)f (x) , е (х) - e(x)f (х) 

являются характеристическими функциями множеств Е, Е n F, 
Е U F и Е \ F соответственно. 

что 
10. 2 .  Пусть Е и F - подмножества множества А . Доказать , 

a) E U F = E П F; б) E n F = E U F; в) E \ F = E U F ; 
г) E \ F = F \ E. 
10 . 3 . Доказать, что соотношение А С В эквивалентно любо-

му из трех соотношений 
А U В = В ; 

10 .4 .  Доказать , что 
A n  В = А· ' A n B = eJ .  

а) (Е U F) U G = Е U (F  U G) (свойство ассоциативности объ­
единения) ;  

б) (Е n F) n G = Е n (F n G) (свойство ассоциативности пе­
ресечения) ; 

10 . 5 .  Доказать , что 
а) ( Е n F) u G = ( Е U G) n ( F u G) (свойство дистрибутивности 

объединения относительно пересечения) ;  
б) ( Е U F) n G = ( Е n G) U ( F n G) (свойство дистрибутивности 

пересечения относительно объединения) .  
10 .6 .  Пусть Ei (i = 1 , п) - подмножества множества А .  До-

казать, что 
а) ___ E_1 _U_E_2_U_. -. . -U-E-n = Е1 n Е2 n . . .  n Еп ;  
б) Е1 n Е2 n . . .  n Еп = Е1 U Е2 U . . .  U Еп . 
10 . 7 . Пусть Ei ( i  = 1 , п) , F - подмножества множества А. 

Доказать , что 
а) (Е1 U Е2 U . . .  U Еп) n F = (Е1 n F) U (Е2) U . . .  U (En n F) ;  
б) (Е1 П Е2 n . . . n Еп ) U F  = (Е1 u F) n (E2 U F) n . . . n (En U F) .  
10 .8 .  Доказать ,  что операция вычитания множеств не обла-

дает свойством ассоциативности , показав ,  что равенство 
( Е \ F) \ G = Е \ ( F \ G) 

выполнено тогда и только тогда, когда множества Е и G не пе­
ресекаются . 

10 .9 .  Доказать , что 
а) E \ (F n G ) = (E \ F) u (E \ G) ; 
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6) Е \ (F u G) = (Е \ F) n (Е \ G) ;  
в) ( Е n F) \ G = ( Е \ G) n ( F \ G) ; 
г) ( Е u F) \ G = ( Е \ G) u ( F \ G) .  
10 . 10 .  Доказать , что 
а) Х х (Е u F) = (Х х Е) u (Х х F) ;  
б) х х ( Е n F) = ( х х Е) n ( х х F) ; 
в) ( х n У) х ( Е n F) = ( х х Е) n (У х F) .  
10. 1 1 .  Пусть А - конечное множество , состоящее из п �лемен­

тов .  Найти число всех подмножеств этого множества (включая 
пустое множество и само множество А) . 

10 . 12 .  Пусть А - конечное множество , состоящее из п элемен­
тов . Найти число всех подмножеств этого множества, состоящих 
из m элементов. 

10 . 13 .  Обозначим через m(A) число элементов множества А. 
Доказать , что для любых конечных множеств А ,  В , С выполне­
ны соотношения : 

а) m(A \ В) =  m(A) - m(A n В) ;  
6) m(A u В) =  т(А) + m(B) - m(A n В) ;  
в) m(AU BUC) = m(A) +m(B) +m(C) - m(An B) - m(An C) ­

-m(B n С) +  m(A n В n С) . 

§ 1 1 . Отображения 
Пусть Х, У - два множества. Отоб'fХJ,жением f множества Х во множе­

ство У называется закон, посредством которого каждому элементу х Е Х 
ставится в соответствие однозначно определенный элемент у Е У .  Симво­
лически отображение записывается в виде f : Х ---+- У. Запись у = f(x) или 
х � у означает, что элемент х при отображении f переходит в элемент у. 

Полн'ым прообразом элемента у Е У называется множество 
f- 1 (y) = {х Е Х 1 f(x) == у} . 

Образом отображения f называется множество 
f(X) = {у Е У l 3x Е Х : у = f(x) } .  

Отображение f : Х � У называется : 
• ин3ективн'Ьlм, если из того , что х 1 i= х2 , следует, что f (х 1 ) i= f (х2 ) , 

или , другими словами , если уравнение 
f(x) = У ( 1 1 . 1 ) 

при любом у Е У имеет не более одного решения ; 
• сюр3ективн'Ьlм или отображением на, если f (Х) У ,  или, други-

ми словами, если уравнение ( 1 1 . 1 ) при любом у Е У имеет хотя бы одно 
решение; 

• биективн'Ым или взаимно однозншчнъш, если оно и инъективно , и 
сюръективно, или, другими словами, если уравнение ( 1 1 . 1 ) при любом у Е У 
имеет, и притом единственное, решение. 
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Два отображения f : Х -+ У и g : Х -+ У называются 'JЮвН'ыми, если 

f (x) = g(x) , Vx Е Х. 
Тождественн'Ым (едини'Чнъш} отображением на множестве Х называ­

ется отображение ех : Х -+ Х,  которое переводит каждый элемент х Е Х в 
себя . 

Биективное отображение множества М на себя называется перестанов­
кой (подстановкой) множества М. Если множество М состоит из п эле­
ментов, то его элементы можно занумеровать числами 1 , 2, . . . , п и тогда 
каждую перестановку s можно записать в виде таблицы 

( 1 2 . " k . . .  п ) 
s == ' й1 й2 . . . йk . . . йп 

( 1 1 .2 )  

в которой под каждым номером k указывается номер йk того элемента, ко­
торый является образом элемента с номером k .  Очевидно, 

1 ) ai Е { 1 , 2, " . , п} , 2) а i -:/= а j при i -:/= j ,  
так что а == (а 1 , а2 , . . . , йп ) - перестановка (§4) из чисел 1 ,  2 ,  . . .  , п.  

Заметим, что термин "перестановка" используется и как название отоб­
ражения ( 1 1 . 2) , и как фиксированное расположение чисел 1 ,  2 ,  . . .  , п в опре-
деленном порядке а.  Это естественно, так как между отображениями ( 1 1 . 2) 
и упорядочением а чисел 1 ,  2 ,  . . .  , п ,  очевидно, существует взаимно одно­
значное соответствие. 

Если в таблице ( 1 1 . 2) поменять местами столбцы, то получится другая 
запись той же перестановки s :  

s =  ( {31 {32 " · fЗп ) ')'1 ')'2 · · · ')'п ' ( 1 1 .3 )  

где {3 == ({31 ,  !32 ,  . . .  , !Зп ) и ')' == ( ')'1 , ')'2 , . . . , ')'п ) - перестановки из первых п 
натуральных чисел . 

Перестановка ( 1 1 .2 )  называется 'Четной, если а - четная перестановка, 
т.е . если а (а ) - четно. В записи ( 1 1 . 3 )  перестановка s четная тогда и только 
тогда, когда а ({З) + а(1) - четно (см .  ниже задачу 1 1 . 16) .  

Произведением (суперпози'Цией или компози'Цией) отображений g : Х -+ 
У и f : У -+ Z называется отображение f g : Х -+ Z ,  определенное правилом 

fg(x) == f(g (x) ) ,  Vx Е Х.  
П р  им е р  1 1 . 1 . Найти произведения s t  и t s  перестановок 

s = и � { j ) и t = и � � i ) .  
Р е ш е н и е. Произведение перестановок в данной задаче является супер­

позицией двух отображений :множества М == { 1 , 2 , 3 , 4 }  на себя . Согласно 
обозначениям, принятым в определении произведения отображений, в пере­
становке st первой выполняется перестановка t ,  а второй - перестановка s . 
Суперпозицию перестановок t и s наглядно представить следУющей схемой 

t s 
1 -+ 3 -+ 1 
2 -+ 4 -+ 3 
3 -+ 2 -+ 4 
4 -+ 1 -+ 2 

Поэтому 
st = ( 1 2 3 4 ) . 1 3 4 2 
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Аналогично 
s t 

1 --+ 2 --+ 
2 --+ 4 --+ 
3 --+ 1 --+ 
4 --+ 3 --+ 

4 
1 
3 
2 
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ts = ( 1 2 3 4 ) . ::=} 4 1 3 2 • 

Т е о р е м а 1 1 . 1 .  ·Произведение отображений обладает следующи­
ми свойствами: 

1) 1ех = 1; е у 1 = 1 дл.я любого отображения 1 : Х --+ У; 
2} произведение отображений ассо'Циативно, т. е. если h : Х --+ У ,  g : 

У --+  Z ,  1 : Z --+  И,  то l(gh) = (lg) h;  
3) произведение ин3ективн'ЫХ ( сюр3ективнъtх, биективн'Ых) отображе­

ний ин3ективно (соответственно сЮр3ективно, биективно) . 
Пусть f : Х --+ У.  Отображение 1- 1 : У --+ Х называется обратнЪtм к 

отображению 1, если 1- 1 1 = ех , 11- 1 = еу . 
Т е о р е м а  11 .2 .  Ее.ли g : Х --+ У, 1 : У --+ Х и 19 = ех , то g 

ин3ективно, а 1 сюр3ективно. 
Т е о р е м а 1 1 .  3 (критерий обратимости) . Отображение обра­

тимо тогда и толъко тогда, когда оно биективно. 
Т е о р е м  а 1 1 .4 .  Обратимъtе отображения обладают следующими 

свойствll.М,и: 
1) обратное отображение единственно; 
2) произведение обратимъtх отображений обратимо, при этом 

(! g) - 1 == 9- 1 1- 1 . 

ЗАД АЧИ 

1 1 . 1 .  Пусть IR+ - множество всех положительных веществен­
ных чисел и пусть каждому числу а Е IR поставлено в соответ­
ствие число х такое, что х2 = \ a l . Определяет ли это правило 
отображение 

а) IR+ -4 IR;  6) IR+ � IR+ ; в) IR � IR+ ? 
Если да, то будет ли оно сюръективным, инъективным , биектив­
ным? 

1 1 . 2 .  Определяет ли правило f (x) = sin x отображение 
а) f : IR -4 IR;  в ) f : IR � [- 1 ; 1 ] ; 
б) f : [-7Г /2 ; 7Г /2] � [- 1 ; 1 ] ; г) f : IR+ -4 IR+ ? 

В каких из случаев а)-г) это правило определяет биективное 
отображение? 

1 1 . 3 .  Пусть каждому подмножеству множества А поставле­
на в соответствие его характеристическая функция . Будет ли это 
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биективным отображением множества всех подмножеств множе­
ства А на множество функций , принимающих значения О и 1 ?  

1 1 .4 .  Отображение f : Х � У ставит в соответствие паре 
вещественных чисел 

а) их сумму; в) их произведение; 
б) их разность; г) их частное. 

Для каждого из случаев а )-г) указать подходящие множества Х 
и У .  

1 1 . 5 .  Является ли отображением IR х IR � IR правило , кото­
рое паре чисел а ,  Ь Е IR ставит в соответствие частное а/Ь ?  

1 1 .6 .  Пусть Х - множество всех невырожденных матриц n­
го порядка. Является ли отображением Х х Х � Х правило, 
которое любой паре матриц из Х ставит в соответствие 

а) их сумму; б) их произведение? 
1 1 . 7 . Пусть Е - множество , состоящее из п элементов . Уста­

новить биективное отображение множества А всех отображений 
Е во множество {О; 1 } на множество В всех подмножеств мно­
жества Е. 

1 1 .8 .  Пусть Е, F - подмножества множества Х и f : Х � У . 
Показать , что : 

а) f (E u F) = f (Е) u f (F) ;  б) f(E n F) с f(E) n f(F) .  
Что изменится в этих соотношениях, если f биективно? 

1 1 .9 .  Пусть Е и F - конечные множества, состоящие их m и 
п элементов соответственно. Найти число всех отображений Е в 
F. 

1 1 . 10 .  Пусть Е и F - конечные множества, состоящие из m 
и п элементов соответственно . Показать , что : 

а) для существования инъективного отображения Е в  F необ­
ходимо и достаточно, чтобы m < п; 

б) число инъективных отображений Е в  F равно 
п(п - 1 ) . . .  (п - m + 1 ) . 

1 1 . 1 1 .  Пусть Е и F - конечные множества, состоящие из m 
и п элементов соответственно. Показать , что : 

.а) для существования сюръективного отображения Е на F 
необходимо и достаточно, чтобы m > п; 

б) число сюръективных отображений Е на F равно 
nm - п(п - l )m + . . .  + (- l ) kC� (n - k)m + . . .  + (- 1 )п- 1 с�- 1 . 

1 1 . 12 .  Пусть Е и F - конечные множества, состоящие из m 
и п элементов соответственно. Показать , что : 
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а) для существования биективного отображения Е на F необ­
ходимо и достаточно, чтобы m = п; 

б) число биективных отображений Е на F равно n! . 
1 1 . 13 .  Доказать, что если множество Х бесконечно, а его 

подмножество У конечно, то существует биективное отображе­
ние Х \  У �  Х.  

1 1 . 14.  Для отображения f :  Х � У  отображение g :  Х � 
У называется лев'Ым (соответственно прав'Ы.м) обратнъtм, если 
gf = ех (соответственно fg = еу ) . Доказать , что : 

а) отображение f инъективно в том и только том случае, если 
оно обладает левым обратным ; 

б) отображение f сюръективно в том и только том случае, 
если оно обладает правым обратным .  

1 1 . 15 .  Найти произведение перестановок: 

а) О � � i )  С � � i }  б) U � i � ) ( � � i � } 
в) ( � � : � � ) ( � � � � � } 
г) ( � : � i � ) ( � � � ; � } 
д) ( ; : � � � � ) ( � � � � � � ) 

в указанном и обратном порядке. 

1 1 . 16.  Доказать , что при записи перестановки (/З
а1 

/З
а2 · · ·

/З
ап ) 1 2 . . .  п 

( 1 2 . . . п ) б u ( ) в виде о щее число инверсии а т в перестановке /1 /2 · · · /п 
11 , /2 , . . .  , /п и сумма а ( а) + а (/З) имеют одинаковую четность . 

1 1 . 17 .  Пусть f - биективное отображение Х на У .  Показать , 
что для подмножеств Е и F множества У имеют место соотно­
шения 

1- 1 (Е u F) = 1- 1 (Е) u 1- 1 (F) ;  1- 1 (Е n F) = 1- 1 (Е) n 1- 1 (F) ;  
1- 1 (Е) = 1-1 (Е) . 
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§ 12 . Эквивалентность и алгебраические законы 

1 1 1  

Говорят, что на множестве Х задано бинарное отношение R ,  если ука­
зано непустое подмножество R декартова квадрата этого множества. Если 
при этом (х ,  у) Е R, то говорят, что элементы х и у связаны отношением R, 
и обозначают символом xRy. 

Бинарное отношение R на множестве Х называется: 
• рефлексцвнъш, если xRx, \/х Е Х; 
• симмеrтфи'ЧН'Ьlм, если имеет :место импликация xRy => yRx; 
• транзитивнъLМ, если Иl\·tеет место импликация xRy, yRz => xRz . 
Бинарное отношение Е на множестве Х называется отношением экви-

валентности, если оно рефлексивно, симметрично и транзитивно. Если па­
ра элементов х ,  у Е Х связана отношением эквивалентности, то говорят, что 
х и у эквивалентн'Ьl, и обозначают символом х f"V у. В конкретных случаях 
вместо этого символа :могут быть использованы и другие, например , х = у, 
х =  у. 

Классом эквивалентности, порожденнъtм эле.м,ентом а, называется 
множество cl (а) = { х Е X lx f'V а } .  Любой элемент класса эквивалентности 
называется представителем, этого класса. 

Т е о р е м а 12 . 1 .  Класс эквивалентностu порождаете.я любъLМ 
своuм представителем. 

Т е о р е м а 12 . 2 . Два класса эквивалентности либо не пересекают­
ся, лuбо совпадают. 

Таким образом, любое отношение эквивалентности на множестве 
определяет разбиение этого множества. 

11Iножество всех классов эквивалентности называется фактор-множе­
ством множества Х по отношению эквивалентности Е и обозначается 
символом Х/& .  

Внутренним законом компози'Ции ( алгебраи'Ческой опе]Jа'Цией) на мно­
жестве Х называется отображение 

* :  х х х � х. 
Тот факт, что (а , Ь) � с, записывается символически в виде а * Ь = с. В 
конкретных случаях вместо символа * используют символы + , - , х , : и др . 

Алгебраическая операция * на множестве Х называется : 
• коммутативной, если а *  Ь = Ь * а ,  \/а, Ь Е Х,  
• ассо'Цuатuвной, если (а * Ь) * с = а * (Ь * с) ,  \/а , Ь, с Е Х. 
Элемент е Е Х называется нейт]Jалънъtм элементом множества Х 

относителъно алгебраи'Ческой опера'Ции * , если \/а Е Х: 
а * е = е * а =  а . 

Пусть * - алгебраическая операция на :множестве Х ,  обладающая ней­
тральным элементом е .  Элемент х

' называется симметри'ЧН'ЬlМ элементом 
х 1 1 для элемента х Е , если х * х == х * х = е .  

Т е о р е м  а 12.3 .  Нейтралън'Ьlй эле.м,ент единствен. 
Т е о р е м  а 12 .4. Симметри'ЧН'Ьtй эле.м,ент относите.;�ъно ассо'Цuа­

тивной алгебраи'Ческой опера'Ци'l.t единствен. 
Говорят, что алгебраическая операция * на множестве Х обладает 

об]Jатной опера'Цией, если для любых двух элементов а ,  Ь Е Х уравнения 
а * х == Ь и у * а == Ь имеют единственное решение. 

Пусть * i и *2 - две алгебраические операции на множестве Х. Алгеб­
раическая операция * i называется дистрибутuвной справа относительно 
алгебраической операции *2 , если 

(а *2 Ь) * 1 с =  (а * 1 с) *2 (Ь * 1 с) , \/а, Ь, с Е Х;  
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дистрибутивной с.лева, если 
а * 1  (Ь *2 с) = (а * 1  Ь) *2 (а * 1  с) , Va , b, c E  Х; 

и дистрибутивной, если она дистрибутивна и справа, и слева. 
Пусть Х и Р - два множества. Внешним законом компози'Ции на мно­

жестве Х называется отображение 
Р х х � х . 

Тот факт, что (а , х) � с, обозначается символом с =  ах. 
Внешний закон композиции на множестве Х называется дистрибутив­

Н'ЫМ относителъно внутреннего закона компози'Ции * в Х, если 
а(а * Ь) = аа * аЬ, Va E P, Va, b E X . 

Внешний закон композиции на множестве Х называется дистрибутивнъtм 
относителъно внутреннего закона компози'Ции *' в Р, если 

(а *' [З)а = аа * {За, Va, /3  Е Р, Va Е Х. 

ЗАД АЧИ 

12 . 1 .  Привести примеры бинарного отношения: 
а) рефлексивного, симметричного, но не транзитивного; 
б) рефлексивного, транзитивного , но не симметричного; 
в) симметричного, транзитивного, но не рефлексивного . 
1 2 . 2 .  Найти ошибку в следующем "доказательстве" того , что 

рефлексивность бинарного отношения R вытекает из симметрич­
ности и транзитивности: "Так как R симметрично, то из xRy сле­
дует, что yRx. Так как R транзитивно , то из xRy и yRx сле,цует, 
что xRx, т.е. R рефлексивно." 

12 . 3 .  Доказать , что любое разбиение множества определяет 
отношение эквивалентности на этом множестве. 

12 .4 .  Пусть f : Х � Х - отображение на некотором мно­
жестве Х .  Какое условие необходимо и достаточно для того , 
чтобы бинарное отношение R, задаваемое правилом: xRy , если 
у = f(x) , было 

а) рефлексивным; б) симметричным; в) транзитивным . 
12 .5 .  Рассматривается бинарное отношение R на некотором 

множестве населенных пунктов . Два населенных пункта счита­
ются связанными отношением R, если либо они совпадают, либо 
меж,цу ними установлено железнодорожное сообщение. Является 
ли R отношением эквивалентности? 

12 . 5 . 1 .  Рассматривается бинарное отношение R на множе­
стве всех жителей земного шара. Два человека считаются свя-
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занными отношением R, если у них есть общие знакомые. Явля­
ется ли R отношением эквивалентности? 

12 . 5 . 2 .  Рассматривается бинарное отношение R на множе­
стве всех жителей земного шара. Два человека считаются свя­
занными отношением R, если они владеют одним и тем же язы­
ком . Является ли R отношением эквивалентности? 

12 .6 .  На множестве вещественных чисел IR задано бинарное 
отношение R по одному из следующих правил : xRy, если 

а) х = у; б) х < у; в) х < у ;  г) х > у ; д) х > у. 
В каком из этих правил а)-д) бинарное отношение R рефлексив­
но? 

12 .7 . На множестве ненулевых вещественных чисел IR \ {О} 
задано бинарное отношение R по одному из следующих правил: 
xRy, если 

а) ху > О; б) х - у Е Z; в) х/у Е Z. 
Для каждого из этих правил выяснить, является ли бинарное 
отношение R рефлексивным , симметричным , транзитивным? 
Если R является отношением эквивалентности, то найти фактор­
множество (IR \ {О} )  /R. 

12 .8 .  На множестве упорядоченных пар вещественных чисел 
IR.2 задано бинарное отношение R по одному из следующих пра­
вил : (x 1 , x2)R(y1 , y2 ) ,  если 

а) { х 1 < У1 , б) [ х 1 < У1 , ) { х 1 = У1 , 
х2 < у2 ; х2 < у2 ; в х2 = у2 ; 

д) х1у1 + х2у2 > О; е) (х 1  - х2) (у1 - У2 ) > О . 
Для каждого из этих правил выяснить , является ли бинарное 
отношение R рефлексивным,  симметричным , транзитивным? 

12 .9 .  На множестве упорядоченных пар вещественных чисел 
IR.2 задано бинарное отношение R по правилу: (х 1 , x2)R(y1 , У2 ) ,  
если существует биективное отображение f : IR � IR такое, что { YI = f(xi ) ,  Доказать , что бинарное отношение R является У2 = f (х2 ) .  
отношением эквивалентности. Найти фактор-множество IR.2 /R. 

12 . 10 .  На множестве квадратных матриц IR.nxn порядка п 
задано бинарное отношение R по одному из следующих правил : 
ARB , если 

а) матрицы А и В подобны; 
б) матрица А перестановочна с матрицей В. 
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Для каждого из этих правил выяснить , является ли бинарное 
отношение R рефлексивным, симметричным , транзитивным? 

12 . 1 1 .  На множестве матриц JRmxn задано бинарное отноше­
ние R по одному из следующих правил: ARB , если 

а) существует невырожденная матрица S Е JRmxm такая , что 
В =  SA ; 

б) существует невырожденная матрица Т Е JRnxn такая , что 
В =  АТ; 

в) существуют невырожденные матрицы S Е JRmxm и Т Е 
]Rnxn такие, что В =  SAT. 
Доказать , что каждое из этих правил задает отношение эквива­
лентности. Найти фактор-множество JRmxn /R. 

1 2 . 1 2 .  Пусть f - отображение множества Х во множество 
У. Доказать , что отношение R, определенное правилом: x1Rx2 , 
если f(x 1 ) = f(x2 ) ,  является отношением эквивалентности на 
множестве Х.  Найти фактор-множество X/R. 

12 . 13 .  Пусть на плоскости задана прямая l и пусть R - би­
нарное отношение, связывающее две точки М1 и М2 по одному 
из следующих правил : М1 RM2 , если 

а) либо точки М1 и М2 совпадают, либо прямая М1М2 па­
раллельна или совпадает с прямой l ; 

б) отрезок [М1 М2] либо не пересекает прямую l , либо лежит 
на ней.  
Доказать , что в каждом случае R - отношение эквивалентности. 
Что представляют собой фактор-множества по этим отношениям 
эквивалентности? 

12 . 14 .  Пусть р Е N, р > 1 .  Два целых числа m и п называются 
сравнимыми по модулю р ( m = п( mod р) ) ,  если при делении на 
р они дают одинаковые остатки . Пусть на множестве Z целых 
чисел введено бинарное отношение по правилу Е :  mEn, если m _ 
n(n1od p) .  Доказать , что Е - отношение эквивалентности. Найти 
фактор-множество Z/E . 

1 2 . 15 .  На декартовом произведении множеств Z х N введено 
бинарное отношение по правилу: (р, n)R(q, т) , если рт = qn . 
Доказать , что оно является отношением эквивалентности . Найти 
фактор-множество (Z х N)/R. 

12 . 16 .  На множестве дифференцируемых на прямой JR функ­
ций V задано бинарное отношение R по правилу: f ( х ) Rg( х ) , если 
f' (x) = g' (x) , Vx Е JR. Доказать , что бинарное отношение R яв-
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ляется отношением эквивалентности. Найти фактор-множество 
D/R. 

12 . 17 .  На множестве всех непустых подмножеств непустого 
множества Х задано бинарное отношение R по одному из сле,цу­
ющих правил : ERF, если 

а) Е n F =/= 0 ;  б) Е с F. 
Для каждого из этих правил выяснить , является ли бинарное 
отношение R рефлексивным , симметричным ,  транзитивным? 

12 . 18 .  На множестве всех подмножеств непустого конечного 
множества Х задано бинарное отношение R по правилу: ERF, 
если существует биективное отображение f : Е � F. Доказать , 
что отношение R является отношением эквивалентности и найти 
соответствующее фактор-множество . 

12 . 19 .  Для каждого из следующих множеств проверить , яв­
ляются ли указанные операции алгебраическими. Если да, то 
выяснить , обладают ли они свойствами (К) коммутативности , 
(А) ассоциативности, (N) наличия нейтрального элемента, (S) су­
ществования симметричного элемента для каждого элемента мно­
жества: 

1 )  сложение, вычитание, умножение и деление чисел на мно­
жестве IR вещественных чисел ; 

2) сложение , вычитание, умножение и деление чисел на мно­
жестве IR \ {О} ненулевых вещественных чисел ; 

3) сложение и умножение матриц на множестве всех невы­
рожденных матриц n-го порядка; 

4) сложение и умножение матриц на множестве невырожден­
ных треугольных матриц (одинакового вида) n-го порядка; 

5) сложение матриц на множестве матриц вида [ 2� � ] , где 
а , Ь Е IR; 

6) умножение матриц на множестве матриц вида [ 
где а, Ь Е Q, а2 + Ь2 =/= О ;  

7) умножение матриц на  множестве матриц вида [ � 
а, Ь Е IR; 

8) умножение матриц на множестве матриц вида 

где а , Ь Е IR, а2 + Ь2 =/= О; 

а Ь ] 2Ь а ' 

� ] , где 
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9) умножение матриц на множестве матриц вида [ -� � ] , 
где а , Ь Е IR, а 2 + Ь2 =/= О;  

10)  коммутатор матриц [А , В] = АВ - ВА на множестве квад­
ратных матриц n-го порядка; 

1 1 )  произведение Йордана матриц А *  В = � (АВ + БА) на 
множестве квадратных матриц n-го порядка; 

12 )  групповой коммутатор матриц {А, В}  = АВА-� в-1 на 
множестве невырожденных квадратных матриц n-го порядка; 

13 )  произведение отображений на множестве всех отображе­
ний множества Х в Х ;  

14) симметрическая разность А 6 В = (А U В) \ (А n В) на 
множестве всех подмножеств некоторого непустого множества 
Х.  

12 .20 .  Привести пример алгебраической операции, которая 
коммутативна, но не ассоциативна. 

12 . 2 1 .  Привести пример алгебраической операции , которая 
не ассоциативна, обладает нейтральным элементом ,  но симмет­
ричный элемент не единствен. 

12 .22 .  На множестве всех подмножеств множества Х рас­
сматриваются операции объединения и пересечения множеств . 
Доказать , что обе операции коммутативны, ассоциативны и каж­
дая из них дистрибутивна относительно другой. Обладают ли 
эти операции нейтральным элементом и, если да, то для каждо­
го ли подмножества существует симметричный элемент? 

12 .23 .  Доказать , что ассоциативная алгебраическая опера­
ция на множестве Х обладает обратной операцией тогда и толь­
ко тогда, когда эта операция имеет нейтральный элемент и для 
каждого элемента множества Х существует симметричный.  



Глава IV . Введение в теорию линейных 
пространств 

В этой главе рассматриваются задачи, относящиеся к первоначальному 
опыту изучения линейных пространств. Понятие линейного пространства 
подготавливается геометрическими примерами - множествами векторов на 
прямой, на плоскости и в пространстве. Каждое из обсуждаемых здесь по­
нятий - вещественное линейное пространство, линейная зависимость и ранг 
матрицы, базис и размерность линейного пространства, линейное подпро­
странство и линейное многообразие - :мотивируется как п-мерное обобщение 
соответствующих геометрических понятий. 

Дальнейшее развитие теории линейных пространств будет дано в главе 
хп . 

§ 13 . Геометрические векторы 
Направленные отрезки. Упорядоченная пара точек (А ,  В) наэыва­

ется направленн'ым отрезком с началом в точке А и концом в точке В.  
--t 

О б о з н а ч  е н и  е : АВ . Если точки А и В совпадают, то направленный отре-
� зок АВ называется нулев'Ы,М и обозначается символом ()А · 

--t 

Направленный отрезок АВ называется парал.лелънъtм пр.ямой l ( плоско-
сти Р) , если либо он нулевой, либо прямая АВ совпадает с прямой l (соот­
ветственно лежит в плоскости Р) , либо прямая АВ параллельна прямой l 

---t --t (соответственно плоскости Р) . О б о з н а ч е н и е : АВ l l  l , АВ 1 1  Р. 
� 

Направленные отрезки А 1  В1 , А2В2 , . . .  , AkBk называются коллинеарнъ�-
ми ( компланарнЪtми) , если существует прямая (соответственно плоскость ) , 
которой параллелен каждый из этих отрезков. 

---t 

Длиной направленного отрезка АВ называется длина отрезка [АВ] . Как 
следует из определения, длина нулевого и только нулевого направленного 

� отрезка равна нулю. О б о з н а ч е н и е : I AB j .  
� -� 

Ненулевые направленные отрезки АВ и С D называются одинаково на-
правленнъ�ми ( сонаправленнъ�ми) , если лучи [АВ) и [CD) имеют одинаковое 
направление, и противоположно направленнъ�ми, если лучи [АВ) и [С D) 

� � имеют противоположные направления . О б  о з н а ч е н и е : АВ T i  С D и 
� � 
АВ Т l CD соответственно. 

Прямая l с заданным на ней направлением называется осъю. Вели'Чиной 
--t направленного отрезка АВ на оси l называется число 

(iiВ) = { 1А11, 
- IAB I , 

--t 

АВ Т Т  l , 
--t 

АВ Т l l . 
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Из определения вытекают следующие факты. 
1 ° . Нулевые направленные отрезки, и только они , имеют нулевую вели­

чину. 
� ---+ 2° . (АВ) = - (ВА) . 

Л е м м а  Ш ал я. При любом расположении то'Чек А, В и С на пр.я­
мой имеет место равенство 

� ---+ ---4 

(АВ) == (АС) + (СВ) .  
---4 

Равенство направленных отрезков. Направленные отрезки АВ и 
---+-

. 

CD называются равнЪtми, если середины отрезков [AD] и [BCJ совпадают. 
---+ � 

Т е о р е м  а 13. 1 .  Направленнъtе отрезки АВ и С D равнъt тогда и 
толъко тогда, когда они имеют: 

---+ � 
1) одинаковую длину: IAB I == I CD I 

---4 
и, в слу'Чае IAB I -:/= О, ---+ � 

2) одинаковое направление: АВ j j  CD. 
� 

Т е о р е м  а 13 .2 .  Дл.я любого направленного отрезка АВ и любой 
---4 

то'ЧК'l.t С существует, и притом ед'l.tнственна.я, то'Чка D така.я, 'Что АВ == 
� CD. 

Т е о р е м а 13 .3 .  Отношение равенства направлеНН'Ьl,Х отрезков .яв­
ляете.я отношен'l.tем эквивалентности на множестве всех направленн'Ьlх 
отрезков. 

Свободный вектор.  Класс эквивалентности направленных отрезков 
называется свободнЪtм вектором или просто вектором. Векторы обозначают 

---4 строчными латинскими буквами а, Ь.  Итак, вектор а == cl (АВ) состоит 
---+ 

из всех направленных отрезков, равных АВ. Обычно вместо символа а == 
� ---4 

cl (АВ) используется символ а ==  АВ , который в зависимости от контекста 
� 

читается как "вектор а, порожденный направленным отрезком АВ " или 
"вектор а, отложенный от точки А ". 

Длиной векто'{Хl а ( вел'l.t'Чиной вектора а на оси) называется длина (со­
ответственно величина) порождающего его направленного отрезка; векторы 
ai , а2 ,  . . .  , ak называются коллинеарн'ыми ( компланарнъtми) , если коллине­
арны (соответственно компланарны) порождающие их направленные отрез­
ки; векторы а и Ь называются одинаково направленн'Ьtми ( противоположно 
направленнъ�ми) , если одинаково (соответственно противоположно) направ­
лены порождающие их направленные отрезки . Очевидно, что эти опреде­
ления корректны несмотря на произвол в выборе направленных отрезков . 
Вектор единичной длины называется едини'Чнъ�м вектором. 

Сложение векторов. Сумма векторов а и Ь определяется следующим 
образоl\·1 . От произвольной точки А откладывается вектор а, пусть В - конец 

� 
этого вектора, т.е. а =  АВ. Затем от точки В откладывается вектор Ъ, пусть 

---4 
Ь == ВС. Суммой а + Ь векторов а и Ь называется вектор, порожденный 

---+ 

направленным отрезком АС. 
Это правило сложения векторов называется правилом треуголъника. 

Очевидно, что этот же вектор а + Ь для неколлинеарных векторов а и 
Ь может быть получен как диагональ параллелограмма, построенного на 
векторах а и Ь,  т.е . если в параллелограмме ABCD: а == АВ, Ь == AD, то 
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---t 
а + Ь = АС. Это правило сложения векторов называется п]Jавилом па]Jал-
лелограмма. 

Т е о р е м  а 13 .4. Опершци.я сложения векторов обладает следую-
щими свойствами: 

1) а + Ь == Ь + а, V a, Ь (свойство коммутативности); 
2) ( а +  Ъ) + с == а +  ( Ъ + с) , Va, Ь,  с (свойство ассо'Циативности);  
3) существует вектор О, назъtваемЪtй нулевъtм, такой, 'Что а + О = 

О + а = а, Va (свойство существования нейтралъного элемента) ; 
4) дл.я любого вектора а существует вектор - а, назЪtваемый проти­

воположнъtм к вектору а, такой, 'Что а +  (- а) == О (свойство существо­
вания симметри'Чного элемента) . 

Очевидно, нулевым вектором О является класс эквивалентности нуле­
--+ вых направленных отрезков, а противоположным к вектору а = АВ явля­

---+ ется вектор - а = ВА. 
Свойство ассоциативности позволяет обобщить правило треугольника 

для сложения любого числа векторов: суl\1мой векторов а1 , а2 , . . .  , an бу­
дет вектор , соединяющий начало и конец ломаной линии, последовательны­
ми звеньями которой служат слагаемые векторы ai , а2 , . . . , an . Отсюда, в 
частности, следует, что ai + а2 + . . .  + an = О тогда и только тогда, когда 
эта ломаная замыкается . 

Разностъю векторов Ь и а называется вектор х такой , что а + х = Ь .  
О б о з н а ч е ни  е : Ь - а. 

Т е о р е м  а 13. 5 .  Дл.я любЪtх векторов а и Ь существует, и при­
том единственна.я, IJаЗНостъ Ь - а. 

Очевидно, Ъ- а = Ъ+ (- а) . Правило параллелограмма сложения некол­
линеарных векторов а и Ь позволяет построить и разность Ъ- а как другую 

� диагональ параллелограмма, т.е. если в параллелограмме АБС D:  а = АВ, 
� ---+ 

Ь == АD, то Ъ - a == BD. 
Умножение вектора на число. Произведением вектора а на веще­

ственное 'Число а называется вектор Ь, удовлетворяющий следующим усло­
виям : 

1 ) 1 b l == l a l · 1 al и ,  в случае Ь -=/; О , 
2) Ь Т Т а, если а > О,  и Ъ Т l а, если а < О . 
О б о з н а ч е н и е : Ь == а а. Очевидно, что О а  = а О = О, V a, Va Е IR. 

Т е о р е м  а 13.6 .  Опе]Jа'Ци.я умножения векто]Jа на 'Число обладает 
следующими свойствами: дл.я любъtх векторов а, Ь и 'Чисел а, {3 Е IR 

1) 1 · а = а; 
2) ( а{З) а == а ({З а) ; 
3) (а + {3) а == а а + {3 а (свойство дистрибутивности умножения на 

'Число относителъно слоа1еени.я 'Чисел); 
4) а( а + Ь) = а а + а Ь (свойство дистрибутивности умножения на 

'Число относителъно сложен и.я векторов) .  
Радиус-вектор точки. Пусть в пространстве (на плоскости или на 

прямой) зафиксирована точка О. Тогда между точками пространства (плос­
кости или прямой) и векторами можно установить взаимно однозначное co-

---t ответствие , поставив в соответствие каждой точке А вектор r А == ОА. Век-
тор r А называется радиус- вектором точки А относительно полюса О. Тот 
факт, что точка А имеет радиус-вектор г ,  обозначается символом A( r) . 



120 Глава IV. Введение в теорию линейных пространств 

Говорят, что точка М # В делит ненулевой отрезок [ АВ] в отно-
--+- --+ 

шении Л,  если АМ = ЛМВ. О б о з н ач е н и е : (АВМ) = Л .  
Заметим, что если точка М делит отрезок [АВ] в отношении Л , то она 

лежит на прямой АВ и Л # - 1 .  
Т е о р е м  а 13. 7. Пустъ А (  r1 ) , В (  r2 ) , М (  r3 ) - то'Чки простIJаНС-

тва и (АВМ) = Л .  Тогда 

rз = ( 13 . 1 )  

П р и м е р  13 . 1 .  В треугольнике АБС точка D делит отрезок. СВ в от­
ношении 2 ,  медиана СМ пересекается с прямой AD в точке О .  В каком 
отношении точка О делит отрезок СМ ? 

--+ -----+- ---+- ----+ 
Р е ш е н и е. Обозначим ВМ = а, BD = Ь .  Тогда AD = -2 а +  Ъ, СМ = 

-----+ ---+ ----+ ----+ -3 Ь + а. Пусть АО = aAD и ОМ = {ЗСМ.  Из треугольника АМО имеем: 
----+ � 
ОМ + а +  АО = О , т.е . /З( а - 3 Ъ) + а + а(-2 а + Ъ) = О или (/3 + 1 -
2а) а +  (а - 3/3) Ь = О. Отсюда и из линейной независимости векторов а и Ь 
следует, что 2а -{3 = 1 ,  а - 3/3 = О . Следовательно, а =  3/5 ,  f3 = 1 /5 .  Так как 
----+ ----+ ---+ ----+ --+ ----+ 
ОМ = {ЗСМ, то СО = ( 1 - /3)СМ. Это означает, что СО = ( ( 1  - f3)//3)0NI .  
Таким образом, (СМО) = ( 1  - /3) //3 = 4 .  • 

ЗАД АЧИ 

13 . 1 .  Что можно сказать о векторах а и Ь, если: 

1) l a + bl = l a - bl ; 4) l a + bl = l a l + l b l ;  
2) 1 а + b l  = 1 a l  - 1 ЬI ;  5) \ а - bl = l a l + l b l ; 
3) а + Ь= Л( а - Ь) ; ) а _ Ь ? 6 т;� - тьr · 

13 . 2 .  Неколлинеарные векторы а, Ь и а + Ь отложены от 
одной точки . Что можно сказать о векторах а и Ь, если вектор 
а + Ь делит угол меж,цу ними пополам? 

13 .3 .  В треугольнике АБС проведена медиана АМ. Выра-
� � � 

зить вектор АМ через векторы АБ и АС. 
� � �  

13 .4 .  Доказать , что векторы АМ, БN, СК, совпадающие с 
медианами треугольника АБС, могут служить сторонами тре­
угольника. 

13 . 5 .  Точки Mi , i = 1 , 6 , являются серединами последова­
тельных сторон выпуклого шестиугольника А1 А2АзА4А5Ав . До-
казать , что векторы М1 М2 , МзМ4 , М5Мв могут служить сторо­
нами треугольника. 

13 .6 .  Пусть Е и F - середины сторон АБ и CD четырех­
угольника ABCD, не являющегося параллелограммом ; К ,  L,  М 
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и N - середины отрезков AF, СЕ , В F и D Е соответственно. 
Доказать , что К LM N - параллелограмм . 

13 .6 . 1 .  Точки Е, F, G, Н являются серединами последова­
тельных сторон четырехугольника АБС D.  Доказать , что точка 
пересечения отрезков EG и F Н делит эти отрезки пополам . 

� � 
13 .7 .  Векторы АС = а и BD = Ь служат диагоналями па­

� � � � 
раллелограмма ABCD . Выразить векторы АВ, ВС, CD и DA 
через векторы а и Ь. 

1 3 .8 .  В трапеции ABCD отношение основания AD к основа-
� � 

нию ВС равно Л . Полагая АС = а, BD = Ь , выразить через а 
� � � � 

и Ь векторы АВ, ВС, CD и DA. 
13 .9 .  Точки Е и F служат серединами сторон АВ и CD четы­

� �  
� BC + AD 

рехугольника ABCD.  Доказать , что EF = 

2 
. Вывести 

отсюда теорему о средней линии трапеции. 
13 . 10 .  Точки Е и F служат серединами диагоналей АС и BD 

четырехугольника ABCD.  Доказать, что 

� � � � 

ЕР = 
лв + сD 

= 
АD + св

_ 2 2 

13 . 1 1 .  Точки К и L служат серединами сторон ВС и CD 
� � 

параллелограмма ABCD. Выразить векторы ВС и CD через 
� � 

векторы АК и AL . 
13 . 12 .  Доказать , что медианы произвольного треугольника 

пересекаются в одной точке,  которая делит каждую из них в 
отношении 2 : 1 , считая от вершины. 

13 . 1 2 . 1 .  В треугольнике АБС точка D делит отрезок СВ в 
отношении 2 ,  медиана СМ пересекается с прямой AD в точке О .  
В каком отношении точка О делит отрезок AD ? 

1 3 . 12 . 2 .  На  сторонах АВ , ВС и АС треугольника АБС взя­
ты соответственно точки С1 , Ai и В1 такие, что (АВС1 ) = 

(ВСА1 ) = (САВ1 ) = 2 .  Отрезок АА1 пересекается с отрезками 
ВВ1 и СС1 соответственно в точках М и  N. Найти отношение 
АМ :  MN : NA1 . 

� � 
13 . 13 .  Векторы АВ = р и AF = q служат двумя смеж-

ными сторонами правильного шестиугольника ABCDEF. Вы­
� � � �  

разить через р и q векторы ВС, CD, DE, EF. 
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1 3 . 14.  Доказать, что сумма векторов ,  идущих из центра пра­
вильного многоугольника к его вершинам , равна О .  

13 . 15 .  Доказать , что вектор , идущий из произвольной точ­
ки плоскости в центр правильного многоугольника, есть среднее 
арифметическое векторов , идущих из этой точки к вершинам 
многоугольника. 

13 . 16 .  В треугольнике найти точку, для которой сумма век­
торов , идущих из этой точки к вершинам треугольника, равна 
О. Единственна ли такая точка? 

13 . 16 . 1 .  Решить задачу, аналогичную задаче 1 3 . 1 6 ,  для па­
раллелограмма. 

13 . 16 .2 .  Решить задачу, аналогичную задаче 13 . 16 ,  для про­
извольного четырехугол�ника. 

� 
13 . 17 .  От точки О отложены два ненулевых вектора ОА = а 

� � 
и ОБ = Ь. Найти какой-нибудь вектор ОМ, идущий по биссек-
трисе угла АО В .  

13 . 18 .  В треугольнике АБС проведена биссектриса AD угла 
� � � 

А. Выразить вектор AD через векторы АВ и АС. 
13 . 19 .  В треугольнике АБС биссектрисы AL и ВК пересе-

� � 
каются в точке О. Выразить векторы АО и ВО через векторы 

----t � 
Ь = АВ и с = АС, если известны длины сторон треугольника: 
а == I BC I ,  Ь = I AC I , с =  IAB I .  Вывести отсюда теорему о точке 
пересечения биссектрис в треугольнике. 

13 . 20 .  Через точку Р медианы СС1 треугольника АБС про­
ведены прямые АА1 и ВВ1 (точки Ai и В1 лежат на сторонах 

----t 
ВС и СА) . Доказать , что векторы Ai B1 и АВ коллинеарны. 

1 3 . 2 1 .  а)  Точки А, В и С лежат на одной прямой, а точки Ai , 
В1 и С1 - на другой прямой . Доказать , что из коллинеарности 
� ---7 � ---7 -t 
АВ1 и ВА1 , АС1 и СА1 следует коллинеарность ВС1 и СВ1 . 

б) Точки А, В и С лежат на одной прямой , а точки A i , В1 
� -t � -t � 

и С1 таковы, что пары векторов АВ1 и ВА1 , АС1 и СА1 , ВС1 
-t 

и СВ1 коллинеарны. Доказать , что точки Ai , В1 и С1 лежат на 
одной прямой. 

� � 
13 . 22 .  Пусть АВ = а ,  АС = Ь - неколлинеарные векторы 

� 
и М - точка на прямой ВС. Доказать , что АМ = а а  + ,В Ь, где 
а + ,В = 1 .  Что можно сказать о числах а и ,В,  если точка М 
лежит: 
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а) на стороне БС; 
б) внутри треугольника АБС; 
в) вне треугольника АБС ?  

� � � 
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13 . 23 .  Пусть АВ = а, АС = Ь, AD = с - некомпланарные 
векторы и М - точка плоскости, проходящей через точки Б , С 

---t 
и D. Доказать , что АМ = а а + ,В Ь  + / с , где а +  ,В + / = 1 .  Что 
можно сказать о числах а, ,В и { , если точка М лежит: 

а) на грани БСD;  
б )  внутри тетраэдра АБСD; 
в) вне тетраэдра АБСD ? 

� � 
13 .24 .  На трех некомпланарных векторах АВ = р,  AD = q, 

----+ 
АА' = r построен параллелепипед АВ С D А' Б' С' D' .  Выразить 
через р, q и r векторы , совпадающие с ребрами, диагональю 
параллелепипеда и диагоналями граней этого параллелепипеда, 
для которых вершина А' служит началом . 

13 . 25 .  В тетраэдре АБСD даны ребра, выходящие из верши-
� � � 

ны А: АБ = Ь, АС = с и AD = d . Выразить через эти векторы 
� 

остальные ребра тетраэдра, медиану DM грани БСD и вектор 
� 
AQ, где Q - точка пересечения медиан грани БСD. 

� � 
13 .26 .  Дан тетраэдр ОАБС. Полагая ОА = а ,  ОБ = Ь и 

� -t � � 
ОС = с ,  выразить через а ,  Ь и с векторы MN, PQ и RS, в 
которых М, Р и R - середины ребер ОА, ОБ и ОС, а N,  Q и S 
- середины соответствующих противоположных ребер. 

� � 
13 . 27 .  Дан тетраэдр ОАБС. Полагая ОА = а ,  ОБ = Ь и 

----t � 
ОС = с ,  выразить через а ,  Ь и с вектор EF, в котором Е - се-
редина ребра ОА, а F - точка пересечения медиан треугольника 
АБС. 

13 . 28 .  Даны радиус-векторы r1 , r2 , rз трех последователь­
ных вершин А, Б и С параллелограмма. Найти радиус-вектор 
четвертой вершины D. 

13 . 29 .  Зная радиус-векторы r1 , r2 , rз вершин треугольника, 
найти радиус-вектор точки пересечения его медиан. 

13 . 30 .  Зная радиус-векторы r1 , r2 , rз трех последователь­
ных вершин параллелограмма, найти радиус-вектор r точки пе­
ресечения диагоналей параллелограмма. 

1 3 . 31 . Даны три последовательные вершины трапеции 
А(  r1 ) , Б( r2 ) и С( rз ) . Найти радиус-векторы: r4 четвертой вер-
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шины D ,  r' точки пересечения диагоналей и r" точки пересе­
чения боковых сторон,  зная ,  что основание AD в Л раз больше 
основания ВС. 

13 .32 .  Зная радиус-векторы rл , rв ,  ГD и ГА' четырех вер­
шин параллелепипеда ABCDA' В'С' D' , найти радиус-векторы 
четырех остальных его вершин . 

� � � 
13 .33 .  Радиус-векторы ОА = r1 , ОБ = r2 и ОС = rз слу-

жат ребрами параллелепипеда. Найти радиус-вектор точки пе­
ресечения диагонали параллелепипеда, выходящей из вершины 
О,  с плоскостью, проходящей через вершины А, В и С. 

13 .33 . 1 .  Зная радиус-векторы r1 , r2 , rз , r4 вершин тетраэд­
ра, найти радиус-вектор точки пересечения отрезков , соединяю­
щих середины его противоположных ребер. 

13 . 34.  Известно, что (АБС) = Л .  Найти (САВ) . 
13 .35 .  Известно , что (АВР) = Л ,  (ABQ ) = µ .  Найти (Р RQ) ,  

если точка R делит отрезок АВ в отношении v .  
13 .35 . 1 .  Известно, что (АВР) = Л ,  (ABQ) = µ. Найти (ABR) , 

если точка R является серединой отрезка PQ. 
13 . 36.  Доказать, что если точки К, L ,  М, N делят в одном и 

том же отношении Л стороны АВ, ВС, CD, DA параллелограм­
ма ABCD, то четырехугольник KLMN есть параллелограмм .  
Показать , что если Л -=/= 1 и четырехугольник К LM N является 
параллелограммом , то четырехугольник ABCD - также парал­
лелограмм . 

13 . 37. Дан тетраэдр ABCD . Найти точку М, для которой 
---t � -+ � 
мл + мв + мс + мп == о.  

13 .38.  От точки М отложены три ненулевых вектора х ,  у ,  
z ,  сумма которых равна нулевому вектору. Зная углы а ,  {3,  т 
между векторами у и z ,  z и х ,  х и у соответственно , найти 
отношения длин этих векторов 1 x l : 1 Y I : 1 z l . 

13 .39 .  От точки М, лежащей в плоскости треугольника АБС, 
---t 

отложены три ненулевых вектора х ,  у,  z ,  сонаправленных МА, 
� -+ 
МВ, МС соответственно и таких, что х + у +  z = О . Найти 
отношение длин этих векторов 1 x l : 1 Y I : 1 z l , если : 

а) точка М является центром окружности, описанной около 
треугольника АБС; 

б) точка М является центром окружности , вписанной в тре­
угольник АБС; 
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в) точка М является точкой пересечения высот треугольника 
АБС, а сам треугольник АБС остроугольный. 

13 .40 .  Найти точку М, лежаI.Цую в плоскости треугольника 
АБС, если сумма трех ненулевых векторов с равными длина­

� � �  
ми, отложенных от этой точки и сонаправленных МА, МВ, МС 
соответственно , равна нулевому вектору. 

13 .41 .  Даны два треугольника АБС и А' В'С' . Выразить век-
тор ММ' , соединяющий точки пересечения медиан этих тре-

� � �  
угольников , через векторы АА' , ВВ' , СС' . 

13 .42 .  В прямоугольном треугольнике АБС опущен перпен­
� 

дикуляр С Н на гипотенузу АВ. Выразить вектор С Н через век­
� �  

торы СА и СВ и длины катетов I BCI = а  и \CA I = Ь. 
13 .43 .  Зная радиус-векторы r1 , r2 , rз вершин треугольника 

АБС и длины а ,  Ь, с сторон, противолежащим соответствующим 
вершинам , найти радиус-вектор r центра круга, вписанного в 
этот треугольник. 

13 .44 .  Зная радиус-векторы r1 , r2 , rз вершин треугольника 
АБС и его внутренние углы, найти радиус-вектор r основания 
перпендикуляра, опущенного из вершины А на сторону ВС. 

13 .45 . Доказать , что отрезки прямых, соединяющих сере­
дины противоположных ребер тетраэдра, пересекаются в одной 
точке и делятся этой точкой пополам . Доказать также, что в той 
же точке пересекаются отрезки прямых, соединяющих вершины 
тетраэдра с точками пересечения медиан противоположных гра­
ней , и делятся этой точкой в отношении 3 :  1 (считая от вер:µ:rин) .  

13 .46. Доказать, что каково бы ни было конечное множе­
ство точек А1 , А2 , . . . , Ап (на прямой, на плоскости или в про­
странстве) , существует и притом только одна такая точка М, что 
МА1 + МА2 + . . .  + МАп = О. 

§ 14 . Вещественное линейное пространство 
Непустое множество V называется вещественнuм линеuн'Ым простrюн­

ством, если на нем заданы два закона композиции: 
внутренний закон композиции ,  называемый сложением и подчиненный 

аксиомам: 
1 )  а +  Ь = Ь + а, Va, Ь Е V (аксиома коммутативности) , 
2) (а + Ь) + с =  а +  (Ь + с) , Va , Ь, с Е V (аксиома ассоциативности ) , 
3) 3 () Е V : а + () = а, Va Е V, 
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4) V a E V 3 ( -a) E V
: a + ( -a) = B; 

внешний закон композиции, называемый умножением элемента а на чис­
ло а Е IR и подчиненный аксиомам: 

5) 1 · а ==  а, \/а Е V, 

6) (оJЗ)а == а({За) , Va, f3 Е IR, \/а Е V ; 
и если эти законы связаны между собой аксиомами: 

7) (а + {З)а = аа + {За , \/а, {3 Е IR
, Va Е V (аксиома дистрибутивности 

умножения на число относительно сложения чисел) , 
8) а (а + Ь) == аа + аЬ, Va Е IR, \/а, Ь Е V (аксиома дистрибутивности 

умножения на число относительно сложения элементов V) . 

Элементы линейного пространства называются векторами, а само ли­
нейное пространство называют также векторнъш простIJанством. 

Вектор () называется нулевъш вектором пространства, а вектор (-а) -
противоположнъtм к вектору а. Нулевой вектор обозначают также симво­
лом о.  

Линейной комбиншцией векторов ai ,  а2 , . . .  , ak линейного пространства 
с коэффициентами а1 , а2 , . . .  , йk Е IR называется вектор 

а1 а1 + а2а2 + . . . + йkak .  

Разностъю векторов Ь и а линейного пространства V называется вектор 
х Е V такой, что а + х = Ь. О б  о з н а ч е н и е : Ь - а. 

Большинство задач этой книги сформулировано для следующих клас­
сических примеров линейных пространств. 

П р и м е р  14 . 1 .  Г е о м е т р и ч е с к и е  п р о с т р а н с т в а  V1 ,  V2 , Vз . :tvlно­
жества V1 , V2 , Vз всех векторов на прямой, на плоскости и в пространстве 
соответственно образуют вещественные линейные пространства относитель­
но стандартных операций сложения векторов и умножения вектора на дей­
ствительное число. Это следует из теорем 13 .4 и 13 .6 ,  и из того , что каждое 
из этих множеств замкнуто относительно обеих операций, содержит нулевой 
вектор О и противоположный вектор - а к любому своему вектору а. 

Линейные пространства V1 , V2 , Vз будем называть геометри'Ческ1ши 
пространствамu. 

Для изображения геометрических пространств условимся все векторы 
откладывать от одной фиксированной точки О на прямой (на плоскости и 
в пространстве соответственно) .  При таком соглашении каждый свободный 
вектор будет однозначно определен своим концом. В этом смысле мы будеl\I , 
говоря о свободном векторе, указывать только его конец. 

П р и м е р  14 .2 .  П р о с т р а н с т в о  в е щ е с т в е н н ы х  :м ат р и ц  IRmx n . 
Как следует из теорем 1 . 1  и 1 .2 ,  множество IRmx n всех вещественных матриц 
размера m х п является вещественным линейныl\,1 пространством . 

П р и м е р  14 .3 .  А р и ф м е т и ч е с к о е  (к о о р д и н ат н о е) п р о с т р а н­
с т в  о IRn . Пусть IRn 

- множество всевозможных упорядоченных наборов 
п действительных чисел , называемых арифмети-ч,ескимu векто]Jамu (или 
п-мер?-1'Ьtми векто]Jами) . Если арифметические векторы записывать в виде 
а = 

( a i ' . . . ' ап ) ' то 
IRn == { а ==  (a 1 ,  . . . , an

) l ai Е IR , i = 1 , п } . 
Два арифметических вектора а = (а1 , . . . , an

) и Ь = (Ь1 , . . . , Ьп ) называ­
ются равнъ�ми, если ai = bi , i = 1 ,  п.  

Операции над арифметическими векторами вводятся следующим обра­
зоl\1 : 

а + Ь = (а 1 + Ь1 , . . . , ап + Ьп ) ,  аа = (аа 1 , . . . , aan
) , а Е IR. 
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Нетрудно проверить, что Rn - вещественное линейное пространство от­
носительно введенных операций. 

П р и м е р  1 4 .4 .  П р о с т р ан с т в а  м н о г о ч л е н о в . Мн,ого-член,ом п-й 
степен,и от одной переменной t с вещественными коэффициентами называ-
ется выражение вида J ( t) == ао + a i t + a2 t2 + · · · + an

tn , где ai Е R
, i = О,  п,  

причем an -=/; О. Число О Е R по определению считается многочленом с нуле­
выми коэффициентами и называется н,улевъtм мн,ого'ЧЛе'Ном. Степень нуле­
вого многочлена не определена. 

Два многочлена f( t) == L�
=O ak tk и g( t )  = 2:;;1

=0 
b
k tk называются ]Jав'Н'Ьt­

ми, если п = m и ak = 
b
k ,  k == О ,  п .  

Суммой многочленов J (t) = L�=O ak
tk и g(t ) == 2:;;1

=0 
b
ktk называется 

многочлен h(t) == L
k>o (ak + bk ) tk , в котором недостающие коэффициенты 

( ak или bk ) заменяются нулями. о б  о з н ач е н и е : f (t ) + g(t) . 

Произведен,ием многочлена J(t ) = L�=O ak tk н,а -число а Е R называется 
многочлен o.f(t) = L:�

=o a:ak tk . 
Нетрудно проверить , что множества Мп всех многочленов степени не 

выше п и  ыножество М00 многочленов всех степеней, пополненные нулевым 
многочленом, образуют вещественные линейные пространства. 

Следующие свойства линейных пространств являются элементарными 
следствиями из аксиом . 

1 ° .  В лин,ейн,ом nростран,стве существует един,стве'Н'Н'Ьlй н,улевой век­
тор. 

2° . Для любого вектора лин,ейн,ого пространства существует единст­
веннъtй противоположнъtй вектор. 

3° . В линейн,ом пространстве справедлнвъt IJавенства: Оа = () , \/а Е V и 
аО 

= () , \/а Е R. 
4° . В линейном прост]Jанстве из равенства аа = () следует, -что либо 

а = О ,  либо а == () . 
5° . Для любого вектора а линейного пространства противоположнъtй 

ему вектор может бЪtтъ полу-чен как произведею.�е: -а = ( - 1  )а .  
6° . Д11-я любой паръ� векторов а и Ь линейного прост]Jанства существу­

ет, и притом един,ственная, разн,остъ а - Ь, при-чем а - Ь = а + (-Ь) . 

ЗАД АЧИ 

14 . 1 .  Для каждого из следующих множеств векторов на плос­
кости определить , является ли оно линейным пространством от­
носительно стандартных операций сложения векторов и умноже­
ния вектора на число (если не оговорено противное, то предпо­
лагается , что все векторы отложены от фиксированной точки О 
плоскости, являющейся началом прямоугольной системы коор­
динат) . 

1 .  Все векторы , концы которых лежат на данной прямой.  
2 .  Все векторы , начала и концы которых лежат на данной 

прямой . 
3 .  Все векторы , концы которых не лежат на данной прямой. 
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4. Все векторы , концы которых лежат: 
а) в первой четверти системы координат; 
б) в первой или третьей четверти . 

5 .  Все векторы, которые образуют с данным ненулевым век­
тором а заданный угол ер ,  О < ер < 1Г .  

14 . 2 .  Определить , является ли вещественным линейным про-
странством множество 

а) Z целых чисел , 
б) Q рациональных чисел, 
в) IR действительных чисел 

относительно стандартных операций сложения и умножения чи­
сел . 

14. 3 .  На множестве IR+ положительных действительных чи­
сел определены сле,цующие операции: 

а) ' 'сложение" х Е9 у = ху (т.е .  обычное умножение чисел х и 
у) ; 

б) "умножение на действительное число" а 0 х = х0 (т. е. воз­
ведение числа х в степень а) . 

Показать , что множество IR+ относительно указанных опера­
ций образует вещественное линейное пространство . 

14 .4 .  Пусть i2 - множество всех упорядоченных пар дей­
ствительных чисел х = ( а1 , а2 ) с операциями: 

а) если х = (а1 , а2 ) ,  у = ((31 , /32 ) ,  то х + у = (а1 + /31 , а2 + f32 ) ;  
б) если Л Е IR ,  то Лх = (Ла1 , а2 ) .  

Является ли i2 вещественным линейным пространством? 
14 . 5 .  Для каждого из сле,цующих множеств векторов ариф­

метического пространства IR.n определить , является ли оно ли­
нейным пространством относительно стандартных операций сло­
жения и умножения на число в IR.n . 

1 .  Все векторы из IR.n ,  компоненты которых удовлетворяют 
условию: 
а) х1  + Х2 + . . .  + Хп = О; б) Х1  + х2 + . . . + Хп = 1 .  

2 .  Все векторы из IR.n , у которых: 
а) первая и последняя компоненты равны между собой; 
б) все компоненты с четными номерами равны нулю. 

3. Все векторы из IR.n , которые являются линейными комби­
нациями данной системы векторов al , а2 , . . .  , ak из IR.n . 

14.6 .  Пусть S - множество всех бесконечных последователь­
ностей действительных чисел х = (а1 , а2 , . . .  , йп , . . .  ) ,  в котором 
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введены следующие операции: 
а) если х = ( а1 , а2 , . . . , йп , . . .  ) , у = ((31 , (32 , . . .  , fЗп , . . . ) ,  то х + 

у = (а1 + f31 , а2 + f32 , . · · , йп + fЗп , .  · . ) ; 
6) если Л Е IR, то Лх = (Ла1 , Ла2 , . . .  , Лап , · · · ) · 
Для каждого из сле,цующих подмножеств множества S опре­

делить, является ли оно вещественным линейным простран­
ством относительно указанных операций. 

1 .  Все множество S.  
2 .  Все последовательности из S, элементы которых удовле­

творяют соотношению ak = ak-1 + йk-2 , k = 3 ,  4 ,  . . . . 
3 .  Все последовательности из S, все элементы которых, на­

чиная с некоторого номера, равны нулю. 
4 .  Все последовательности из S, которые содержат бесконеч­

но много совпадающих элементов . 
14 .7 . Для каждого из следующих множеств квадратных мат­

риц n-го порядка определить , является ли оно линейным про­
странством относительно стандартных операций сложения мат­
риц и умножения матрицы на число. 

1 .  Множество всех матриц А, для которых: 
а) tr А = О ; в) Ат = А; 
6) tr А = 1 ; г) Ат = -А. 

2 .  Множество всех невырожденных матриц из JR.nxn , попол-
ненное нулевой матрицей . 

3 .  Множество всех верхних ступенчатых матриц из IR.nxn . 
4 .  Множество всех верхних треугольных матриц из IR.nxn . 
14 .8 .  Для каждого из следующих множеств многочленов от 

одной переменной с вещественными коэффициентами опреде­
лить , является ли оно линейным пространством относительно 
стандартных операций сложения многочленов и умножения мно­
гочлена на число . 

1 .  Множество всех многочленов данной степени . 
2 .  Множество всех многочленов f(t) , удовлетворяющих усло­

виям : 
а) / ( 1 )  = О; 
6) f ( 1 )  = 1 ;  
в) f(O) + 2/( 1 ) = О; 
г) f(O) + 2/ ( 1 ) = 1 ;  

д )  f' (O) = О ; 
е) f' ( 1 ) = f ( 1 ) ; 
ж) f' (O) - f(O) = J' ( l ) - / ( 1 ) .  

3 .  Множество всех многочленов f ( t) ,  для которых t = 1 -
простой корень . 

5-427 1 
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14.9 .  Для каждого из следующих множеств функций, опреде­
ленных на заданном конечном отрезке [а ,  Ь] , выяснить , является 
ли оно линейным пространством относительно обычных опера­
ций сложения функций и умножения функции на число . 

1 .  Множество всех функций, непрерывных на [а ,  Ь] . 
2 .  Множество всех функций , дифференцируемых на (а , Ь) . 
3 .  Множество всех функций,  интегрируемых по Риману на 

[а ,  Ь] . 
4. Множество всех функций , ограниченных на [а ,  Ь] . 
5 .  Множество функций таких, что sup l f (x) I < 1 .  

а�х�Ь 
6. Множество всех функций, неотрицательных на [а ,  Ь] . 7. Множество функций таких, что f (а) == f (Ь) . 
8 .  Множество функций таких, что f' ( (a + Ь) /2) = 1 . 
9 .  Множество функций таких, что lin1 f (х ) = оо .  

х�а+О 
10 .  Множество функций , монотонно возрастающих на [а ,  Ь] . 
1 1 .  Множество функций, монотонных на [а ,  Ь] . 
12 . Множество функций , принимающих конечное число зна­

чений на [а ,  Ь] . 
13 .  Множество функций , обращающихся в тождественный 

нуль в некоторых окрестностях точек а и Ь. 
14. 10 .  Найти ошибку в сле,цующем "доказательстве" того , что 

аксиома 1 · а == а \:/а Е V вытекает из других аксиом линейного 
пространства: "Пусть а =  аЬ, тогда 1 · а = 1 (аЬ) = ( 1 · а) Ь == аЬ == 
а". 

14. 1 1 .  Привести пример множества М, для которого выпол­
нены все аксиомы линейного пространства, кроме аксиомы: 1 ·а = 
а \:/а Е М. В чем состоит значение этой аксиомы в определении 
линейного пространства? 

14 . 12 .  Доказать , что коммутативность сложения векторов 
вытекает из остальных аксиом линейного пространства. 

§ 15 . Линейная зависимость 
Линейная комбинация векторов называется тривиалъной, если все ее 

коэффициенты равны нулю, и нетривиалъной, если среди коэффициентов 
этой комбинации хотя бы один отличен от нуля . 

Система векторов a i , а2 , . . .  , ak называется линейно зав�tсимой, если 
существует нетривиальная линейная комбинация этих векторов, равная ну­
левому вектору, т.е . если существуют числа а1 , а2 , . . .  , O. k , одновременно не 



§1 5. Линейная зависимость 131 

равные нулю, такие, что 

( 1 5 . 1 )  

и л1тейно независимой, если нулевому вектору равна только тривиальная 
линейная комбинация этих векторов, т.е . если из равенства ( 1 5 . 1 )  следует, 
что а1 = а2 = . . .  = йk = О .  

Т е о р е м  а 15 .1 .  Система из одного векто]Jа линейно зависима то­
гда и толъко тогда, когда этот вектор нулевой. 

Т е о р е м  а 15 .2 .  Система векторов а1 , а2 , . . . , ak , где k > 1 , линей­
но зависима тогда и толъко тогда, когда хот.я бЪt один из векторов этой 
системЪt линейно вЪt'[ЮЖаетс.я 'Через другие . 

Т е о р е м  а 15 .3 .  Если подсисте.ма систем'Ы векторов линейно зa­
в'l.tc'l.tмa, то и вс.я система линейно зависима. 

Т е о р е м  а 15 .4. Любая подсисте.ма линейно независимой системъt 
векторов линейно независима. 

Т е о р е м  а 15 .5 .  Система векторов а1 , а2 , . . . , ak линейно незави­
сима тогда и толъко тогда, когда любой вектор, .явл.яющийс.я линейной 
комбина'Цией этих векторов, имеет единственное разложение по этим 
векто]Jам. 

Т е о р  е м а 15 .6 .  Если система векторов ai , а2 , • . .  , ak линейно неза­
висима, а систе.ма ai , а2 , . . .  , ak , Ь линейно зависима, то вектор Ь линейно 
вЪtражается -ч,ерез векrпоръt ai , а2 ,  . . .  , ak . 

П р и м е р  1 5 . 1 .  А р и ф м е т и ч е с к о е  п р о с т р ан с т в о  Rn . В арифме­
тическом пространстве Rn единичные векторы 

ei  = ( 1 , 0 , О , . . . , О) ,  
е2 == (О ,  1 ,  О ,  . . .  , О) , ( 1 5 .2) 
еп == (О ,  О ,  О, . . .  , 1 )  

линейно независимы.  Это следует из того, что линейная комбинация этих 
векторов с коэффициентами а 1 , а2 ,  . . . , йп представляет собой вектор (а 1 , а2 , 
. . .  , йп ) ,  который равен нулевому вектору () = (О , . . .  , О)  тогда и только тогда, 
когда йi = О , i = 1 , п . 

П р и м е р  1 5 .2 .  П р о с т р а н с т в о  м ат р и ц  Rm x n . Матричные едини­
цы Eij Е Rrп. x n (i == 1 ,  т ,  j == 1 ,  п) (см. задачу 1 . 14) линейно независимы . 
Это следует из того, что линейная комбинация этих матриц с коэффициен-
тами aij ( i = 1 ,  т ,  j = 1 ,  п) представляет собой матрицу А = ( aij ) Е Rrп. х п

, 

которая равна нулевой матрице тогда и только тогда, когда aij = О ( i == 1 ,  т ,  
j == 1 , п) .  

П р и м е р  1 5 .3 .  П р о с т р ан с т в о  м н о г о ч л е н о в. ТVIногочлены 1 ,  t , 
t2

, . . .  , tn линейно независимы . Это следует из того, что линейная комбина­
ция этих многочленов с коэффициентами ао , а 1 , . . .  , йп представляет собой 
многочлен L�=O йk tk , который равен нулевому многочлену тогда и только 
тогда, когда йk == О, k = О, п. 

П р и м е р  15 .4 .  Г е о м е т р и ч е с к и е  п р о с т р а н с т в а. Следующие 
Факты дают геометрическую иллюстрацию понятия линейной зависимости. 

Т е о р е м  а 15. 7. Два векто]Jа линейно зависимъ� тогда и толъко 
тогда, когда они колл'l.tнеарнЪt. 
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Сл е д с т в и е  1 .  ЛюбЪtе два (зна'Чит, и более) вектора пр.ямой линейно 
зависим'Ы. 

Т е о р е м  а 15 .8 .  Три вектора линейно зависим'Ы тогда и толъко 
тогда, когда они компланарн'ы. 

Сл е д с т в и е  2 . Любъtе три (зна'Чит, и более) вектора плоскости ли­
нейно зависимъt. 

Т е о р е м  а 15 .9 .  Люб'Ые 'Чет'Ыре вектора линейно зависим'Ы. 
По аналогии с геометрическими векторами два векто]Jа линейного про­

странства называются к9ллинеарнЪtми, если они отличаются лишь числовым 
множителем . 

ЗАД АЧИ 

15 . 1 .  Доказать , что система векторов , содержащая нулевой 
вектор, линейно зависима. 

15 . 2 .  Доказать, что система векторов, два вектора которой 
различаются скалярным множителем , линейно зависима. 

15 . 3 .  Доказать, что если три вектора a i , а2 , аз линейно за­
висимы и вектор аз не выражается линейно через векторы ai  и 
а2 , то векторы ai  и а2 различаются между собой лишь числовым 
множителем . 

15 .4 .  Доказать , что упорядоченная система векторов a i , а2 , 
. . .  , ak , отличных от нуля , линейно независима тогда и только 
тогда, когда ни один из этих векторов не выражается линейно 
через предыдущие. 

15 . 5 .  Доказать, что если к упорядоченной линейно независи­
мой системе векторов a i , а2 , . . .  , ak приписать впереди еще один 
вектор Ь, то не более чем один вектор полученной системы будет 
линейно выражаться через предыдущие. 

15 .6 .  1 ) Доказать , что ненулевые строки верхней трапецие­
видной матрицы, т.е. строки 

ai = (а1 1 , а12 , · · · , a 1r , a1 ,r+1 , · · · , а1п ) ,  
а2 = (О ,  а22 , . . .  , a2r , a2 ,r+1 , · · · , а2п ) ,  

ar = (О , О ,  · · · , arr , ar, r+ 1 , · · · , arn ) ,  

где akk =!= О, k = 1 , r ,  линейно независимы как векторы простран­
ства IR.n . 

2) Доказать то же утверждение для ненулевых строк верхней 
ступенчатой матрицы. 

15 .  7 .  Элементарны.ми преобразования.ми систе.мъt векторов 
называются преобразования следующих типов : а) перестановка 
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двух векторов системы ;  б) умножение вектора системы на нену­
левое число ; в) прибавление к одному вектору системы другого 
вектора, умноженного на произвольное число Доказать , что ли­
нейная зависимость и линейная независимость системы векторов 
не нарушаются при ее элементарных преобразованиях. 

15 .8 .  Доказать, что произвольную систему векторов арифме­
тического пространства элементарными преобразованиями мож­
но привести к системе векторов ,  образующих строки некоторой 
верхней ступенчатой матрицы. Как определить , была ли исход­
ная система линейно зависима? 

15 .9 .  Доказать , что для любых трех векторов а, Ь, с и любых 
трех чисел а , /3, т векторы аа - (ЗЬ, гЬ - ас, (Зс - 1а линейно 
зависимы. 

15 . 10 .  Доказать , что векторы а ,  Ь , с, d линейно зависимы то­
гда и только тогда, когда линейно зависимы векторы а + Ь + с, 
а + Ь + d, Ь + с + d, а + с + d. 

15 . 1 1 .  Пусть х, у, z - линейно независимая система векторов . 
Бу,цут ли линейно независимы сле,цующие системы векторов: 

а) х, х + у , x + y + z ; 
б) х + у, у +  z , z + х ; 
в) х - у, y - z , z - x ? 
15 . 12 .  Найти все значения Л ,  при которых: 
а) из линейной независимости системы векторов ai , а2 следу­

ет линейная независимость системы Ла1 + а2 , ai + Ла2 ; 
б) из линейной независимости системы векторов ai , а2 , . . . , ап 

следует линейная независимость системы ai + а2 , а2 + аз , . . .  , 
ап- 1 + ап , ап + Ла1 . 

Выяснить , являются ли следу1ощие системы векторов ариф­
метических пространств линейно зависимыми. 

15 . 13 .  

15 . 15 .  

15 . 17 .  

15 . 19 . 

Х1 = (-3 , 1 , 5 ) ,  
Х2 = (6 ,  _-2 , 15 ) . 
Х1 = ( 1 , 2 ,  3 , О) , 
Х2 = (2 , 4 , 6 ,  1 ) .  
Х1 = ( 1 , 2 ,  3) , 
Х2 = (2 , 5 , 7) , 
Х3 = (3 , 7 , 10) . 
х 1 = ( 1 , 2 ,  3) , 
Х2 = (4, 5 ,  6) , 
Х3 = (7 , 8 , 9) . 

15 . 14 .  Х1 = (4 ,  - 12 , 28) , 
Х2 = (-7, 21 , -49) . 

15 . 16 .  Х1 = ( 1 ,  3 , 4 ,  2 ,  7 , 8) ,  
Х2 = (2 ,  6 , 8 , 6 , 2 1 , 24) . 

15 . 18 .  Х1 = ( 1 , 2 ,  3) ,  
Х2 = (2 , 5 ,  7) , 
Х3 = (3 ,  7 ,  10 + с:) . 

15 .20 .  Х 1  = (3 ,  4 , 1 ,  2 ,  о , О) , 
Х2 = (6 , 8 , 2 , 4 ,  1 , 3) , 
Х3 = (О ,  о , 4 ,  8 , 2 , 6) . 
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15 . 2 1 .  х 1 = ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,  
Х2 = ( 1 ,  - 1 ,  - 1 ,  1 ) ,  
Х3 = ( 1 ,  - 1 , 1 , - 1 ) ,  
Х4 = ( 1 , 1 , - 1 ,  - 1 ) .  

15 .22 .  Х1  = ( 1 , 1 , о ,  о ,  О) , 
Х2 = ( 1 ,  2 ,  о ,  о , О) , 
Х3 = (9 , 8 , 7 ,  2 ,  1 ) ,  
Х4 = (5 , 9 , 7 ,  1 , 1 ) . 

15 . 23 .  Пусть дана система векторов арифметического про­
странства 

·х 1 = (а 1 1  , а 1 2 , · · · , а 1 п ) , 
Х2 = (а21 , а22 , · · · , а2п ) ,  

Xs = ( asl , as2 , · · · , аsп ) ,  
s 

где s < п. Доказать, что если l aJj l > L l aiJ I ,  j = 1 , s ,  то данная 
i= l  i#j 

система векторов линейно независима. 
15 .24 .  Если из каждого вектора ai , а2 , . . . , ak пространства 

IR.n исключить компоненты с номерами i i , i2 , . . .  , im ( 1 < i l < 
i2 < . . . < im < п) , получится новая система векторов Ь1 , Ь2 , . . .  , 
bk пространства JR.n-m , которую будем называть укороченной для 
исходной системы.  В свою очередь , исходную систему будем на­
зывать удлиненной для системы Ь1 , Ь2 , . . .  , bk . Доказать , что лю­
бая укороченная система для линейно Зависимой системы век­
торов сама линейно зависима, а любая удлиненная система для 
линейной независимой системы векторов сама линейно незави­
сима. 

15 . 25 .  Доказать, что в пространстве многочленов всякая ко­
нечная система, состоящая из многочленов разных степеней и не 
содержащая нуля , линейно независима. 

15 . 26 .  Дана система многочленов !1 (t) = 1 - t2 , f2 (t) = 1 + t3 , 
fз (t) = t - t3 ,  f4 (t) = 1 + t + t2 + t3 . Найти линейные комбинации 
многочленов этой системы: 

а) 5/1 + !2 - 4fз ; б) !1 + 9f2 - 4f4 . 
Что можно сказать об исходной системе многочленов? 

15 .27 .  Для многочлена, полученного в предыдущей задаче, 
найти другие разложения по системе f1 (t) , f2 (t) , fз (t ) , f4 (t) . 

15 . 28 .  Пусть а , Ь, с - различные действительные числа. Вы­
яснить , будет ли линейно зависима следующая система много­
членов : 

(t - a) (t - Ь) , (t - a) (t - с) , (t - b) (t - с) . 
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15 .29 .  Доказать , что матрицы А1 , . . . , Ak пространства JRnxm 
линейно зависимы тогда и только тогда, когда линейно зависимы 
матрицы Af , . . .  , AI . 

15 .30 .  Доказать , что матрицы А1 , . . .  , Ak пространства IR.nxm 
линейно зависимы тогда и только тогда, когда хотя бы для одной 
невырожденной матрицы В Е IR.nxn линейно зависимы матрицы 
ВА1 , . . .  , BAk .  

15 . 3 1 .  Пусть Aj Е IR.mxn , j = 1 , k , и В Е JRsx l . Доказать , что 
матрицы В 0 А1 , В 0 А2 , . . . , В 0 Ak линейно независимы тогда 
и только тогда, когда линейно независимы матрицы А1 , А2 , . . . , 
Ak и матрица В ненулевая . 

15 . 32 .  Известно , что невырожденная матрица А такова, что 
для некоторого k Е N матрицы I,  А, . . . , Ak линейно зависимы.  
Доказать , что матрица л-1 есть многочлен от А степени не выше 
k - 1 .  

15 . 33 .  Доказать линейную независимость сле,цующих систем 
функций: 

а) sin х ,  cos х ;  
б )  1 , sin х ,  cos х;  
в) sin х,  sin 2х , . . .  , sin пх ( п Е N) ; 
г) 1 , cos х ,  cos 2х , . . . , cos пх ( п Е N) ; 
д) 1 , cos х,  sin х ,  cos 2х , sin 2х , . . .  , cos пх , sin пх ( п Е N) ; 
е) 1 , sin х ,  sin 2 х ,  . . .  , sin п х ( п Е N) ; 
ж) 1 , cos х,  cos2 х,  . . .  , cosn х (п Е N) . 
15 . 34.  Доказать линейную независимость систем функций: 
а) еа1 х , е

а2х , . . .  , е
апх ( п Е N) , 

6) х01 , х02 , • . • , х0п (п Е N) , 
где а1 , . . .  , ап - попарно различные действительные числа. 

15 . 35 .  Доказать , что в пространстве функций одной пере­
менной векторы f1 (x) , . . . , fп (х) линейно независимы тогда и 
только тогда, когда существуют числа al , . . . , ап Е IR такие, что 
det (fi ( aj ) ) =!= О . 

15 . 36 .  Доказать, что в пространстве п - 1 раз дифферен­
цируемых функций одной переменной векторы f1 (x) , . . .  , fп (х) 
линейно независимы,  если существует такое число а Е IR,  что 
их вронскиан det (fi(

j- l ) (а) )  отличен от нуля .  Верно ли обратное 
утверждение? 



136 Глава IV. Введение в теорию линейных пространств 

§ 16 . Ранг матрицы 
Рангом ненулевой матрицы называется максимальный порядок ненуле­

вых миноров этой матрицы. Ранг нулевой матрицы по определению счита­
ется равным нулю. О б о з н а ч е н и е : rg A.  

Очевидно, что если А Е Rm x п
, то rg А < min(m, п) . 

Матрица, ранг которой равен числу строк (столбцов) ,  называется мат­
рu'Цей полного ранга по �ислу строк (столб'Цов) . 

Пусть rg А = r > О. Любой ненулевой минор r-го порядка этой матрицы 
называется базиснъtм минором, а строки и столбцы, в которых расположен 
базисный минор, - базиснъtми строками и столб'Цами. 

Т е о р е м  а 16. 1 (о базисном миноре) . Базисние строки (столб­
'ЦЪL) линейно независимъt. Люба.я строка ( столбе'Ц) матри'ЦЪL является ли­
нейной комбина'Цией ее базиснъtх строк ( столб'Цов) . 

С л е д с т в и е 1 (необходимое и достаточное условие равенства 
нулю определителя) . Определителъ матри'Ц'Ьt '{ХLвен нулю тогда и толъ­
ко тогда, когда ка ка.я-либо ее строка ( столбе'Ц) .являете.я линейной комб1t­
на'Цией других ее строк ( столб'Цов) . 

Т е о р е м  а 16.2 .  Ecл'l.t в лtтейном простIJанстве б6лъша.я систе­
ма векторов линейно в'ЬlIJаЖаетс.я 'Через менъшую, rno болъша.я с'l.tстема 
линейно зависима. 

Т е о р е м  а 16.3 .  Ранг матри'Ц'Ьt равен максималъному -ч,ис.лу ее ли­
нейно независи.м,Ъtх строк ( столб'Цов) . 

Сл е д с т в и е  2 .  rg A = rg Aт . 
Т е о р е м  а 16.4. Если все строки (столб'Цы) матри'Ц'Ьt А линейно 

въtра;жаютс.я 'Через строки ( столб'Ци) матри'ЦЪL В, то rg А < rg В.  
Т е о р е м  а 16.5 .  Ранг произведени.я матри'Ц не  превосходит JХLНгов 

сомножителей. 
Т е о р е м  а 16.6. Ранг матри'Ц'Ьt не изменяется при умножении ее 

на невъtрожденную матрtt'Цу. 
Т е о р е м  а 16. 7. Элементарнъtе преоб]Jазовшн.ия матри'Ц'Ьt не изме­

няют ее ранга. 
Т е о р е м  а 16.8 . Ранг матри'Ц'ЬL не измените.я, если из систем'Ьl 

ее строк (столбцов) въt'Черкнутъ или к ней приписатъ строку ( соответ-
ственно столбе'Ц) , которая .являете.я линейной комбина'Цией других строк 
(соответственно столб'Цов) . 

Метод Гаусса вычисления ранга. Теоретическую основу этого мето­
да для вычисления ранга матрицы (см . §7) составляют следующие факты: 

- ранг верхней (нижней) трапециевидной матрицы равен количеству ее 
ненулевых строк (соответственно столбцов) ; 

- элементарные преобразования матрицы не изменяют ее ранга; 
- любая :матрица элементарными преобразованиями строк и столбцов 

приводится к трапециевидной форме. 
:метод Гаусса вычисления ранга матрицы состоит в приведении этой 

матрицы элементарными преобразованиями к верхней (нижней) трапецие-
видной форме и подсчете ее ненулевых строк (столбцов) .  

Как следует из теоремы 3 . 1 ,  элементарными преобразованиями толь­
ко строк (столбцов) матрицы ее можно привести к верхней (соответственно 
нижней) ступенчатой форме. Так как ранг верхней (нижней) ступенчатой 
матрицы также равен количеству ее ненулевых строк (соответственно столfr 
цов) , то часто в методе Гаусса вычисления ранга матр1·-цу приводят лишь к 
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ступенчатой форме . 
Матрицы А,  В Е Rm x n называются эквивалентнъ�ми, если существуют 

невырожденные матрицы Р и Q такие, что выполнено равенство А =  PBQ. 
О б о з н а ч е н и е : А rv В. 

Т е о р е м а 16.9 .  Эквивалентностъ матри'Ц является отношением 
эквивалентности на множестве матри'Ц R

m х n
. 

Т е о р е м  а 16. 10. Любая ненулевая матри'Ца А Е Rm x n  pm1 r• 1  r 
эквивалентна матри'Це Ir Е Rm x n  

вида 

1 о о 
о 1 о 

о о 1 
о 

о о 

(здесъ все эле.м,ентъt, кроме nервъtх r диагоналън'Ьlх эле.м,ентов, IJaвHъtx еди­
ни'Це, '{ХJ,вНъt нулю) . 

Т е о р е м  а 16. 11 .  Две матрU'Ц'Ьt А, В Е Rm x n  
эквивалентнъt тогда 

и толъко тогда, когда их ранг1t совпадают. 
П р и м е р  1 6 . 1 .  Найти ранг матрицы [ 3 2 7 

2 3 5 А =  1 4 3 
1 9 4 

1 
о 
1 
3 

Р е ш е  н и  е. Для вычисления rg А воспользуемся методом Гаусса: 
переставим [ 1 4 3 1 2 ] { вычтем из 4-й строки 1-ю } 

А -+ { 1-ю и 3-ю } -+ 2 3 5 О 3 
---+-

строку, из 3-й -" утроен- -+ 
строки 3 2 7 1 О ную 1-ю, а из 2-и - удво-

1 9 4 3 3 енную 2-ю строку 

[ 6 -� -� -� -� ] { ;;в�е��;�к
2�;ь��т;:_ } [ 6 -� -� -� -i ] 

О - 10 -2 -2 -6 -+ ку, а к 4-й строке при- ---+- О О О 2 -4 · 
О 5 1 2 1 бавим 2-ю строку О О О О О 

В последней верхней ступенчатой матрице - три ненулевые строки, и 
следовательно, rg А = 3 .  • 

П р и м е р  16 . 2 .  Найти ранг матрицы А в зависимости от значения па­
раметра ..\ :  

A = [ t }  l ] · 
Р е ш е н и  е. Воспользуемся методом Гаусса: { переставим } [ 1 1 Л ] { вычтем из 2-й строки 1-ю } 

А -+ 1-ю и 3-ю 
---+-

1 Л 1 ---+- строку, а из 3-й - 1-ю стро- -+ 
строки Л 1 1 ку, умноженную на Л [ 6 ,\ � 1 1 

,\ 
,\ ] ---+- { �;рибавим к 3- } ---+- [ 6 ,\ � 1 1 \ ] = A i .  

О 1 - Л 1 - Л 2 и строке 2-ю О О ( 2 + Л) ( 1 - Л) 
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Если Л = 1 ,  то 

и rg А == rg А1 == 1 .  
Если Л -:/= 1 ,  то вторую и третью строки матрицы А 1 можно разделить 

на Л - 1 ,  так что 

А1 --+ [ 6 � !1 ] 
О О -Л - 2 

Ранг последней матрицы равен 2 , если Л == -2, и равен 3 ,  если Л i= -2.  
Таким образом, rg А = 1 при Л == 1 ,  rg А == 2 при Л == -2 и rg А == 3 при 

всех остальных значениях Л .  • 
П р  и м  е р  16 .3 .  Установить, является ли следующая система векторов 

линейно зависимой: 
ai == ( 1 , 0 , 2 , 1 , 3 , 7) ,  
а2 == (2 , 1 , 0 , 3, 1 , 1 ) ,  
аз = ( 1 ,  2 ,  3 ,  О ,  2 , 4) , 
а4 == (5 , 6 ,  4, 5 ,  3 ,  3) . 

Р е ш е  н и  е. Составим матрицу, строками которой являются данные век­
торы: 

А = [ ! 
о 
1 
2 
6 

2 1 3 о 3 1 
3 о 2 
4 5 3 

В силу теоремы о базисном миноре строки матрицы А, а следовательно, 
и заданные векторы, будут линейно зависимы тогда и только тогда, когда 
ранг матрицы А меньше числа ее строк, т.е . rg А < 4 .  

Для вычисления ранга А воспользуемся методом Гаусса: 

А -+ 
вычтем из 2-й строки 
удвоенную 1-ю строку, из 
3-й строки - 1-ю строку, а 
из 4-й строки - 1-ю стро­
ку, умноженную на 5 

[ 6 � J t -� -1� ] 
-+ о 2 1 - 1  - 1  -3 -+ о 6 -6 о - 12 -32 

удвоенную 2-ю строку, а О 1 -4 1 -5  - 13 
{ вычтем из 3-й строки } [ 1 О 2 1 3 7 ] 

-+ из 4-й - 2-ю строку, умно- -+ О О 9 -3 9 23 
женную на 6 О О 18  -6 18 46 

Ранг последней матрицы , очевидно, равен трем . Таким образом, векто­
ры ai , а2 , аз , а4 линейно зависимы . • 

ЗАД АЧИ 

16 . 1 .  Известно , что в матрице А существует ненулевой ми­
нор r-го порядка, а все миноры (r + 1 ) -го порядка равны нулю. 
Доказать, что rg А = r .  
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16 . 2 .  Известно, что в матрице А Е IR.mxn все миноры порядка 
r < 1nin( m, п) , кроме одного , равны нулю. Доказать , что rg А =  r . 

16. 3 .  Известно, что в матрице А Е IR.mxn не более, чем r , 
миноров порядка r < min(m, п) отличны от нуля . Доказать , что 
rg A = r . 

Вычислить ранг сле,цующих матриц. 

[ 37 
16 .4 .  19 

25 

259 
133 
175 

481 407 ] 
247 209 . 16. 5 .  
325 275 

5 
1 
1 
3 

2 - 1  4 3 
-3 2 о 1 

4 6 - 1  - 1  
-2  о 4 -9 
-3 2 о 1 4 
- 1  5 2 3 5 [ 1 187 40 1 388 166 ] 

16 .6 .  153 -998 557 - 23 . 16 .7 .  
731 233 - 1303 47 6 - 12 3 -7 -8 

-3  7 9 4 1 5  
о 3 о о -2 2 

-4 7 3 3 - 1  6 
16 .8 .  4 3 о о -2  о 

о -5  о 3 -6 о 
о 2 1 о 3 о 
3 9 21  3 - 14 -21  

16. 9 .  - 12 -6  - 12 - 12 8 14 
6 -3  -9  6 6 7 

18  15  6 18 -4 -35 

Вычислить ранг следующих матриц в зависимости от значе­
ния параметра Л .  

3 1 
л 4 

16 . 10 .  1 7 
2 2 

1 4 

i� � . 16 . 1 1 .  [ � -� -l ; ] . 
4 3 1 10 -6  1 

1 л 1 
-4  2 л 16. 12 .  л -1  -2  . 16. 13 .  

4 6 1 

1 - Л 
- 1  
2 

-2  

[ 1 - Л 1 - 2Л ] 
16 . 14 .  

1 + л 1 + 3Л 
. 16 . 15 .  

1 1 1 
- 1  - л - 1  - 1  

2 2 - л 2 
-2 -2 -2  - л 

л 1 - 1  - 1  
1 л -1  - 1  
1 1 -Л - 1  
1 1 - 1  -Л  
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16. 16 .  Доказать , что матрица 

1 ai ау 
А = 

1 а2 а� 
а2 
k 

в которой k < п, является матрицей полного ранга тогда_ и толь­
ко тогда, когда числа ai , а2 , . . . , ak различны. 

16 . 17 .  Доказать, что в любых k линейно независимых стро­
ках (столбцах) матрицы найдется ненулевой минор порядка k .  

16 . 18 .  В матрице ранга r взяты r линейно независимых строк. 
Являются ли они базисными строками? 

16 . 19 .  Минор Mk+l (k + 1 )-го порядка называется окай.м­
л.яющи.м минор Mk k-го порядка, если Mk получается из Mk+l 
вычеркиванием одной строки и одного столбца. Доказать , что 
если в матрице А существует ненулевой минор Mr r-го порядка, 
а все окаймляющие его миноры равны нулю, то rg А = r (.метод 
окай.мления .миноров) . 

16 .20 .  Матрица А = (aij ) Е Rmxn называется .матрицей с 
диагоналъны.м преобладанием, если 

Доказать , что : 

1п 

l a11 I > L l aij l ,  j = 1 ,  m. 
i=l i:f.: j 

а) матрица с диагональным преобладанием является матри­
цей полного ранга; 

б) определитель квадратной матрицы с диагональным преоб­
ладанием отличен от нуля . 

16 .20 . 1 .  Верны ли утверждения преды,цущей задачи, если в 
условии диагонального преобладания хотя бы одно неравенство 
сделать нестрогим? 

16 . 2 1 .  Доказать , что приписывание к матрице одной строки 
(или одного столбца) либо не изменяет ее ранга, либо увеличи­
вает его на единицу. 

16 . 22 .  Доказать , что вычеркивание одной строки (или одного 
столбца) матрицы не изменяет ее ранга тогда и только тогда, 
когда вычеркнутая строка (столбец) линейно выражается через 
остальные строки (соответственно столбцы) матрицы. 
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16 .23 .  Доказать , что если ранг матрицы А не изменяется 
от приписывания к ней каждого столбца матрицы В с тем же 
числом строк, то он не меняется и от приписывания к матрице 
А всех столбцов матрицы В.  

16 .24 .  Как может измениться ранг матрицы, если изменить 
значение одного ее элемента? 

16 .25 .  Как может измениться ранг матрицы, если ко всем 
элементам одной строки прибавить одно и то же число? 

16 .26 .  Как может измениться ранг матрицы при изменении 
элементов: а) одной строки; б) k строк? 

16 . 27 .  Как может измениться ранг матрицы, если ко всем ее 
элементам прибавить одно и то же число? 

16 .28 .  Существует ли матрица, ранг которой не изменяется : 
а) при приписывании к ней любого столбца; б) при вычеркивании 
любой ее строки? 

16 . 29 .  Известно, что в первых k столбцах матрицы размера 
т х п главный минор порядка k ненулевой, а все прочие миноры 
порядка k равны нулю. Доказать,  что эта матрица имеет вид 

al l  . . 
ak1 
о 

о 

aik . . 
akk 
о 

о 

. 
ai ,k+l а�п . . . . . . . . . . 
ak,k+ l akn 

ak+ l ,k+ l  ak+ l ,n . . . 
am,k+ l amn 

16 .30 .  Доказать,  что в невырожденной квадратной матрице 
п-го порядка ранг любой квадратной подматрицы порядка п - 1 
не меньше, чем п - 2 .  

16 . 3 1 .  Известно, что квадратная матрица А порядка п со­
держит нулевую квадратную подматрицу k-го порядка. Указать , 
какие значения может принимать ранг ��атрицы А.  

16 . 32 .  Известно, что квадратная матрица А порядка п содер­
жит квадратную подматрицу (n - 1 ) -го порядка, ранг которой 
равен 1 .  Указать , какие значения может принимать ранг матри­
цы А. 

16 . 33 .  Известно, что ранг квадратной матрицы А порядка п 
равен п - 1 .  Доказать , что существует матрица В ранга 1 такая , 
что матрица А + В невырождена. 
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16. 34 .  Доказать, что ранг блочной матрицы вида А = [ А11  О ] О А22 
равен сумме рангов диагональных клеток А11 и А22 . 

16 .35 .  Матрица А имеет следующую блочную структуру: 

А _ [ А11 А12 ] 
. - О А22 . 

Доказать , что 
rg A  > rg A11 + rg А22 -

Построить пример квазитреугольной матрицы А, для которой в 
этом соотношении выполняется строгое неравенство . 

16 .36 .  Доказать, что для любых матриц А и В одинакового 
размера 

1 rg A  - rg B I < rg(A + В) �  rg A + rg B .  
Для каждого значения r = l r 1 - r2 I ,  r1 + r2 построить пример 
матриц А и В, для которых rg A = r1 , rg В = r2 и rg(A + В) =  r .  

16 . 37 .  Доказать,  что любую матрицу ранга r можно предста­
вить в виде суммы r матриц ранга единица, но нельзя предста­
вить в виде суммы менее чем r таких матриц. 

16 . 38. Доказать, что если ранг матрицы А равен r ,  то минор , 
стоящий на пересечении любых r линейно независимых строк и r 
линейно независимых столбцов этой матрицы, отличен от нуля . 
Верно ли это утверждение, если rg А > r ? 

16. 39 .  Доказать, что ранг симметрической матрицы равен 
наивысшему порядку отличных от нуля главных миноров этой 
матрицы . 

16 .40 .  Доказать, что ранг кососимметрической матрицы ра­
вен наивысшему порядку отличных от нуля главных миноров 
этой матрицы . 

16 .41 . Доказать , что ранг кососимметрической матрицы -
число четное. 

16 .42 . Ранг матрицы А Е IR.mxn равен единице. Доказать , что 
най,цутся столбец х и строка ут такие, что выполнено равенство 

А =  хут . 
16 .42 . 1 .  Ранг матрицы В Е IR.nxn равен единице. Доказать , 

что для любой матрицы А Е IR.nxn справедливо соотношение 
2 det А = det (A + В) +  det (A - В) .  

16.43.  Доказать, что если rg А = 1 ,  то существует число а 
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такое, что А2 
= аА. 

16 .44 .  Доказать , что если rg А = rg А2 
= 1 ,  то равенство 

rg А k = 1 выполнено для всех k Е N .  
16 .44 . 1 .  Пусть матрицы А Е JRmxn и Б Е JRnxm таковы, что 

оба произведения АБ и БА являются единичными матрицами.  
Доказать , что m = п и  Б = л-1 . 

16.45.  Доказать, что любую матрицу А Е JRmxn ранга r мож­
но представить в виде произведения : А = БС , где В Е JRmxr -
матрица полного ранга по числу столбцов , а С Е JRr xn - матрица 
полного ранга по числу строк. Такое представление матрицы А 
называется ее скелетным разложением. 

16 .46. Известно , что х и у - столбцы одной высоты п. Дока-
зать , что : 

а) rg(J + ухт) = п ,  если хт у =!= - 1 ; 
б) rg(J + ухт) = п - 1 ,  если хт у =  - 1 . 
16 .47. Доказать , что если ранг квадратной матрицы А равен 

1 ,  то одна из матриц I + А или I - А невырождена. 
16 .48 .  Доказать , что если ранг квадратной матрицы А равен 

1 ,  то 
det (I + А) = 1 + tr А .  

16 .48 . 1 .  Для матриц А и Б определены оба произведения АБ 
и БА. Верно ли , что ранги АБ и БА совпадают? 

16 .49 .  Пусть А Е ж:mxn и Б Е JRnx l . Доказать , что выполнено 
неравенство Силъвестра 

rg АБ > rg А + rg Б - п .  

16 .50 .  Пусть А Е JRmxn . Доказать , что Ат А невырождена 
тогда и только тогда, когда А - матрица полного ранга по числу 
столбцов . 

16 .51 . Доказать , что для любой матрицы А выполнено соот-
ношение 

rg(Aт А) = rg А .  
16 .52 .  Пусть А Е JRm xn и Б Е JRnx l . Доказать , что если 

АВ = О , то 
rg A + rg Б < п .  

16 .52 . 1 .  Пусть матрица А Е JRnxn такова, что для любой 
вырожденной квадратной матрицы Б порядка п выполнено со-
отношение 

rg(AБ) = rg Б . 
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Доказать,  что А - невырожденная матрица. 
16 .52 .2 .  Пусть ненулевая матрица А Е JRnxn такова, что для 

любой квадратной матрицы В порядка п выполнено соотноше-
ние 

rg(AB) = rg(BA) . 
Доказать ,  что А - невырожденная матрица. 

16 . 53 .  Пусть А ·и В - квадратные матрицы одинакового 
нечетного порядка. Доказать, что если АВ = О, то хотя бы одна 
из матриц А + АТ или В + вт вырождена. 

16 .54 .  Доказать, что если квадратная матрица А порядка п 
удовлетворяет равенству А 2 = I ,  то 

rg(I + А) +  rg(I - А) = п .  
-

16 .55 .  Пусть А - квадратная матрица порядка п > 1 и А -
матрица, присоединенная к А. Как связаны ранги матриц А и 
-

А ?  
16 .56 . 1 Найти все нильпотентные матрицы третьего порядка 

с индексом нильпотентности, равным двум . 
16 .57 .2 Найти все периодические матрицы А третьего поряд­

ка, удовлетворяющие соотношению А2 
= I .  

16 .58 .  Пусть А Е IR.mxn и В Е JRkx l , причем одна из матриц А 
или В неквадратная . Доказать,  если кронекерово произведение 
А ® В - квадратная матрица, то она вырождена. 

16 .59 .  Доказать , что : 
а) для невырожденной матрицы А порядка п и  произвольной 

матрицы В выполнено соотношение 
rg(A 0 В) = п rg В; 

б) для произвольных матриц А и В выполнено соотношение 
rg( А 0 В) = rg А rg В. 

16 .60 .  Пусть А и В - матрицы одного размера. Доказать , 
что : 

а) rg [ 2� _5� ] = rg A + rg B ;  

[ А + 2В А + 4В ] б) rg ЗА - В ЗА - 2В = rg А + rg В· 

1С:м. также задачи 2 .35 ,  8 . 1 .  2См . также задачи 2 .41 , 9 .6 1 .  
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16 .61 .  Пусть А и В - квадратные матрицы одного порядка. 
Доказать , что : 

а) rg [ � В + 
� ] = rg А + rg В; б) rg [ А1 �� ] = rg А; 

в) rg [ А; i ] = rg A  + rg(J - А) .  
16 .62 . Пусть А - невырожденная матрица n-го порядка. До­

казать,  что ранг блочной матрицы 

[ � � ] 
равен п тогда и только тогда, когда D = сл-1 В. 

16 .63 .  Пусть А Е JRmxn и В Е !Rnxk . Доказать равенство 
рангов блочных матриц: 

rg [ � � ] = rg [ At z ] . 
Вывести из этого соотношения неравенство Сильвестра задачи 
1 6 . 49 . 

16 .64 .  Пусть для матриц А, В и С определено произведение 
ВАС. Доказать равенство рангов блочных матриц: [ АС А ] [ А О ] rg О БА = rg О ВАС . 
Вывести из этого соотношения неравенство Фробениуса 

rg BA + rg AC < rg A + rg BAC. 
16 .65 .  Квадратные матрицы А и В порядка п таковы, что 

rg А + rg В < п. Доказать , что существует невырожденная мат­
рица С такая , что АСВ = О . 

§ 17 . Базис и координаты 
Базисом линейного пространства V называется упорядоченная линейно 

независимая система векторов из V , через которую линейно выражается 
любой вектор пространства. 

Т е о р е м а 1 7 . 1 .  Система векторов е 1 ,  . . .  , еп л1тейного прост­
ранства являете.я его базисом тогда u толъко тогда, когда она образует 
максималъную линейно независимую систему векторов этого простран­
ства. 

Из этой теоремы следует, что все базисы одного линейного пространства 
V состоят из одинакового числа векторов , равного максимальному числу 
линейно независимых векторов в V.  Число векторов базиса называется раз­
мерностъю линейного пространства. Размерность нулевого пространства по 
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определению считается равной нулю. О б  о з н а ч е н и е : dim V.  
Линейное пространство размерности п, где п - целое неотрицательное 

число, называется п-мерн'ым пространством. Любое п-мерное пространство 
относится к коне'Чномерн'Ым л1тейн'Ым пространствам. Линейное прост­
ранство называется бесконе'Чномернъ�м, если для любого k Е N в нем най­
дется линейно независимая система из k векторов . 

Из определения размерности и теоремы 17. 1 следует, что: 
1 )  в п-мерном пространстве любъ�е п линейно независимъ�х векторов 

образуют базис; . 
2) в п-мерном пространстве люба.я систе.м,а из s векторов, где s > п, 

линейно зависима. -

Т е о р е м  а 17.2 .  Разложение вектора по базису единственно. 
Коэффициенты разложения вектора по базису называются координата­

ми вектора в этом базисе. 
О б  о з н а ч е н и е . Если e i ,  . . . , еп - базис пространства и 

( 17. 1 )  

то будем обозначать через Хе вектор-столбец из координат вектора х в этом 
базисе : 

Хе = ( Х 1 Х2 " . Хп ) Т . 
Столбец Хе называют координатнъш столб'ЦОМ вектора х в базисе e i , . . . , 
еп . Положим 

е == (е 1 , е2 , . . . , еп ) · 
Под символом е будем понимать как обозначение базиса e i , . . .  , en , так и 

матрипу-строку (е1 , е2 , . . . , еп ) . В этих обозначениях разложение ( 1 7. 1 )  мо­
жет быть записано как произведение строки е на столбец Хе : 

х == ехе . 

Т е о р е м а 17.3 . При сложении векторов их координатъ� в одном 
базисе склад'Ь/,ваютс.я, а при умножении вектора на 'Число его координат'Ь/, 
умножаются на это 'Чuсло. 

Пусть е = (е1 , е2 , . . .  , еп ) и f = ( fi , f2 , . . . , fп ) - два базиса п-мерного 
пространства V .  Векторы второго базиса, как векторы пространства V ,  раз­
лагаются по базису е ;  пусть 

fi = С1 1 е 1 + С21 е2 + . . .  + Cn1 en , 
/2 = с1 2е 1 + с22е2 + . . . + Cn2en , ( 1 7.2 )  

Коэффициенты Cij этих разложений образуют матрипу С == ( Cij ) Е 
]Rn х n , которая называется матри'Цей перехода от базиса е к базису f . 
О б о з н а ч е н и е : С или Ce-+f · 

на. 

Соотношения ( 1 7 .2 )  могут быть записаны компактно в виде 
f = еС . 

Т е о р е м а 1 7 .4. М атри'Ца перехода к другому базису не въ�рожде-

Т е о р е м  а 17 .5 .  Если С - матри'Ца перехода от базиса е к базнсу 
f ' то с- 1 - матри'Ца перехода от базиса f к базису е .  

Т е о р е м  а 17.6. Координатъ� вектора х в базисах е и f св.язан'Ь/, 
между собой соотношением, 

Хе = Сх1 , 
где С - матри'Ца перехода от базиса е к базису f .  
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Рассмотрим примеры наиболее часто встречающихся в задачнике ли­
нейных пространств . 

П р и м е р 1 7 . 1 .  Г е о 1\1 е т р и ч е с к и е п р о с т р а н  с т  в а V1 , V2 , Vз . 
Н а  п р я м  о й  V1 существует ненулевой вектор, а любые два вектора 

коллинеарны, т.е .  на прямой V1 существует линейно независимая система из 
одного вектора (теорема 1 5 . 1 ) ,  а любые два (значит, и более) векторов линей-
но зависимы (теоремы 15 .7 и 15 .3) . Таким образоы, любой ненулевой вектор 
прямой V1 образует максимальную линейно независимую систему векторов 
в V1 и поэтому (теорема 1 7 . 1 )  .являете.я базисом V1 , так что diш V1 = 1 .  
Если e i - базис V1 и а Е V1 , то а = х e i , где, как следует из определения 
умножения вектора на число, 

Если на прямой V1 введено направление , совпадающее с направлением 
e i , то 

( а) х = тeii ' ( 1 7 .3) 

Н а п л  о с к о с т  и V2 существует пара неколлинеарных векторов, а лю­
бые три вектора компланарны. Из теорем 1 5 .7 , 1 5 .8 ,  1 5 .3 и 17 . 1 следует, что 
люба.я пара неколлинеарн'ЫХ векторов плоскости V2 образует базис V2 , так 
что dim V2 = 2 .  Если e i , е2 - базис V2 и а Е V2 , то а = х e i  + у  е2 . Коорди­
наты х ,  у вектора а в базисе e i , е2 вычисляются сле�'ющим образом. 

А 

А 

Рис . 1 

Отложим векторы e i , е2 , а от одной точки О плоскости (рис. 1 ) .  Пусть 
----+ ----+ ---+ 

e i  = ОБ, е2 = ОС, а = ОА, точки А1 и А2 - проекции точки А на 
прямые ОБ и ОС параллельно прямым ОС и ОВ соответственно . Тогда 

� �  

а = ОА1 + ОА2 = х е1 + у е2 . Если на прямых ОБ и ОС ввести направления , 
совпадающие с направлением e i  и е2 соответственно, то согласно ( 1 7 .3 )  

( 1 7 .4 )  

Аналогично (рис. 2) в п р  о с т р а н с т  в е Vз люба.я тройка некомпла­
'НдрН'ЫХ векторов образует базис Vз (теоремы 1 5 .8 ,  1 5 .9 ,  15 . 3 ,  1 7 . 1 ) , так что 
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dim V3 = 3 . Если e l , е2 , ез - базис Vз и а Е Vз , то а =  х е1 + у е2 + х ез и 
� 

(О Аз ) 
z 

= 
/ ез l  ' ( 17 . 5) 

где А1 , А2 , А3 - проекции точки А на прямые О В ,  ОС и О D параллельно 
плоскостям OCD, OBD и ОВС соответственно. 

П р и м е р  1 7 . 2 .  А р � ф м е т и ч е с к о е  п р о с т р а н с т в о  IR11
• 

В пространстве IRn единичные векторы 
el = ( 1 , 0 , 0 , . . . , О) ,  
е2 = (О , 1 , 0 ,  . . . , 0) , 

еп = (0 , О , 0 , . . .  , 1 ) 
линейно независимы (§ 15 ,  пример 1 5 . 1 ) ,  и если а = ( al , а2 , . . . , ап ) Е IRn

, то 

( 1 7 . 6) 

Таким образом, векторы e i , e2 ,  . . . , en образую базис ]Rn и dim IRn = п.  
Этот базис называется естественнъtм базисом пространства IR

n
. Из ( 1 7 . 6) 

следует, что координатами вектора в естественном базисе служат коl\1понен­
ты а 1 , а2 ,  . . . , an этого вектора. 

П р и м е р  17 .3 . П р о с т р а н с т в о  м н о г о ч л е н о в М
п . 

Многочлены 1 , t , t
2
, . . • , t

n образуют базис Мп , так как они линейно неза­
висимы ( § 1 5 , пример 1 5 . 2) и если p( t ) = ао + a 1 t + . . .  + an tn Е М

п , то, 
очевидно, p(t )  является линейной комбинацией этих многочленов . Этот ба­
зис называется естественн'Ьtм базисом пространства Мн . Координата:l\1и 
многочлена p(t) = L�=O ak tk служат его коэффициенты ао ,  а1 ,  . . . , ап .  Итак, 
dim Mn = n + 1 .  

П р  и м  е р  17 .4 . П р  о с т р а н  с т  в о Моо многочленов всех степеней бес­
конечномерно , так как для любого k Е N можно указать k линейно незави-
симых векторов: 1 , t , t

2
, . . •  , t

k- 1 . 
П р и м е р  1 7 . 5 .  П р о с т р а н с т в о  м ат р и ц  IRm x n

. 
ТVIатричные единицы Е1 1 , Е12 ,  . . . , 

E
1n , Е21 , Е22 , . . .  , Е2п , . . .  , 

Emn (в 
:матрице Eij все элементы нулевые, кроме одного элемента в позиции ( i ,  j ) , 
равного единице) образуют базис IRm х п

, так как они линейно независимы 
( § 1 5 ,  пример 1 5 .4 ) и если А ==  (aij ) Е IRm x n , то А ==  2::::1 2::7=1 aij

E
ij ·  Этот 

базис называется естественнъ�м базисом прост]Jанства IRm x n
. Координа­

тами матрицы А =  (aij ) Е IRrп. x n в естественном базисе служат ее элементы 
· -1- . -1 - И d" П])nl. Xn 

aij , i = , m, J = , п. так , 1m .LN. = mn. 

П р  и м  е р  1 7.6 . Пусть S - линейное пространство всех бесконечных по­
следовательностей действительных чисел а =  (а 1 , а2 , . . .  , ан , . . .  ) (см. задачу 
14 .6) . Найти размерность S.  

Р е ш е н и е. Покажем, что векторы 
al = ( 1 , О, О, . . . , О , О, . . .  ) , 
а2 = (О ,  1 ,  О , . . .  , О , О ,  . . .  ) , 
ан ==  (0, 0 , 0 , . . .  ' 1 , 0 , . . .  ) 
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линейно независимы. Пусть L�=l Ct.kak = О , тогда 
(0.1 , et.2 , . . .  , йп ,  О ,  . . . ) = (О ,  О, . . . , О ,  О ,  . . .  ) ,  
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т.е. Ct.k = О, k = 1 , п. Это означает, что только тривиальная линейная ком­
бинация этих векторов равна нулевому вектору. Следовательно, векторы 
ai , а2 , . . .  , ап линейно независимы. 

Таким образом, для любого п Е N :можно указать п линейно незави­
симых векторов пространства S; следовательно, S - бесконечномерное про­
странство . • 

П р и м  е р  17 .  7 . Пусть F - линейное пространство всех бесконечных дей­
ствительных последовательностей вида (а , f3, а, f3,  . . . ) . Операции над после­
довательностями в F введены так же , как и в пространстве S предыдущего 
примера. Найти размерность и какой-нибудь базис пространства F. 

Р е ш е н и е. Покажем, что векторы 
ei = ( 1 , О , 1 , 0 , 1 , 0 , . . .  ) ,  
е2 = (0 , 1 , 0 , 1 , О , 1 , " . ) 

образуют базис пространства F. 

В самом деле, эти векторы линейно независимы , так как равенство о.е1 + 
{3е2 = () означает, что 

(а , {3 , а , {3 , . . .  ) = (0 , 0, 0 , О , . . . ) , 
т.е. что о. = О, f3 = О. 

С другой стороны , любой вектор а =  (о., {3, о., {3,  . . . ) Е F является линей­
ной комбинацией векторов е 1 , е2 : а = о.е 1 + {3е2 . 

Таким образом, dim F = 2 и векторы е1 , е2 образуют базис. • 
П р и м е р  1 7 .8 .  Доказать , что векторы 

ai  = ( 1 , 2 ,  -1 , -2) , 
а2 = (2 ,  3 , О ,  - 1 ) ,  
аз = ( 1 , 2 ,  1 , 4) , 
а4 = ( 1 ,  3 , - 1 , О) 

образуют базис пространства R4
. 

Р е ш е н и е. Так как в п-мерном пространстве любые п линейно неза­
висимых векторов образуют базис, а dim R

4 = 4 , то достаточно доказать 
линейную независимость векторов ai , а2 , аз , а4 или, что то же самое, дока­
зать , что ранг матрицы, составленной из этих векторов как из строк , равен 
количеству строк (теорема 16 .3) . Имеем 

А � [ 1 
2 - 1  -2 ] 

[ i 
2 - 1  

-
� ] 3 о - 1  - 1  2 

2 1 4 ----t о 2 6 ----t 
3 - 1 о 1 о 2 

� [ 
1 2 - 1  -2 

] [ 
1 2 -1  -2 

] ' о - 1  2 3 о - 1  2 3 
о о 2 6 -7 о о 2 6 
о о 2 5 о о о -1 

т.е . rg A = 4 .  • 

П р и м е р  1 7 .9 . Найти координаты 1\·rногочлена р(t )  = l + t + t2 + t3 Е Мз 
в базисе 1 ,  t 

-
1 ,  ( t - 1 ) 2 , ( t - 1 ) 3 • 
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Р е ш е н и е. Очевидно , матрица перехода от базиса е = ( 1 ,  t , t2 , t3 ) к ба­
зису f = ( 1 ,  t - 1 , ( t  - 1 ) 2 , ( t  - 1 ) 3 ) имеет вид [ 1 - 1  1 - 1 ] 

о 1 -2 3 с = о о 1 -3 . 
о о о 1 

Положим х = p(t) . ·Очевидно, Хе = ( 1 ,  1 , 1 ,  l )т . Согласно теореме 17.6 
Хе = Сх1 или Xf = с- 1хе . Последнее произведение может быть найдено 
методом Гаусса-Жордана ( §9) : 

[ i 
- 1  1 - 1  

! ] -----> [ i 
-1  1 о -� ] 1 -2 3 1 -2  о 

о 1 -3 о 1 о ----+ 

о о 1 о о 1 

[ i 
-1  о о -� ] [ 6 о о о 

� ]  . 1 о о 1 о о 
----+ о 1 о 4 ----+ о о 1 о 

о о 1 1 о о о 1 

Таким образоы, многочлен p(t) в базисе f = ( 1 , t - 1 , ( t - 1 ) 2 , (t - 1 ) 3 ) 
имеет координаты Xf = (4 , 6 , 4 , l )т . • 

ЗАД АЧИ 

Показать , что следующие системы векторов являются бази­
сами пространства JRn . 

17 . 1 .  Х 1 = ( 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  , n) , 
Х2 = (0 , 2 , 3 ,  . . . , n) , 
Х3 = (О ,  о, 3 ,  . . . ' п) ' 

Хп = (0 , 0 , 0 ,  . . . , n) . 
17 . 3 .  Х 1 = ( 1 , l , 1 , l ,  . . . , l ) ,  

Х2 = ( 0 ,  1 , 0 ,  0 ,  . . . , 0) , 
хз = (о , 1 , 1 , 0 , . . .  , о ) ,  
Х4 = (О , 1 ,  1 ,  1 ,  . . . , О ) , 

Хп = (О , 1 ,  1 ,  1 ,  . . . , 1 ) . 

17 . 2 .  Х 1 = ( 1 ,  1 ,  . . . , 1 , 1 ,  1 ) , 
Х2 = ( 1 ,  1 ,  . . . , 1 ,  1 ,  0) , 
Х3 = ( 1 , 1 ,  . . . , 1 ,  0 ,  0) , 

Хп = ( 1 ,  0 ,  . . .  , 0 ,  0 ,  0) . 

Для каждого из следующих линейных пространств опреде­
лить , является ли это пространство конечномерным ; в случае 
положительного ответа найти размерность пространства. 

17 .4 .  Линейное пространство IR+ из задачи 14 .3 .  
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17. 5 .  Линейное пространство последовательностей действи­
тельных чисел (а1 , а2 , . . .  ) ,  элементы которых удовлетворяют со­
отношениям ak = ak-1 + ak-2 , k = 3 , 4,  . . . . 

17 .6 . Линейное пространство IR из задачи 14 .2 ,  п ."в". 
17 . 7 .  Линейное пространство последовательностей действи­

тельных чисел (а1 , а2 , . . .  ) ,  все элементы которых, начиная с 
некоторого номера, равны нулю. 

17  .8 .  Доказать , что при любом п Е N данное множество об­
разует конечномерное линейное пространство; найти его размер­
ность и указать какой-либо базис этого пространства. 

1 .  Множество четных многочленов степени не выше п .  

2 .  Множество нечетных многочленов степени не выше п .  

17 .9 .  Доказать , что данное множество образует бесконечно-
мерное линейное пространство .  

1 .  Множество функций , принимающих конечное число зна­
чений на [а ,  Ь] . 

2 .  Множество всех функций, непрерывных на [а ,  Ь] . 
Выяснить , какие из следующих систем векторов являются 

базисами подходящего пространства lRn . 
17 . 10 .  Х1  = ( 1 ,  1 , 1 ,  1 ) ,  17. 1 1 .  Х 1  = ( 1 ,  2 ,  -1 ,  -2) , 

Х2 = (2 , 3 ,  0 ,  - 1 ) ,  Х2 = (2 ,  3 , 0 ,  - 1 ) , 
Х3 = ( 1 ,  2 ,  1 ,  3) , Х3 = ( 1 ,  2 ,  1 ,  4) , 
Х4 = ( 1 ,  3 , -1 ,  О) . Х4 = ( 1 ,  3 ,  -1 ,  О) . 

17 . 12 .  Х 1  = ( 1 , 2 ,  - 1) , 17 . 13 .  X l = ( 1 ,  2 ,  -1 ,  1 ) ,  
Х2 = (2 , 3 , О) , Х2 = (2 , 3 ,  о, 1 ) , 
Х3 = ( 1 ,  3 , -1) . Х3 = ( 1 , 3 ,  1 ,  О) . 

17 . 14 .  Доказать , что в пространстве Мп многочленов степе­
ни не выше п базисом является всякая система ненулевых мно­
гочленов ,  содержащих по одному многочлену каждой степени k :  
k = о , 1 ,  2 ,  . . . ' п . 

17 . 15 .  Доказать ,  что : 
а) любой ненулевой вектор пространства можно включить в 

некоторый базис этого пространства; 
б) любую линейно независимую систему векторов можно до­

полнить до базиса пространства. 
17 . 16 .  Пусть в пространстве V выбран некоторый базис 

e i , . . . , еп . Тем самым , каждому вектору х Е V поставлена в со­
ответствие строка его координат в этом базисе: 

Х � Хе = (а1 , . . . , ап ) . 
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Доказать, что : 
а) линейная зависимость (линейная независимость) системы 

векторов х ,  у ,  . . .  , z равносильна линейной зависимости ( соответ­
ственно линейной независимости) системы строк Хе ,  Уе ,  . . . , Ze 
рассматриваемых как элементы соответствующего арифметиче­
ского пространства lRn ; 

б) если вектор а .линейно выражается через систему х ,  у, . . . , 
z , т.е .  а =  Лх + µу + . . .  + v z ,  то это же верно и для строк ае , Хе , 
Уе , . . . , Ze ,  причем ае = Лхе + µуе + . . .  + VZe . 

1 7 . 1  7 .  В пространстве JR4 найти два различных базиса, име­
ющих общие векторы ei = ( 1 , 1 , 0 , 0) и е2 = (0 , 0 , 1 ,  1 ) . 

17. 18 .  Систему многочленов t5 + t4 , t5 - Зt3 , t5 + 2t2 , t5 - t 
дополнить до базиса пространства М5 . 

17 . 19 .  Дополнить систему матриц [ � I п [ ; 6 i ] • 
[ � � ; ] 

до базиса пространства JR2X3 . 
17 .20 .  Доказать, что система матриц 

Е1 = [ � i ] , Е2 = [ ; i ] , Ез = [ i ; ] , Е4 = [ i i ] 
образует базис пространства IR2x 2 . Построить другой базис этого 
пространства так, чтобы ни одна из его матриц не была линейной 
комбинацией каких-либо двух матриц Е1 , Е2 , Ез , Е4 . 

17. 2 1 .  Даны три вектора а = { 1 ,  2} ,  Ь = { -5 ,  - 1  } ,  с = 
{- 1 ,  3} . Найти координаты векторов 2 а+3  Ь- с и 16 а+ 5  Ь - 9 с . 

17 .22 .  Показать , что векторы а = {-5 , - 1 } , Ь = { - 1 , 3 }  
образуют базис пространства V2 . Найти координаты векторов 
с = { -6 ,  2}  и d = {2 ,  -6}  в этом базисе. 

17 .23 .  Даны четыре вектора а = {3 ,  О , -2} , Ь = { 1 ,  2 ,  - 5} , 
с = {- 1 ,  1 , 1 } , d = {8 ,  4 ,  1 } .  Найти координаты векторов - 5  а + 
Ь - 6 с + d и 3 а - Ь - с - d . 

17 .24 .  Показать , что векторы а =  {4 , 1 , - 1 } , Ь = { 1 , 2 , -5} , 
с = {- 1 , 1 ,  1 } образуют базис пространства Vз . Найти координа­
ты векторов х = {4, 4 , -5 } ,  у {2 , 4 , - 10} и z = {0 , 3 , -4} в 
этом базисе. 

17 .25 .  При каких а ,  (3, т Е 1R векторы а = { 1 ,  а , а2 } ,  Ь = 
{ 1 , (3, (32 } , с = { 1 , / ,  12 } образуют бЮис пространства Vз ? 

17 .26 .  Известно, что векторы а, Ь, с некомпланарны. Выяс­
нить , компланарны ли векторы х, у, z , и если да, то указать 
линейное соотношение их связывающее: 
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а) 
б) 

х = 2 а - Ь - с у = 2 Ь - с - а с = 2 с - а - Ь· ' ' ' 

х = а + Ь + с , у = Ь + с , z = - а + с ; 
в) х = с , у = а - Ь - с ,  z = а - Ь + с. 
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17 .27 .  В параллелограмме АБСD точка К - середина отрез-
ка БС и точка О - точка пеRесечения диагоналей. Принимая за 

� ---t 
базисные векторы АБ и AD, найти координаты векторов BD,  
� �  
СО, KD в этом базисе. 

17 .28 .  В треугольнике АБС точка М - середина отрезка АБ 
и точка О - точка пересечения медиан . Принимая за базисные 

� � � � _____, 
векторы АБ и АС, найти координаты векторов АМ, АО, МО в 
этом базисе. 

17 .29 . В трапеции АБСD длины оснований AD и БС отно-
� � 

сятся как 3 :  2 .  Принимая за базисные векторы АС и БD,  найти 
� � � �  

координаты векторов АБ, БС, CD, DA в этом базисе. 
17 . 30 .  В тетраэдре ОАБС точки К, L ,  М, N, Р, Q - середи­

ны ребер ОА, ОБ, ОС, АБ, АС, БС соответственно, S - точка 
пересечения медиан треугольника АБС. Принимая за базисные 

� � � 
векторы ОА, ОБ и ОС, найти в этом базисе координаты : 

� � � 
а) векторов АБ, БС, АС; 

� � � _____, � 
б) векторов KL, PQ, CN, МР, KQ ; 

� � 
в) векторов OS, KS . 
17 . 3 1 .  Даны три точки О, А , Б , не лежащие на одной прямой. 

� � 
Принимая за базисные векторы ОА и ОБ, найти: 

� 
а) координаты вектора ОМ, если точка М лежит на отрезке 

АВ и АМ : Б М = m : п · 
' 

� 
б) координаты вектора ON, если точка N лежит на прямой 

АБ вне отрезка АБ и AN : БN = m :  п .  
17 .32 .  В трапеции АБСD отношение длин оснований AD и 

� � 
БС равно 4. Принимая за базисные векторы AD и АБ, найти 

� � � �  
координаты векторов АС, АМ, AS, SM, где М - точка пересе-
чения диагоналей трапеции, а S - точка пересечения ее боковых 
сторон. 

1 7 .33 .  Доказать , что матрицы 

Е1 = [ i = i ] , Е2 = [ i � ] , Ез = [ � i ] , Е4 = [ � � ] 
образуют базис пространства IR2x 2 , и найти координаты 
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матрицы А = [ � i� ] в этом базисе. 

17 .34.  Доказать, что матрицы 

Е1 = [ � � � ] , Е2 = [ �  i _; ] , Ез = [ � � � ] , 1 о о 2 -2 1 3 4 5 

Е4 == [ -� � � ] , Е5 = [ ; -i -� ] , Еб = [ � -i .- i ] 1 2 1 - 1  2 2 1 - 1  -2  
образуют базис пространства симметрических матриц порядка 

3 ,  и найти координаты матрицы А = [ � � -� ]  в этом базисе. 
1 -3  -3  

17 . 35 .  Доказать, что многочлены 1 ,  t - a , (t - a)2 , . . . , (t - a)n 
образуют базис пространства Мп , и найти координаты произ­
вольного многочлена р( t )  Е Мп в этом базисе. 

17 . 36 .  Доказать, что многочлены 2t+t5 , t3 - t5 , t+t3 образуют 
базис с пространстве нечетных многочленов степени не выше 5 ,  
и найти координаты многочлена 5t - t3 + 2t5 в этом базисе. 

и 

17 . 37. Доказать , что каждая из двух систем матриц 

[ � g ] ' [ -� i ] ' 

[ � -� ] ' [ � � ] ' [ � i ] ' [ � � ] 
[ �  -i ] ' [ : � ] ' [ � � ] ' [ �  - � ] ' [ -� � ] ' [ � -� ] о 2 1 2 1 о 1 -2 о о о 4 

является базисом пространства IR3x 2 , и найти матрицу перехо­
да от первого базиса ко второму. Найти координаты матрицы 
размера 3 х 2 в первом базисе , если известны ее координаты 
( � 1 , �2 , . . .  , �6 ) во втором базисе. 

и 

17 .38 .  Доказать, что каждая из двух систем матриц 

[ -� � -� ] , [ � � -� ] , [ � -6 -; ]  
2 -3  о 1 -4 о -2 2 о 

[ -� 6 -i ] , [ -� � -� ] , [ -� � J ] 
-1  1 о 2 -3  о о 2 о 
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является базисом в пространстве кососимметрических матриц 
порядка 3, и найти матрицу перехода от первого базиса ко вто­
рому. Найти координаты кососимметрической матрицы порядка 
3 в первом базисе , если известны ее координаты (�1 , �2 , �з ) во 
втором базисе . 

и 

17 . 39 .  Доказать , что каждая из двух систем функций 
t - t2 , t3 , 1 + 5t + t3 , ( 1  + t)3 

( l + t) 3 , ( 1 - t)3 , t - t2 + t3 , l + t + t2 + t3 

является базисом пространства Мз . Найти координаты много­
члена степени не выше 3 в первом базисе, если известны его ко­
ординаты (�1 , �2 , �з , �4 ) во втором базисе. 

17.40 .  Доказать , что каждая из двух систем функций 
' ( 1  + t2 ) 2 , ( 1 - t2 ) 2 , 1 

и 
1 + t2 + t4 ' 1 - t2 + t4 ' t4 

является базисом в пространстве четных многочленов степени 
не выше 4, и найти матрицу перехода от первого базиса ко вто­
рому. Найти координаты четного многочлена степени не выше 4 
в первом базисе, если известны координаты (�1 , �2 , �з ) во втором 
базисе. 

17 .41 . Как изменится матрица перехода от одного базиса к 
другому, если: 

а) поменять местами i-й и j-й векторы первого базиса; 
б) поменять местами i-й и j-й векторы второго базиса; 
в)  записать векторы обоих базисов в обратном порядке? 
1 7 .42 . Матрица S является матрицей перехода от первого ба­

зиса e i , . . .  , еп ко второму базису f 1 ,  . . .  , fп n-мерного простран­
ства V, а матрица Q - матрицей перехода от третьего базиса 
91 ,  . . .  , 9п ко второму базису f 1 ,  . . . , fп . Найти матрицу перехода: 

а) от второго базиса к первому; 
б) от первого базиса к третьему. 
17  .43 .  Как связаны между собой базисы f 1 ,  . . .  , f п и e i , . . . , еп 

пространства V , если матрица перехода от базиса е к f : 
а) диагональная ; в) верхняя треугольная ;  
б )  скалярная ;  г )  нижняя треугольная? 
1 7.44 .  Доказать ,  что система векторов является базисом ли­

нейного пространства тогда и только тогда, когда она образует 
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минимальную систему, порождающую все пространство. 
17 .45 . В n-мерном линейном пространстве даны векторы 

е 1 , • . .  , em , причем т > п + 2 .  Доказать , что существуют та­
кие числа а1 , . . .  , ат , не все равные нулю, что Li 1 aiei = е и 
Li 1 ai = о . 

17.46. Пусть ei ,  . . .  , еп и /1 ,  . . . , fп - два базиса линейного 
пространства V и 1 < k < п. Доказать, что из векторов вто­
рого базиса можно выбрать такие k векторов , что после обмена 
их с векторами ei , . . .  , ek из первого базиса получатся снова два 
базиса пространства V. 

17 .47. Векторы х1 , . . . , Xk Е V линейно независимы, а базис 
ei , . . .  , еп пространства V таков , что он остается базисом после 
замены вектора ei на вектор Xi при любом i = 1 , k .  Верно ли, что 
векторы х1 , . . . , Xk , ek+ 1 , . . . , еп тоже образуют базис простран­
ства V? 

17 .48.  Известно, что матрицы А1 , А2 , . . .  , Amn образуют ба-
зис пространства JRmxп , а матрицы В1 , В2 , . . .  , Bsl - базис про-
странства ]Rsx l . Доказать , что их всевозможные кронекеровы 
произведения Ai ® Bj , i = 1 , mn, j = 1 , sl , образуют базис про­
странства 1Rmnx sl . 

17.49 .  Матрицы А1 , А2 , . . .  , Атп образуют базис простран­
ства JRmxп . Доказать , что матрицы ВА1 , ВА2 , . . .  , ВАmп также 
образуют базис этого пространства тогда и только тогда, когда 
квадратная матрица В порядка т невырождена. 

§ 18 . Линейное подпространство и линейное 
многообразие 

Непустое подмножество L пространства V называется линейн'ым под­
пространством пространства V , если оно само является линейным прост­
ранством относительно законов композиции , действующих в V .  

Т е о р е м а 18. 1 .  Непустое подмножество L пространства V яв­
ляете.я линейнъш подпространством этого пространства тогда и толъко 
тогда, когда имеют место импликации: 

а, Ь Е L => а + Ь Е L ; 
а Е L,  й Е 1R => йа Е L . 

Пусть V - линейное пространство, L - некоторое его подпространство, 
хо - некоторый вектор пространства V .  Множество Н всевозможных векто­
ров вида хо + х , где х Е L , называется линейньш многообразием (или ли­
нейнъш аффиНН'Ьl,.М, многообразием, ) пространства V, полу'Чею-tuм сдвигом 
подпространства L 'Нд вектор хо . Вектор х0 называется вектором сдвига, 
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а подпространство L - ндп]Ювляющим подпрост]Юнством линейного много­
образия Н.  

О б о з  н а  че  н и е : Н = хо +  L .  Итак, хо + L = {хо + x lx Е L} . 
Из определения вытекают следующие факты. 
1 ° . Вектор сдвига х0 принадлежит линейному многооб]Юзию. 
2° . Разностъ двух векторов линейного многообразия принадлежит на­

п]Ювл.яющему подпрост]ХJ,нству. 
Т е о р е м  а 18 .2 .  Два линейнъ�х многообразия Н1 = х1 + Li и Н2 = 

х2 + L2 совпадают тогда и толъко тогда, когда Li = L2 = L и х1 - х2 Е L . 
С л е д с т в и е 1 .  Вектором сдвига может бЪtтъ любой вектор линей­

ного многообразия. 
Сл е д с т в и е  2 .  Линейное многообраз'l.tе может бЪtтъ полу'Чено сдви­

гом единственного направляющего подпространства. 
Размерностъю линейного многооб]Юзи.я называется размерность его на­

правляющего подпространства. Линейное :многообразие размерности едини­
ца называется пр.ямой в линейном прост]Юнстве, размерности ( п - 1 ) ,  где п = dim V , - гиперплоскостъю, а размерности k, 1 < k < п - 1 , - k-мерной 
плоскостъю. 

ЗАДАЧИ 

18 . 1 .  Образуют ли линейное подпространство арифметиче­
ского пространства IR.n все векторы х = (х1 , х2 , . . .  , хп ) Е IR.n , 
компоненты которых: 

а) являются целыми числами; 
б) являются четными числами; 
в ) являются нечетными числами; 
г) удовлетворяют условию х1 + х2 + . . .  + Хп = О ;  
д) удовлетворяют условию х 1  + Х2 + . . .  + Хп = 1 ?  
18 . 2 .  Образуют ли линейное подпространство пространства 

V2 все векторы плоскости, 
а) каждый из которых лежит на одной из осей координат Ох 

и Оу; 
б) концы которых лежат на данной прямой (начало любого 

вектора, если не оговорено противное, предполагается совпада­
ющим с началом координат) ; 

в) начала и концы которых лежат на данной прямой; 
г) концы которых лежат в первой четверти системы коорди­

нат; 
д) концы которых лежат в первой или третьей четверти си­

стемы координат? 
18 .3 .  Указать все линейные подпространства геометрическо­

го пространства Vз .  
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18 .4 .  Образуют ли линейное подпространство пространства 
матриц IR.nxn : 

а) матрицы А, у которых tr А = О ;  
б) все симметрические матрицы порядка п; 
в) все кососимметрические матрицы порядка п; 
г) все невырожденные матрицы порядка п; 
д) все треугольные матрицы одинакового вида; 
е) все верхние ступенчатые матрицы; 
ж) все матрицы с нулевой главной диагональю? 
18. 5 .  Образуют ли линейное подпространство пространства 

многочленов Мп все многочлены p(t) Е Мп , для которых 
а) p( l ) = О; 
б) p(-t) = p(t) Vt Е IR; в) p(-t) = -p(t) Vt Е IR; 
г)  p( l ) = 1 ; д) 2р(О) = Зр( l ) ; 
е) p(at) = ap(t) для любого t Е IR,  где а Е IR - некоторое 

фиксированное число; 
ж) p(t) > О  при t Е [О ; 1 ] ; 
з) t = 1 является простым корнем? 

18 .6 .  Образуют ли линейное подпространство пространства V 
а) все линейные комбинации заданных векторов а1 , . . .  , ak Е V; 
б) все те линейные комбинации заданных векторов a l , . . .  , ak Е 

V, коэффициенты а1 , . . . , йk Е IR которых удовлетворяют усло­
вию а1 + . . .  + ak = О ? 

18 .  7 .  Что представляет собой линейное многообразие размер­
ности нуль? размерности п в n-мерном линейном пространстве? 

18 .7 . 1 .  Доказать , что множество Н векторов линейного про­
странства образует линейное многообразие тогда и только тогда, 
когда оно вместе с каждой парой векторов х1 , х2 содержит все 
векторы вида а1х 1  + а2х2 , где 0:1 , 0:2 Е IR, а1 + а2 = 1 . 

18 . 7 . 2 .  Образуют ли линейное многообразие пространства V 
все те линейные комбинации заданных векторов a l , . . .  , ak Е V, 
коэффициенты 0:1 , . . .  , ak Е IR которых удовлетворяют условию: 

а) а1 + . . . + ak = 1 ;  
б) 0:1 + . . .  + ak = 2 ; 
в) 0:1 + 20:2 + . . . + kak = 1 ?  
18 .7 . 3 . Образуют ли линейное многообразие арифметическо­

го пространства IR.n все векторы х = ( х 1 , х2 , . . . , Хп ) Е IR.n , ком­
поненты которых 

а) являются целыми числами; 
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б) являются неотрицательными вещественными числами; 
в) удовлетворяют условию х 1  + х2 + . . .  + Хп = 1 ; 
г) удовлетворяют условию х1 х2 . . . Хп = О ; 
д) удовлетворяют условию х 1х2 . . . Хп > О ; 
е) удовлетворяют условию х 1  = х2 = . . .  = Хп ; 
ж) удовлетворяют условию х 1 + 1 = х2 + 2 = . . . = Хп + п ?  

Если образуют, то является ли это многообразие линейным под­
пространством? 

18 .  7 .4 .  Образуют ли линейное многообразие пространства Vз 
все векторы: 

а) концы которых лежат на данной плоскости, при условии, 
что векторы отложены от начала координат; 

б) концы которых лежат на данной пдоскости, при условии, 
что векторы отложены от некоторой фиксированной точки про­
странства; 

в) концы которых лежат на прямой l 1 , при условии, что век­
торы отложены от точек прямой l2 , параллельной l 1 ; 

г) концы которых лежат на прямой l 1 , при условии, что век­
торы отложены от точек прямой l2 , пересекающей l 1 ; 

д) концы которых лежат на прямой l 1 ,  при условии, что век­
торы отложены от точек прямой l2 , скрещивающейся с l 1 ; 

е) концы которых лежат на прямой l при условии, что векто­
ры отложены от точек плоскости 7r ,  параллельной l ; 

ж) концы которых лежат на прямой l при условии, что век­
торы отложены от точек плоскости 7r ,  пересекающей l ?  
Если образуют, то какова размерность этого многообразия? 

18 .  7 .5 .  Образуют ли линейное многообразие пространства 
матриц JR.nxn все матрицы А Е IRnxn : 

а) у которых след равен единице; 
б) для которых А + Ат = I ;  
в) для которых БА = О , где В Е IRnxn - заданная матрица; 
г) для которых БА = 2Б , где Б Е IRnxn - заданная матрица; 
д) для которых Ат = БА, где Б Е IRnxn - заданная матрица; 
е) у которых ранг равен единице; 
ж) которые обратимы;  
з )  для которых А2 = А; 
и) у которых ранг не превосходит двух? 
18 .7 .6 .  Образуют ли линейное многообразие в пространстве 

многочленов Мп все многочлены p(t) Е Mn : 
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а) для которых p( l )  = 1 ;  
б) для которых р' (О) = р(О) + 1 ; 
в) для которых p(O)p( l )  = О ;  
г )  у которых степень равна п; 
д) для которых число t = 1 является корнем ;  
е )  для которых число t = 1 является кратным корнем ; 
ж) остаток делеция которых на t - 1 равен 1 ;  
з) остаток от деления которых на t2 - 1 равен t ? 
18 .8 .  Доказать , что линейное многообразие Р = хо + L тогда 

и только тогда является подпространством, когда хо Е L. 
18 .9 .  Доказать , что для того , чтобы линейное многообразие 

Р = хо + L было подпространством , достаточно , чтобы сумма 
каких-либо двух векторов х1  и х2 из Р принадлежала L. 

18. 10.  Доказать, что в линейном многообразии размерно­
сти k , не являющимся подпространством , можно найти линейно 
независимую систему, состоя:r.цую из k + 1 векторов . 

18 . 1 1 .  Доказать , что в линейном многообразии размерности 
k всякая система, состоящая из k+2 векторов,  линейно зависима. 

18 . 12 .  Доказать , что для любых k + 1 линейно независимых 
векторов существует и притом единственное линейное многооб­
разие размерности k ,  содержащее эти векторы. 

18 . 13 .  Доказать , что линейное многообразие размерности k , 
содержащее линейно независимые векторы хо , х1 , . . .  , Xk , может 
быть описано как множество всех линейных комбинаций аохо + 
а1 х1 + . . .  +akxk , коэффициенты которой удовлетворяют условию 
ао + а1 + . . . + ak = 1 .  
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u 

уравнении 

Системой m линейнuх алгебраи-ч,еских у'[Jавнений с п неизвестнЪLМи 
называется совокупность соотношений { а1 1 х1 + а12Х2 + . . . + a1nXn = Ь1 , 

а21 Х1 + а22Х2 + . . .  + a2nXn = Ь2 ,  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
am1X1 + am2X2 + . . . + amnXn = Ьm , 

где aij ,  bi ( i = 1 , m , j = 1 , п) - заданные вещественные числа, а х1 ,  . . . , Xn -неизвестные величины. Числа aij называются коэффи'Циентами системu, а 
bi - свобоiht'ыми 'Ч.Ленам�t. 

Упорядоченная совокупность чисел с1 , . . . , Сп Е IR называется решением 
систем'Ьl, если при подстановке этих чисел в систему вместо неизвестных 
х1 , . . .  , Хп соответственно каждое уравнение обращается в тождество . 

Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы од­
но решение, и несовместной, если не имеет ни одного решения . Система 
уравнений называется определенной, если она имеет единственное решение , 
и неопределенной, если имеет более одного решения . 

Исследовать и решить систему - это значит: 
• установить , совместна она или несовместна; 
• если она совместна, установить, является она определенной или неопре-

деленной , при этом: 
- в случае определенной системы найти единственное ее решение; 
- в случае неопределенной системы описать :множество всех ее решений. 
Коэффициенты системы образуют матрицу А = ( aij ) Е IRm х п , назы­

ваемую основной матр1щей системъt, свободные члены образуют столбец 
Ь = { Ь1 , . . .  , Ьm ) т Е IR m , называемый столбцом свободнъtх 'Ч.Ленов или столб­
цом правой 'Чдсти, а неизвестные - столбец х = (х1 , . . . , Хп )т , называемый 
столб'ЦОМ неизвестнъtх. В этих обозначениях система может быть записана 
в виде 

Ах = Ь 
или 

Х 1 а1 + · · · + Xnan = Ь, 
где ai. ( i  = 1 , п) - столбцы матрицы А .  

Две системы линейных алгебраических уравнений с одинаковым числом 
неизвестных называются эквивалентнъ�ми, если множества всех решений 
этих систем совпадают. 

Т е о р е м  а. Умножение обеих 'Чдстей с1tстемъt Ах = Ь слева на 
невЪtрожденную матри'Цу приводит ее к экв'l.Lваленrпной систе.ме. 

6-427 1 
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§ 19 . Системы с квадратной невырожденной 
u матрицеи 

Т е о р е м  а 19. 1 .  Система линейн'ых алгебраи'Ческих У'/Ювнений с 
квадратной невЪtрожденной матр1щей совместна и имеет единственное 
решение. 

Это решение имеет вид 

или , в покомпонентной записи , 
Xi == I Ai l / I A I ' i == 1 , п ,  

где Ai  получается из матрицы А заменой ее i-го столбца столбцом Ь свобод­
ных членов. Эти формулы называют n'JIOвtLлoм Краме'JЮ. 

ЗАДАЧИ 

Пользуясь правилом Крамера, решить системы уравнений. { 2х - у + Зz = 9 , { x + y + 2z = - l , 
19 . 1 .  Зх - 5у + z = -4, 19 . 2 .  2х - у + 2z = 3 , 

4х - 7у + z = 5 .  4х + у  + 4z = -3 .  
{ 3х + 2у +  z = 5,  { x + 2y + 4z = Зl , 

19 .3 .  2х + Зу + z = 1 , 19 .4 .  5х + у +  2z = 29 , 
2х +  y + Зz = l l . Зх - у +  z = lO . 

Для каждого значения параметра Л исследовать и решить 
системы уравнений . 

19 .5 .  { Лх + (Л - 2 )у = -2Л , 19 ·6 · { Лх + Зу = Л - 2 ,  
х + 2у = Л + 5 . Зх + Лу = l . 

19 .7 . Выяснить , является ли вектор Ь = ( 1 , 2 , . . .  , п) Е IR.n 
линейной комбинацией векторов a i , а2 , . . .  , ап Е IR.n вида: 

а) a i = ( 1 , 1 , 1 , . . .  , 1 ) ,  б) а1 = ( 1 , 1 , . . .  , 1 ) ,  
а2 = ( 1 ,  2 , 4 ,  . . . , 2п-1 ) , а2 = (О, 1 , . . . , 1 ) , 

ап = ( 1 ,  n, п 2 , . . . , п n - l ) ; ап = (О , О ,  . . . , 1 ) . 
19 .8 .  Доказать , что любой многочлен степени п однозначно 

определяется своими значениями при п + 1 различных значе­
ниях переменной , т.е. показать , что для произвольных различ­
ных между собой чисел to , t 1 , . . . , tn Е IR и произвольных чисел 
ао , a i , . . . , ап Е IR существует и притом только один многочлен 
f (t) степени не выше п, для которого 

f(ti ) = ai ,  i = О, п . 
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19 .9 .  Пользуясь предыдущей задачей , доказать эквивалент­
ность сле,цующих двух определений равенства многочленов от 
одной переменной с действительными коэффициентами :  

а) два многочлена называются равными, если равны их ко­
эффициенты при одинаковых степенях переменной; 

б) два многочлена называются равными, если их значения 
совпадают при каждом значении переменной. 

19 . 10 .  Найти многочлен f (t) второй степени, если известно, 
что 

/ ( 1 ) = - 1 , f(- 1 ) = 9, / (2) = -3 .  
19 . 1 1 .  Найти многочлен f(t) третьей степени, если известно , 

что 
f (- 1 ) = о , f ( 1 ) = 4 ,  f (2) = 3 ,  f (3) = 16 .  

19 . 12 .  Доказать , что любой многочлен f (t) степени п одно­
значно определяется своим значением и значениями всех своих 
производных до порядка п при некотором t = t0 , т.е .  показать , 
что для любых чисел ао , al , а2 , . . . , ап Е JR существует и притом 
только один многочлен f ( t) степени не выше п, для которого 

f(to ) = ао , f' (to ) = al , f" (to ) = а2 , . . .  , J(n) (to ) = ап . 
19 . 13 .  Доказать , что, каковы бы ни были числа t 1 , t2 , ao , a1 , 

. . .  , ап- 1 , Ьо Е JR (t 1 =!= t2 ) ,  существует и притом единственный 
многочлен f(t) степени не выше п такой, что 

f(t 1 ) = ао , f' (t1 ) = al , . . .  , f (n-l) (t 1 ) = ап- 1 , f (t2 ) = Ьо . 
19 . 14 .  Доказать , что, каковы бы ни были числа t 1 , t2 , ао , a l , 

. . .  , ak , Ьо , Ь1 , . . . , bt Е JR (t 1 =!= t2 ;  k + l = п - 1 ) , существует и 
притом единственный многочлен f (t) степени не выше п такой, 
ЧТО 

f(t1 ) = ао , f1 (t 1 ) = ai , . . .  , J(k) (t1 ) = ak , 
f (t2 ) = Ьо , f1 (t2 ) = Ь1 , . . .  , j (l) (t2 ) = bt . 

19 . 15 .  Доказать , что равенства 
АЬ1 = с1 , АЬ2 = с2 , . . . , АЬп = Сп , 

в которых вектор-столбцы Ь1 , Ь2 , . . .  , Ьп Е JR.nx l линейно незави-
симы,  а вектор-столбцы с1 , с2 , . . .  , Cti Е JRmx l произвольны, опре­
деляют и притом единственным образом матрицу А Е JRmxn . 

19 . 16 .  Доказать, что для любой линейно независимой систе­
мы матриц В1 , В2 , . . .  , Вп2 Е JRnxn и чисел a1 , a2 , . . .  , an2 Е JR 
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существует и притом единственная квадратная матрица А по­
рядка п такая , что выполнены соотношения 

tr(ABk ) = ak , k = 1 ,  n2 . 

19 . 17.  Доказать, что система { Ьх + ау =  с, 
сх + az = Ь, 
су +  bz = а. 

имеет единственное решение, если аЬс =!=- О, и найти это решение. 

19 . 18 .  Доказать, что система 
ах1 + Ьх2 + схз + dx4 = О , 
Ьх 1  - ах2 + dхз - сх4 = О , 
сх1 - dx2 - ахз + Ьх4 = О , 
dx1 + сх2 - Ьхз - ах4 = О. 

имеет единственное решение, если действительные параметры а ,  
Ь ,  с, d не все равны нулю. 

Решить следующие системы уравнений. 

19 . 19 .  

Х1 + 
aix1 + 
2 aix1 + 

. . 

Х2 + . . .  + 
а2Х2 + . . .  + 
2 а2Х2 + . . .  + 
. . . . .  

Хп = 1 ,  
anXn = Ь, 
а;хп = Ь2 , 

. . . . 
п- 1 + п- 1 + + п- 1 ьп- 1 а1 х1 а2 х2 . . . ап Хп = , 

где ai , а2 , . . .  , ап Е IR попарно различны. 

19 .20 .  

п-1  Ь х1 + а1х2 + . . .  + а1 Хп = 1 , 
х 1  + а2Х2 + . . .  + а�- 1хп = Ь2 , 

х 1 + апХ2 + . . . + а�- 1 Хп = Ьп , 
где al , а2 , . . .  , ап Е JR. попарно различны. 

19 . 2 1 .  

х1 + 
а1 х1 + 
атх1  + 
. . . . . . 

Х2 + . . .  + 
а2Х2 + . . .  + 
2 а2Х2 + . . .  + 
. . . . . . . 

Хп = Ь1 , 
апХп = Ь2 , 
а;,хп = Ьз , 

. . . . . . 
п- 1 + п- 1 + + п- 1 Ь а1 х 1 а2 х2 . . . ап Хп = п , 

где al , а2 , . . .  , ап Е IR попарно различны. 
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19 .22 .  

19 .23 .  

Х1  + Х2 + . . .  + Хп + 1 = 0,  
2х 1  + 22х2 + . . .  + 2пхп + 1 = О , 

nx1 + n2x2 + . . .  + nnxn + 1 = О . 

ах1 + ах2 + . . .  + ахп-1 + Ьхп = Сп , 
ах1  + ах2 + . . .  + bxn- 1 + ахп = Сп-1 , 

Ьх1 + ах2 + . . .  + ахп-1 + ахп = с1 , 
где (а - Ь) (Ь + (п - l)a) =!= О . 

19 .24 .  

Х1 Х2 Хп 
--- + + . . .  + = 1 , 
Ь1 - al Ь1 - а2 Ь1 - an Х1 Х2 Хп --- + + . . . + = 1 ,  
Ь2 - а 1 Ь2 - а2 Ь2 - ап 

Х1  Х2 Хп - l --- + + . . .  + - ' Ьп - а 1 Ьп - а2 Ьп - ап 
где ai , а2 , . . .  , an , Ь1 , Ь2 , . . .  , Ьп Е JR попарно различны. 

· 19 . 25 .  Пользуясь правилом Крамера, вывести для n-й про­
изводной функции 

формулу 

J(t) = g(t) 
h(t) 

h(t) о о о g (t) 
h' ( t )  h( t )  о о g' ( t) 

J(n) (t) - l h" (t) 2h1 (t) h(t) О g" (t) -
(h(t) ) n+ l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

h(n) (t) C�h(n- l ) (t) C�h(n-2) (t) . . . h(t) g (n) (t) 

19 . 26 .  Доказать, что если система Ах = Ь с квадратной вы­
рожденной матрицей А совместна, то в формулах правила К ра­
мера: \Ai l = О , i = 1 ,  п .  

19 . 27 . Пусть Ах = Ь - система с квадратной матрицей А 
n-го порядка и rg А = п - 1 . Доказать , что если в формулах 
правила Крамера IAi \ = О , i = 1 , п ,  то система совместна. Верно 
ли утверждение этой задачи в случае, если rg А < п - 1 ? 



166 Глава V. Системы линейных алгебраических уравнений 

§20 .  Системы общего вида 
Совместность системы. Пусть 

Ах = Ь  ( 20 . 1 ) 

- система общего вида и А = (aij ) Е Rm xn . Составим матрицу В,  приписав 
к матрице А столбец свободных членов: 

В = [А I Ь ] . 
l\:1атрица В называется ·расширенной матри'Цей системы (20 . 1 ) . 

Т е о р е м  а 20. 1 (теорема Кронекера-Капелли) . Сиетема лu­
нейнЪtх алгебраи'Ческих уравнений совместна тогда и толъко тогда, когда 
ранг основной матри'Ц'Ьl равен рангу расширенной матри'Цъt. 

Схема исследования совместной системы. Пусть система уравне-
ний 

am 1 X1 + . . . + arп.rXr + am ,r+ 1 Xr+ 1 + . . . + aщnXn == Ьm 
совместна и rg А =  rg В = r . 

( * ) . 

Схема исследования системы ( * ) состоит в следующеl\·I . 
1 . Выбирается базисный :минор матрицы А. Не нарушая общности рас­

суждений , будем считать, что базисный минор матрицы А находится 
в левом верхнем углу, так что 

а1 1  air 

ar 1  атr 
=tf O .  

2 .  Рассматривается укороченная система из первых r уравнений систе­
мы (* ) , т.е . из уравнений, коэффициенты которых входят в базисный 
1\ШНОр: { а1 � �1 .+ . . : · . � � 1:X

.
r 

.
+. а.

1 ·�� l�r
.
+ � : : ." : .

а��х� . . Ь1 , ( * * )  
ar1 X 1  + . . .  + arrXт + ar,r+ 1 Xr+ 1 + . . .  + arnXn = Ьr . 

Т е о р е м  а 20.2 .  Укоро'Ченная систе.м,а ( ** )  эквивалентна системе 

3 .  Если r = п, то система (** )  имеет единственное решение как система 
с квадратной невырожденной матрицей. 

4 . Пусть r < п. Неизвестные х1 , . . .  , Хт , коэффициенты при которых 
входят в базисный минор , называются главнъ�ми, а остальные неиз­
вестные Хт+ 1 , . . . , Хп - свободнъши. 
Т е о р е м  а 20.3 .  Прuдава.я свобоih-t,ъ�м неuзвестнЪtм проuзволънъtе 

зна'Чени.я и вЪt'Числяя зна'Чени.я главнъ�х неизвестнЪtх из сtLсте.мъt ( ** ) ,  мож-
но полу'Чuтъ все решения системъt ( ** )  . 

Изложенная схема дает правило, которое позволяет получить любое ре­
шение системы ( ** )  , а следовательно, и произвольной совместной системы 
линейных алгебраических уравнений. 

Т е о р е м  а 20.4. Система алгебраи'Ческuх уравнею.tй с п  неизвест­
нъ�ми нмеет едннственное решение тогда и толъко тогда, когда 

rg A = rg B = п .  
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Общее решение системы. Чтобы описать :множество всех решений 
неопределенной системы , можно решить систему ( ** )  относительно главных 
неизвестных: Х1 = f1 (xr+ 1 , . . .  , Xn ) , 

(20.2) 
Xr = fт (Хт+ 1 , . . .  , Хп ) , 

где fi , . . . , fr - некоторые однозначно (в силу теоремы 19 . 1 ) определяемые 
из ( ** )  функции. 

Соотношения (20 .2) при произвольных Xr+ 1 , . . .  , Xn описывают множе­
ство всех решений системы и называются общим решением систе.мu. В от-

т . -
личие от общего, конкретное решение х = ( с1 , . . . , Сп ) , где Ci , i = 1 , п, -
известные числа, называется 'Чдстн'ым решение.м. 

Однородные системы. Система линейных алгебраических уравнений 
с нулевой правой частью называется oih-t,opoднou. 

Однородная система заведомо имеет решение (О , . . .  , О)т , называемое 
тривиалънuм. 

Т е о р е м а 20. 5 .  ОUн,ородна.я систе.ма с п неизвестнъ�ми имеет 
нетривиалъное решение тогда и толъко тогда, когда rg А < п.  

Т е о р е м  а 20.6. Однороih-t,а.я система с квадратной матри'Цей име­
ет нетривиалъное решение тогда и толъко тогда, когда I A I == О .  

ЗАД АЧИ 

20. 1 .  Рассматривается система п линейных алгебраических 
уравнений с п неизвестными 

Ах = Ь. 
Указать все утверждения из приведенных ниже, равносильные 
невырожденности матрицы А .  

1 . Для любого Ь система имеет хотя бы одно решение. 
2 .  Для некоторого Ь система имеет хотя бы одно решение. 
3. Для любого Ь система имеет не более одного решения . 
4 . Для некоторого Ь система имеет не более одного решения . 
5 . Для любого Ь система имеет единственное решение. 
6 .  Для некоторого Ь система имеет единственное решение. 
20 . 2 .  Что можно сказать о матрице А Е IR.mxn , m -:/= п, если 

система Ах = Ь совместна при любом Ь ?  
20. 2 . 1 .  Что можно сказать о матрице А Е IR.mxn , если система 

Ах = Ь имеет единственное решение при любом Ь ?  
20 .3 .  Привести пример матрицы А Е IR.3x 5 , для которой си­

стема уравнений Ах = Ь совместна при любом Ь. 
20.4 .  Привести пример матрицы А Е IR.3x3 : а) ранга 1 ,  6) ран­

га 2 ,  для которой все три системы уравнений 
Ах = ei , i = 1 ,  3 ,  

не имеют решений (ei - единичные вектор-столбцы из IR3 ) .  
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20.5 .  Доказать, что для любой вырожденной матрицы А и 
любой нулевой матрицы О подходящих размеров существует 
ненулевая матрица В такая , что: а) АВ = О ; б) БА = О .  

20.6 .  Доказать , что для того , чтобы система линейных урав­
нений с числом уравнений, на единицу большим числа неизвест­
ных, была совместна, необходимо (но ,  вообще говоря , не доста­
точно) , чтобы определитель расширенной матрицы был равен 
нулю. Показать, что это условие будет также и достаточным , 
если ранг основной матрицы системы равен числу неизвестных. 

20 .7 .  Доказать, что если столбцы основной матрицы систе­
мы линейно независимы , то эта система имеет не более одного 
решения .  

20 .8 .  Пусть А Е JRmxn и а' Е JR.l xn . Доказать , что системы { Ах = О 
Ах = О и , о' эквивалентны тогда и только тогда, когда а х =  
вектор-строка а' линейно выражается через строки матрицы А. 

20.9 .  Доказать, что системы уравнений А'х = О и А"х = О 
эквивалентны тогда и только тогда, когда 

rg [ 1:, ] = rg A' = rg A" . 

20. 10.  Пусть А Е IR.mxn , Ь Е IR.mx l , а' Е JR.l xn и {3 Е IR.  До-{ Ах = Ь казать, что совместные системы Ах = Ь и а' х = � эквива-
лентны тогда и только тогда, когда вектор-строка [а' l,В] линейно 
выражается через строки расширенной матрицы [А \ Ь] . 

20. 1 1 .  Доказать, что совместные системы уравнений А'х = Ь' 
и А" х = Ь" эквивалентны тогда и только тогда, когда [ А' Ь' ] 

А' А" rg А" Ь" = rg = rg . 

20 . 12 .  Доказать, что матричное уравнение 
АХ = В, 

в котором А Е IR.mxn , В Е IR.mx k - заданные матрицы, а матрица 
Х Е IR.nx k искомая, имеет решение тогда и только тогда, когда 

rg [ AjB ] = rg А .  

20. 13. Векторы xU) , х(2) , • . • , x(k) являются решениями неод­
нородной системы уравнений Ах = Ь .  Какому условию должны 
удовлетворять коэффициенты линейной комбинации этих векто-
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20 . 14 .  Векторы x( l ) , х(2) , . . . , x(k) являются решениями неод­
нородной системы уравнений Ах = Ь. Какому условию должны 
удовлетворять коэффициенты линейной комбинации этих век­
торов , чтобы эта комбинация была решением соответствующей 
однородной системы Ах = О ? 

20 . 15 .  Показать , что если матричное уравнение 
АХВ = С, 

в котором А Е JRmxn ,  В Е JRPXQ ,  С Е IR.mxq  - заданные матрицы, 
а матрица Х Е IR.nxp искомая, рассматривать как систему линей­
ных уравнений относительно элементов матрицы Х, то матрицей 
этой системы будет матрица вт 0 А, если элементы каждой из 
матриц Х и С занумеровать по столбцам . 

20 . 16 .  Показать, что если матричное уравнение 
лх + хв = с, 

в котором А Е IR.mxm , В Е IR.nxn , С Е JRmxn - заданные мат­
рицы, а матрица Х Е IR.mxn искомая , рассматривать как систе­
му линейных уравнений относительно элементов матрицы Х , то 
матрицей этой системы будет матрица In 0 А + вт 0 Im , если 
элементы каждой из матриц Х и С занумеровать по столбцам . 

20. 17. Доказать , что матричное уравнение 
АХВ = С, 

в котором А Е IR.mxn ,  В Е JRPXQ ,  С Е JRmxq - заданные матрицы, 
имеет решение тогда и только тогда, когда 

rg А = rg [ А 1 С ] и rg В = rg [ вт 1 ст ] . 

§2 1 . Метод Гаусса исследования и решения систем 

Укажем тип простейших систем линейных уравнений, тип эквивалент­
ных преобразований системы, а также покажем, что произвольная система 
линейных алгебраических уравнений указанными преобразованиями приво­
дится к указанноl\1у типу. 

Системы с трапециевидной матрицей .  Рассматривается система 

Ах = Ь (21 . 1 ) 
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с верхней трапециевидной матрицей А. Пусть расширенная матрица этой 
системы имеет вид 

а1 1  а1 2 air ai ,r+ l ain Ь1 
о а22 a2r a2 ,r+ l a2n Ь2 
о о arr ar r+1 arn Ьr 
о о о о о Ьr+ 1 
о о о о о Ьm 

где aii i= О, i = 1 , r .  
Т е о р е м  а 21 . 1 .  Система с верхней траnе'Циевидной матри'Цей 

совместна тогда и толъко тогда, когда bk = О при k > r .  
Реализация всех пунктов схемы исследования и решения совместной си­

стемы (§20) для системы с верхней трапециевидной матрицей достаточно 
проста: 

1 ) в качестве базисного минора матрицы А всегда можно взять 1\·ШНор , 
расположенный в левом верхнем углу ; 

2) укороченная система состоит из первых r уравнений ; 
3) если r = п, то система (21 . 1 ) станет системой с треугольной матрицей 

{ а1 1 Х1 + а 12 + . . . + airXr = Ь1 , 
а22 + . . .  + a2rXr = Ь2 , . . . . . . . . 

arrXr = Ьr , 
которая имеет единственное решение ( § 19) ; найти его не представляет труда: 
решая последовательно уравнения системы снизу вверх, мы каждый раз 
будем иметь дело с уравнением , содержащим только одно неизвестное. 

4) если r < п, то неизвестные Xr+ 1 , . . .  , хп будут свободными и система 
относительно главных неизвестных будет иметь вид 

{ а1 1 Х1 + . . " :- .a�r�� . �1. � �l :r� l.X��l .-. · : · � .a �n.X� , 
arrXr - Ьr - ar,r+ 1 Xr+1 - " . - arnXn . 

Общее и частное решения исходной системы находятся из этой системы 
с треугольной матрицей. 

Элементарные преобразования системы уравнений. Элементар­
Н'Ыми преобразованиями системъt У'JЮвнений называются преобразования 
следующих типов : 

1 ) перестановка местаыи двух уравнений системы ; 
2) умножение какого-либо уравнения системы на число а -:/= О;  
3) прибавление к одному уравнению системы другого ее уравнения , ум­

ноженного на любое число {3 .  
Заметим, что элементарные преобразования системы уравнений означа­

ют элементарные преобразования строк ее расширенной матрицы В. 
Т е о р е м  а 21 .2 .  Элементарнъtе преоб'JЮзовани.я снстемъt линейн'Ь/,Х 

алгеб'JЮи'Ч,еских У'JЮвнений пр��водят ее к эквивалентной системе. 
Приведение системы общего вида к системе с верхней трапе­

циевидной матрицей. Известно ( §3 ) ,  что матрица А системы уравнений 
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( 2 1 . 1 ) общего вида элементарными преобразованиями строк и перестановка­
ми столбцов приводится к верхней трапециевидной форме. Если используе­
мые при этом элементарные преобразования строк матрицы А применить к 
строкам расширенной матрицы В, то на основании теоремы 21 .2 мы придем 
к системе с верхней трапециевидной матрицей , решения которой отличают­
ся от решений исходной системы только нумерацией неизвестных . Метод 
Гаусса исследования и решения системы уравнений состоит в приведении 
ее к системе с верхней трапециевидной матрицей с последующим исследо­
ванием и решением получившейся системы. При этом, если в процессе пре­
образования использовались перестановки столбцов основной матрицы А,  
то в полученных решениях необходимо восстановить исходную нумерацию 
неизвестных. 

П р и м е р  21 . 1 .  Исследовать и решить систему { х1 + х2 + 3хз + 2х4 = 1 , 
2х1 + 3х2 + хз + 4х4 = 4,  
х1 + 3х2 - 7хз + 2х4 = 3 .  

Р е ш е н и е. Элементарными преобразованиями строк расширенной мат­
рицы приведем матрицу системы к верхней трапециевидной форме: 

[ � � � � � ] --t [ 6 � -� 6 � ] --+ 

1 3 -7 2 3 о 2 - 10 о 2 
� -� � � ] . 
о о о -2 

Система с последней расширенной матрицей несовместна. • 

П р и м е р  21 . 2 . Исследовать и решить систему 
х1 + 4х2 - 5х4 = О, 

2х1 + 9х2 - 2хз - l lx4 = 3 , 
х 1 + 5х2 - хз - 6x4 = l , 

2х1 + 8х2 + 3хз - 7х4 = 9, 
2х 1 + 7х2 + Вхз - 3х4 = 15 .  

Р е ш е  н и  е. Элементарными преобразованиями строк расширенной мат­
рицы приведем матрицу системы к верхней трапециевидной форме: 

1 4 о -5 о 1 4 о -5 о 1 4 о -5 о 
2 9 -2 - 1 1  3 о 1 -2 - 1  3 о 1 -2 -1 3 
1 5 - 1  -6 1 --+ о 1 - 1  - 1  1 --t о о 1 о -2 --+ 

2 8 3 -7 9 о о 3 3 9 о о 1 1 3 
2 7 8 -3 15 о - 1  8 7 15 о о 6 6 1 8 

о -5 о 
-2 -1 3 

--+ 1 о -2 
1 5 

о о о 

Система с последней расширенной матрицей совместна и определенна. 
Решим последовательно уравнения получившейся системы , начиная с по­
следнего : 

Х4 = 5, 
Х3 = -2, 
х2 = 3 + Х4 + 2хз = 4 ,  
х 1  = 5х4 - 4х2 = 9 . 
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Итак, система имеет единственное решение - вектор-столбец (9 ,  4, -2 ,  5 )т . • 

П р и м е р  2 1 . 3 .  Исследовать и решить систему { 2х1 + х2 + Зх4 - 2xs = 1 ,  
6х1 + Зх2 + 2хз + Х4 + 8х5 = 1 ,  
4х1 + 2х2 + хз + X5 = - l ,  
2х1 + х2 + хз + Зх4 + 9х5 = 4 .  

Построить ее общее решение и указать какое-нибудь частное решение. 
Р е ш е н и  е. Элементарными преобразованиями строк расширенной мат­

рицы приведем матрипу системы к верхней ступенчатой форме: · 

[ �  
1 о 3 -2 1 ] [ 2 1 о 3 
3 2 1 8 1 о о 2 -8 
2 1 о 1 -1 � о о 1 -6 
1 1 3 9 4 о о 1 о 

2 1 
� о о 

о о 

-2 
14 
5 

1 1  

3 
-4 

1 

1 ] [ 2 1 
-2 о о 
-3 � о о 

3 о о 

-2 -� ] . 7 
1 

о 3 -2  - i ] 1 -4 7 
о -2  -2 -2  � 
о 4 4 4 

Базисный минор этой матрицы расположен в первом, третьем и четвер­
том столбцах , поэтому выберем свободными неизвестные х2 и Х5 и выразим 
через них остальные неизвестные, решая относительно них уравнения си­
стемы, начиная с последнего: 

Х4 = 1 - Х5 , 
хз = - 1 + 4х4 - 7xs = 3 - l lx5 , 
2х1 = 1 - х2 -'3х4 + 2х5 = -2 - х2 + 5х5 => х 1 = - 1  - х2/2 + 5х5 /2 . 
Итак, общее решение системы имеет вид 

х = (-1  - х2/2 + 5х5 /2 ,  х2 , 3 - l lx5 ,  1 - xs , х5 )  т , х2 , Х5 Е IR. 
Частное решение системы получится, если в ее общем решении задать 

значения свободных неизвестных, например, положить их равными Х2 = 
Х5 = О: 

х = (- 1 , 0 , 3 ,  1 , О)т . • 

П р  и м  е р  21 .4 .  Найти необходимое и достаточное условие того , что в 
любом решении совместной системы линейных уравнений неизвестное Xk 
принимает одно и тоже значение . 

Р е ш е н и е. Условие означает, что Xk не может быть свободным неизвест­
ным, т.е . что k-й столбец матриц системы входит в любой ее базисный минор 
и ,  следовательно , не является линейной комбинацией других столбцов. Это 
равносильно тому, что при вычеркивании k-го столбца ранг матрицы систе­
мы уменьшается на единицу. • 

ЗАД АЧИ 

Исследовать на совместность и найти общее решение системы 
уравнений. 
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21 . 1 .  

х1 + х2 - 3хз = - 1 , 
2х1 + х2 - 2хз = 1 , 
Х1  + Х2 + Х3 = 3 , 
х1  + 2х2 - 3хз = 1 . 

2 1 . 2 .  

2х1 + х2 + хз = 2 , 
х 1  + 3х2 + хз = 5 ,  
х1 + х2 + 5хз = -7, 

2х1 + 3х2 - 3хз = 14. 

{ х1 - 2х2 + хз - х4 = - 1 , 
21 .3 .  х1  - 2х2 + хз + Х4 = 1 , 2 1 .4 .  

х1 - 2х2 + хз + 5х4 = 5 . 

2Х1 + Х2 - Х3 + Х4 = 1 , 
3х 1 - 2х2 + 2хз - 3х4 = 2 , 

5х1 + х2 - хз + 2х4 = - 1 , 
2х1 - Х2 + Х3 - 3Х4 = 4 . 

21 . 5 .  

2 1 .  7 .  

2 1 .8 .  

21 . 10 .  

21 . 1 1 . 

2х 1 - Х2 + Х3 - Х4 = 1 , 
2х1  - х2 - 3х4 = 2 , 
3х1 - Х3 + Х4 = -3 ,  
2х1 + 2х2 - 2хз + 5х4 = -6. 

21 .6 .  

3х1 + х2 - 2хз + Х4 - xs = 1 , 
2х 1  - х2 + 7хз - 3х4 + 5х5 = 2 ,  
х 1 + 3х2 - 2хз + 5х4 - 7х5 = 3 , 

3х1 - 2х2 + 7хз - 5х4 + 8х5 = 3 . 

х1 + 2х2 + 3хз + 4х4 = 1 1 , 

2х1 - х2 + 3хз = 3 ,  
3х 1 + х2 - 5хз = О , 
4х1 - х2 + хз = 3 , 
х1 + 3х2 - 13хз = -6 .  

2х1 + 3х2 + 4хз + Х4 = 12 , 
3х1 + 4х2 + хз + 2х4 = 13 ,  
4х1 + х2 + 2хз + 3х4 = 14 .  

21 .9 .  

х1 + 3х2 + 2хз = О ,  
2х1 - х2 + 3хз = О ,  
3х1 - 5х2 + 4хз = О ,  
х1  + 17х2 + 4хз = О .  

х1 + 2х2 - 3х4 + 2xs = 1 ,  
х 1  - х2 - 3хз + Х4 - 3xs = 2 ,  
2х1 - 3х2 + 4хз - 5х4 + 2xs = 7, 
9х 1 - 9х2 + 6хз - 16х4 + 2xs = 25 .  

2х1 + 3х2 - хз + 5х4 = 0 , 
3х1 - х2 + 2хз - 7х4 = 0 , 21 12 4х1 + х2 - 3хз + 6х4 = 0 , 

· · 
х1 - 2х2 + 4хз - 7х4 = 0 .  

х 1 - 2х2 + 3хз - 4х4 = 4 ,  
Х2 - Х3 + Х4 = -3 ,  
х1 +3х2 - 3х4 = 1 , 
-7х2 +3хз + х4 == -3 . 

х 1 - 2х2 + 3хз - 4х4 + 2xs = -2 , 
х 1 + 2х2 - хз - xs == -3 ,  

21 . 13 .  х1  - х2 + 2хз - 3х4 = 10 , 
Х2 - Х3 + Х4 - 2Х5 = -5 ,  
2х 1 + 3х2 - хз + Х4 + 4х5 = 1 .  
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21 . 14 .  

2 1 . 15 .  

2 1 . 16 .  

2 1 . 17 .  

2 1 . 18 .  

2 1 . 19 .  

х1 + х2 - 3х4 - Х5  = О ,  
Х1 - Х2 + 2хз - Х4  = о , 
4х1 - 2х2 + 6хз + 3х4 - 4х5 = О ,  
2х1  + 4х2 - 2хз + 4х4 - 7х5 = О. 

Х 1  + Х2 + Х3 + Х4 + Х5 = 7, 
3х1 + 2х2 + хз + Х4 - 3х5 = -2 ,  

х2 + 2хз + 2х4 + 6х4 = 23 ,  
5х 1  + 4х2 + 3хз + Зх4 - х5 = 12 . 

Х1 - 2Х2 + Х3 + Х4 - Х5 = 0 ,  
2Х1 + Х2 - Х3 - Х4 + Х5 = 0 ,  
х1 + 7х2 - 5хз - 5х4 + 5х5 = О, 

3х1 - х2 - 2хз + х4 - Х5 = О. 

2х 1  + Х2 - Х3 - Х4 + Х5 = 1 , 
Х 1  - Х2 + Х3 + Х4 - 2Х5 = 0 ,  

3х1 + 3х2 - 3хз - 3х4 + 4х5 = 2 , 
4х1 + 5х2 - 5хз - 5х4 + 7х5 = 3 . 

х1 + Зх2 + 5хз - 4х4 = 1 , 
х1 + Зх2 + 2хз - 2х4 + х5 = - 1 , 
Х1 - 2х2 + Х3 - Х4 - Х5 = 3 , 
Х 1  - 4х2 + Х3 + Х4 - Х5 = 3 ,  
Х1 + 2х2 + Х3 - Х4 + Х5  = -1 .  

х 1  + 2х2 + 3хз - Х4 = 1 , 
3х1 + 2х2 + хз - Х4 = 1 ,  
2х1  + 3х2 + хз + Х4 = 1 , 
2х1 + 2х2 + 2хз - х4 = 1 , 
5х1 + 5х2 + 2хз = 2 . 

Исследовать систему уравнений на совместность и найти ее 
общее решение в зависимости от значений параметра Л .  

{ 3х1 +2х2 + хз = - 1 , 
21 . 20 .  7х1  +6х2 +5хз = Л, 2 1 . 2 1 .  

5х1 +4х2 +3хз =2 .  

5х 1  - 3х2 +2хз + 4х4 = 3 , 
4х 1 - 2х2 +3хз + 7x4 = l , 
8х1 - 6х2 - хз - 5х4 = 9 , 
7х 1 - Зх2 + 7хз + 17х4 = Л . 
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{ Лх1  + х2 + хз =О ,  
21 . 22 .  5х1 + х2 - 2хз =2 , 2 1 . 23 .  

2х1  +2х2 - хз =З . 

3х 1  +2х2 +5хз + 4х4 = З , 
2х 1  +3х2 +6хз + 8х4 = 5 , 
х 1  - 6x2 -9xз - 20x4 = - l l , 

4х1  + х2 +4хз + Лх4 = 2 . 

21 . 24.  

2 1 . 25 .  

2х1  - х2 + Зхз + 4х4 = 5 ,  
4х 1  - 2х2 + 5хз + 6х4 = 7, 
6х 1  - Зх2 + 7хз + 8х4 = 9 ,  
Лх 1  - 4х2 + 9хз + 10х4 = 1 1 . 
2х 1  + Зх2 + хз + 2х4 = З , + + , 2 4х1  + 6х2 +3хз + 4х4 = 5 , 21  26 , + _ _ 1 

{ 
Х1  Х2 лХ3 = , 

7 . .  х 1 + лх2 хз - , 6х1 + 9х2 +5хз + 6х4= , Л 1 8х1 + 12х2 +7хз +Лх4 = 9 . xi + х2 + хз = - · 
Лх 1 + х2 + хз + X4 = l , 

{ 
+ ' 3 Х 1  + Х2 лХ3 = , 

2 27 х1 + Лх2 + хз + X4 = l , 2 1  28 , + _ 0 1 .  . , l . . Х1 + лХ2 Х3 - , 
х1 + х2 +лхз + Х4 = , Л + + о 
Х 1  + х2 + хз +Лх4 = l . Х 1  Х2 Х3 = . 

{ (Л + l )x1 + Х2 + Х3 = 1 , 
21 . 29 .  х1 + (Л + l )x2 + хз = Л , 

Х 1  + Х2 + (Л + l )хз = Л2 . 

(Л + l )x1 + Х2 + Х3 = Л2 + ЗЛ ,  
2 1 . 30 .  Х1 + (Л + l )x2 + Х3 = Л3 + 3Л2 , 

Х 1  + х2 + (Л + 1 )хз = Л4 + 3Л3 . 

{ (2Л + l )x1 - Л х2 + (Л + l )хз = -Л  - 1 , 
21 . 3 1 .  (Л - 2 )х 1  + (Л - l )x2 + (Л - 2 )хз = Л ,  

(2Л - l )x1 + (Л - l )x2 + (2Л - l )хз = Л.  
{ Лх 1  + (2Л - l )x2 + (Л + 2 )хз = 1 ,  

2 1 . 32 .  (Л - l )x2 + (Л - З )хз = 1 + Л , 
Лх1  + (ЗЛ - 2 )х2 + (ЗЛ + 1 )хз = 2 - Л .  

Указать все значения параметра Л ,  при которых система 
уравнений является неопределенной. 

(8 - Л)х1 + 2х2 + Зхз + Лх4 = О , 
х1 + (9 - Л)х2 + 4хз + Лх4 = О , 21 · 33 · х1 + 2х2 + ( 10 - Л )хз + Лх4 = О , 

х 1 + 2х2 + Зхз + Лх4 = 0 . 
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2 1 . 34.  

(2 - Л)х1 + 4х2 + 2хз + х4 = О , 
х1 + (2 - Л)х2 + хз + Х4 = О , 

(3 - Л)х 1 + 6х2 + (3 - Л)хз - 4х4 = О , 
х1 + 2х2 + хз + (2 - Л)х4 = О . 

2 1 . 35 .  Проверить, что во всех решениях системы уравнений 

2х1 + 3х2 + хз + Х5 = 6 ,  
Х1 + 2х2 + ХЗ + Х4 = 5 ,  
-х1 + х2 + 3хз + 5х4 + х5 = 8 ,  
2х1 - х2 + хз - 8х4 + 2х5 = -6 .  

значения неизвестных хз и х5 постоянны и равны соответственно 
1 и О .  Объяснить эти факты в терминах линейной зависимости и 
линейной независимости столбцов расширенной матрицы систе­
мы. 

Исследовать системы уравнений на совместность и найти об­
щее решение в зависимости от значений входящих в коэффици-
енты параметров . { х +  у +  z = l , 

2 1 . 36.  ах + Ьу + cz = d, 
а2х + Ь2у + c2z = d2 . 

{ ах + у +  z = 1 , 
21 . 37. х + Ьу + z = l , 

х + у +  cz = 1 . 
{ ах + у +  z = а , х + ау +  а2 z = аз , 

21 . 38.  х + Ьу +  z = b, 2 1 . 39 .  х + Ьу + Ь2z = Ьз , 
х +  y + cz = c. х + су + с2z = сз . 

{ ах + у + z = 4 ,  { ах + Ьу + z = 1 ,  
21 .40 .  х +  by + z = 3 , 2 1 .41 . х + аЬу +  z = b, 

х + 2Ьу + z = 4. х + Ьу + az = 1 . 
{ х+ ау+ a2z = 1 , { cx +by+cz = l - Ь + с, 

21 .42 . х+ ау+  abz =a , 2 1 .43 . Ьх+ y+bz = b, 
bx+a2y+a2bz=a2b. bx+cy+ bz = l + Ь - с. 
{ ах+ у+ z = 1 ,  { ах + Ьу + 2z = l , 

21 .44 .  х+ау+ z = b, 21 .45 . ах + (2Ь - 1 )у + 3z = 1 , 
х+  y+az =c. ах + Ьу + (Ь + 3) z =2b - 1 .  

2 1 .46 .  Установить , является ли вектор Ь линейной комбина­
цией векторов а 1 , а2 , аз , а4 , и ,  в случае положительного ответа, 
найти коэффициенты этой линейной комбинации: 
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а) a i = (3 , 7, 5) ,  а2 = (-5 ,  -4, 7) , аз = (2 ,  1 , -4) , а4 = (4 ,  3 , -6) , 
Ь = (2 , 5 , 3) ;  

б ) a i = (2 ,  4 , 2 ,  1 ) , а2 = (5 ,  3 , 3 , 8) , аз = (8 , 9 , 5 , 7) , 
а4 = ( 1 , 1 , 1 , 1 ) , Ь = ( 8 , 9 , 7 ,  12) ; 

в ) а 1 = ( 8 , 3 , 4 ,  3 , 7) , а2 = ( 6 ,  3 , 2 , 5 ,  4) , аз = ( 5 ,  2 , 3 , 1 , 5) , 
а4 = ( 2 , 1 , 1 , 1 , 2) , Ь = ( 21 , 1 О ,  8 , 1 5 ,  18) ;  

г) а 1 = ( 2 , 4 , 5 ,  2 , 1 ) , а2 = ( 3 , 3 ,  1 1 , 5 ,  -7) , аз = ( 1 , 1 , 3 , 1 , - 1 ) , 
а4 = (2 , 1 , 2 , 1 , 2 ) , Ь =  (4, 5 , 2 , 1 , 7) .  

21 .47. Решить системы Ах = bi , i = 1 , 2 ,  3 , с общей матри-
2 - 1 3 

цей А = 3 1 -5 и разными правыми частями 4 -1  1 
1 3 - 13 

Ь1 = ( 3 , О ,  3 , -6) т , Ь2 = ( 4 ,  - 1 , 4 ,  -9) т , Ьз = ( 6 ,  -3 , 6 ,  - 15) т . 

2 1 .48. Найти все значения параметра Л,  при которых вектор 
Ь имеет единственное разложение по векторам a i , а2 , аз : 

а) Ь = ( 1 , Л - 4 , 1 ) ,  
a i = (6 - Л, 1 1 - 2Л,  1 ) ,  а2 = (6 - Л , 6 - Л , 1 ) ,  аз = ( 1 , 1 , 6 - Л) ;  

б) Ь =  (- 1 , -2 , - 1 ) ,  
a i = (Л ,  6 ,  3) ,  а2 = (3 , 2Л, Л) ,  аз = (Л ,  3 + Л ,  3 ) ;  

в ) ь = ( 1 , 1 , 1 ) ' 
а1 = (2 - Л, 1 , 2 - Л) ,  а2 = (3 - 2Л , 1 , 2 - Л) ,  аз = ( 1 , 2 - Л , 1 ) ;  

г) Ь =  ( 1 , 2 , 1 ) ,  
a i = (3 + Л, -2 , - 1 ) ,  а2 = (- 1 , -2 , 3 + Л) ,  аз = (-2 , Л , -2) .  

2 1 .49 . Показать , что вычисление матрицы , обратной к дан­
ной матрице порядка п ,  можно свести к решению п систем ли­
нейных уравнений , каждая из которых содержит п уравнений с 
п неизвестными и имеет своей матрицей матрицу А. 

Пользуясь методом предыдущей задачи , найти обратные мат­
рицы для сле,цующих матриц. 

2 1 . 50 .  

-2 -3 -6 -9 
4 6 12 17 
1 1 3 4 
2 1 7 7 

21 . 51 . 

1 3 1 1 
1 1 - 1 о 
1 1 о 2 

-2 -6 - 1  1 
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21 . 52 .  Найти третий столбец А-1 , где 

А = 

1 1 
1 1 
1 -1  
1 - 1  

1 1 
- 1 - 1 

1 - 1  
- 1  1 

2 1 .  53 .  Найти пос�еднюю строку А - l , где 

о о 1 1 о 
1 о 1 1 о 

А = 1 О 1 О 1 
о 1 1 о 1 
о 1 1 о о 

21 . 54 .  Даны матрицы А = [ � ; � ] , В = [ � : � ] и вектор 
7 8 9  3 6 9  

Ь = ( 1 , 4 , 7)т . Найти общее решение систем : 
а) Ах = Ь; 6) Ах = Вх ; в) Ах = Ву . 
21 . 55 .  Пусть А Е IR.mxn . Доказать следующие утверждения 

или,  если они не верны, привести контрпримеры к ним . 
1 . Если п > 'm и для некоторого Ь система Ах = Ь не име­

ет решений, то система Ах = О имеет бесконечно много 
решений. 

2 .  Если п < т и для некоторого Ь система Ах = Ь не име­
ет решений, то система Ах = О имеет бесконечно много 
решений. 

3 . Если п > т и система Ах = О имеет бесконечно много ре­
шений, то система Ах = Ь не имеет решений для некоторого 
Ь. 

4. Если п < т и система Ах = О имеет бесконечно много ре­
шений, то система Ах = Ь не имеет решений для некоторого 
Ь. 

21 . 56 .  Даны матрица 

-5 3 1 6 

А = 1 -4  1 4 
2 1 -3 о 
2 о 1 - 10 
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и вектор Ь = (Ь1 , Ь2 , Ьз , Ь4 )т . Доказать, что система Ах = Ь име­
ет единственное решение х = (х 1 , х2 , хз , х4 )т , удовлетворяющее 
условию х1 + х2 + хз + х4 = О тогда и только тогда, когда 
Ь1 + Ь2 + Ьз + Ь4 = О .  

21 .  5 7 .  Доказать, что система уравнений совместна при любой 
правой части тогда и только тогда, когда строки ее основной 
матрицы линейно независимы. 

2 1 . 58 .  Доказать , что всегда имеет место одна из двух воз­
можностей : либо система уравнений Ах = Ь совместна при любой 
правой части, либо однородная система Ат у = О имеет ненулевое 
решение ( алътернатива Фредголъ.ма) . 

2 1 .59 .  Выяснить , какие условия на основную матрицу А си­
стемы необходимы и достаточны для того , чтобы при любой пра­
вой части Ь система Ах = Ь 

а) не была неопределенной; 
б) не была определенной;  
в) была определенной; 
г) была неопределенной; 
д) была несовместной. 
2 1 .60 .  Доказать , что система Ах =  Ь совместна тогда и толь­

ко тогда, когда для любого решения у однородной системы 
Ат у =  О выполнено равенство ьт у =  О ( теоре.мд Фредголъ.ма) . 

21 .61 . Проверить совместность системы уравнений , пользу-
ясь теоремой Фредгольма: { зх + 5у = l , { 3х + 4у = 2 , 

а) 5х + 9у = 2 , б) 5х + 7у = 3 , 
4х + 7у = - 1 ; 2x + 3y = l . 

21 .62 . Доказать, что системы Ат Ах = О и Ах = О эквива­
лентны. 

21 .63 .  Пусть Ах = Ь - произвольная (не обязательно сов­
местная) система уравнений. Доказать , что система уравнений 
(Ат А)х = Ать совместна. 

§22 . Геометрические свойства решений системы 
Т е о р е м  а 22. 1 .  Множество всех решений однородной систем'Ы 

Ах = О с п неизвестн'ыми .являете.я линейнъtм подпрост]ХJ,нством арифме­
т u'Ческого прост]ХJ,нства Rn . 

Любой базис подпространства решений однородной системы линейных 
уравнений называется фундаменталъной системой решений (Ф .С .Р. ) .  
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Т е о р е м  а 22 .2 .  Размерн.остъ подпространства решений однород­
ной систе.м,u Ах = О с п неизвестнъtми равна п - r ,  где r = rg А .  

Общий принцип построения фундаментальной системы решений следу­
ет из теоремы 22 .2 : так как размерность подпространства решений одно­
родной системы равна п - r ,  то для построения фундаментальной систе­
мы решений достаточно найти любые п - r линейно независимых решений 
( § 17) .  Для этого достаточно свободным неизвестным придать п - r линей-
но независимых наборов значений, т.е .  наборов вида ( c1 , r+ 1 , . . .  , с1п ) ,  . . .  , 
(сп-т, r+ 1 ,  . . .  , Cn-r ,n ) ,  ДЛЯ КОТОРЫХ 

C1 ,r+ 1 C1n • • • • • • • • • __J_ о ;- . 
Сп-т,r+ 1 Cп-r,n 

Если для каждого из этих наборов найти соответствующие значения 
главных неизвестных , то получим п - r линейно независимых решений си­
стемы:  

еп-т = (Сп -т , 1 , · · · , Сп-r, т , Сп-r ,  т+ 1 , . . .  , Сп -r, п ) Т . 

Фундаментальная система решений e i , . . .  , еп-т однородной системы ли­
нейных уравнений позволяет записать любое решение системы в общем виде : 

Х = G 1 e1 + . . . + йп-теn-r , \/а1 ,  . . .  , Gп-r Е IR . 
· Это представление решения называется общим решением однороih-t,ой 

систе.м,u уравнений 'Через фундаментальную систе.м,у решений. 
Пусть 

Ах = Ь  (22 . 1 ) 
- неоднородная система линейных алгебраических уравнений. Однородная 
система 

Ах == О, (22 .2) 
полученная из системы ( 22 . 1 ) заменой свободных членов нулями, называется 
приведенной оih-t,ородной системой для системы (22 . 1 ) .  

Ivleждy решениями обеих систем существует тесная связь : 
1 )  сумма решею.tй неоднородной и приведенной оih-юродной систем .яв­

ляете.я решением неоднороih-t,ой системu; 
2) разность двух решений неоднородной системu .являете.я решением, 

приведенной однородной систем'Ы. 
Т е о р е м  а 22.3 .  Множество всех решений неоih-юродной системъt 

.явл.яетс.п линейнuм м'Ногообразнем, полу'Ченнъш сдвигом подпространства 
решений приведенной однородной системъt на 'Частное решен.ие н.еоднород­
ной системu. 

Итак, найдя одно (частное) решение неоднородной системы и прибавляя 
его к каждому решению приведенной системы , можно получить все реше­
ния неоднородной системы. Это позволяет записать решение неоднородной 
системы в общем виде следующим образом: 

х = с + а 1 е 1  + . . .  + йп-тСп-т , \/а1 , . . .  ' Gn-r Е IR, ( 22 .3) 
где с - частное решение (22 . 1 ) ,  а e i , . . . , еп-r - фундаментальная система 
решений (22 . 2) . Представление (22 .3) решения называется общим решением 
неоднородной систе.м,u уравнений 'Через фундаментальную систе.м,у реше­
ний. 
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П р  и м  ер  22 . 1 .  Построить фундаментальную систему решений системы 
уравнений { х1 + 2х2 + 4хз - 3х4 = О, 

3х1 + 5х2 + 6хз - 4х4 == О, 
4х1 + 5х2 - 2хз + 3х4 = О, 
3х1 + 8х2 + 24хз - 19х4 = О. 

Р е ш е  н и  е. Приведем расширенную матрипу системы к трапециевидной 
форме: 

[ � � J =н J --+ [ � =! _J �н J ----+ [ � ! � =� � J . 
3 8 24 -19  о о 2 12 - 1  о о о о о о о 

Выберем свободными неизвестные х3 , Х4 . Так как количество неизвест­
ных п равно 4 ,  а ранг r основной :матрицы равен 2 ,  то Ф.С.Р. содержит 
п - r == 2 решения. Придадим свободным неизвестным хз , Х4 два набора 
значений: ( 1 , О) и (О,  1 )  и найдем в каждом случае значения главных неиз­
вестных из уравнений преобразованной системы:  

х2 == 5х4 - 6хз , 
х 1 = 3х4 - 4хз - 2х2 == -7х4 + 8хз . 

Результаты сведем в таблицу: 

Итак, решения 

Х1 Х2 Х3 Х4 
8 -6 1 о 

-7  5 о 1 

ei = (8 ,  -6,  1 ,  О)т , е2 == (-7, 5 , О, 1 )т 
образуют фундаментальную систему. • 

П р  и м  е р  22 .2 .  Найти общее решение неоднородной системы уравнений 
через фундаментальную систему решений: { 6х1 + 3х2 + 2хз + 3х4 + 4х5 = 5 ,  

4х1 + 2х2 + хз + 2х4 + 3х5 = 4 ,  
4х1 + 2х2 + 3хз + 2х4 + Х5 == О, 
2х 1 + х2 + 7хз + 3х4 + 2х5 = 1 .  

Р е ш е н и е .  Приведем расширенную :матрипу системы к ступенчатой 
форме: 

[ 6 3 2 3 4 

� ] � 

[ J 4 2 1 2 3 
4 2 3 2 1 
2 1 7 3 2 { в�чтем из } [ � 

2-и строки 
-+ 0 3-ю строку 0 

� 
[ i 

1 7 
о 1 
о о 
о о 

1 
о 
о 
о 
3 
о 
4 
6 

1 7 
2 3 
2 1 
3 2 

7 
2 

-13  
- 19 

2 
- 1  
14 
21 

3 2 

� ] � [ i 
1 7 

2 1 о - 1 1  
2 3 о - 13 
3 4 о - 19  

3 2 
о -2  

-4 - 1  
-6 -2  

1 ] [ 2 1 
-4 о о 

2 -+ о о 
2 о о 1

] 
[ 2 

-2 о 
24 � о 
36 о 

1 
о 
о 
о 

7 3 2 
1 о -1  
о 2 7 
о о о 

3 2 
-4 -3 
-4 - 1  
-6 -2 
7 3 

J ] 2 -+ 
2 

2 
1 о - 1  j ]  13  4 1 -2 

� 19  6 2 -2 
1 

] -2 (22.4) 16 . 
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Найдем Ф.С.Р. приведенной однородной системы { 2х 1 + х2 + 7хз + 3х4 + 2х5 _ О, 
Х3 - Х5 - 0, 

2х4 + 7х5 = О. 
Так как количество неизвестных п равно 5 ,  а ранг r основной матрицы 

системы равен 3 ,  то Ф .С .Р. содержит п - r = 2 решения . Выразиl\11 главные 
неизвестные х1 , хз , Х4 через свободные неизвестные х2 , Х5 : 

7 Х4 = - -Х5 , 2 
Х3 = Х5 , 

1 1 3 х 1 = 2 (-х2 - 7хз - 3х4 - 2х5 ) = - 2х2 + 4х5 . 

Во избежание дробных чисел придадим свободным неизвестным х2 , Х5 сле­
дующие линейно независимые наборы значений : (2 ,  О) и (О ,  4) . Тогда полу-
чим: 

- 1  о 
3 4 

о 2 о 
- 14 о 4 

Таким образом, решения 
e i = ( - 1 , 2, О ,  О, О)т , е2 = (3 , О, 4 ,  - 14 ,  4)т 

образуют Ф .С.Р. приведенной однородной системы . 
Найдем какое-нибудь частное решение исходной системы. Придадим сво­

бодным неизвестным значения х2 = О, Х5 = 2. Тогда из системы, соответ­
ствующей правой расширенной матрице (22.4) , следует: 

2х4 = 12 - 7х5 = -2 => Х4 = - 1 ,  
Х3 = - 2  + Х5 = 0, 
2х 1 = 1 - х2 - 7хз - 3х4 - 2х5 = О => х1 = О .  

Таким образом, с == (О ,  О, О ,  - 1 ,  2) т - частное решение. 
Согласно (22 .3) общее решение исходной неоднородной системы имеет 

вид 
х = (О ,  О ,  О, - 1 , 2)т + а1 (- 1 , 2, О ,  О ,  О)т + а2 (3 , О,  4 , - 14, 4)т , а1 , а2 Е IR. • 

ЗАД АЧИ 

Найти фундаментальную систему решений для сле,цующих 
систем уравнений. { 9х1 +2lх2 - 15хз + 5х4 =0, 22 . 1 .  Ох1 +Ох2 +Охз +Ох4 =0 . 22 .2 .  12 +28 20 +7 о Х1  Х2 - Х3 Х4 = . 

22 . 3 .  Зх1 + 2х2 + 5хз - х4 - 6х5 = О , 
{ 10х1 + 6х2 + 15хз - Зх4 - l8x5 = О , 

22 .4 .  

-9х1 - 4х2 - 10хз + 2х4 + 12х5 = О . 
2х1 - 5х2 +4хз +Зх4 =0 ,  
3х1 -4х2 +7хз + 5х4 =0 ,  22  5 
4х1 - 9х2 +8хз + 5х4 =0 ,  · · 
Зх1 - 2х2 +5хз - Зх4 =0 .  

2х 1 + х2 + 4хз + х4 = О ,  
3х 1 + 2х2 - хз - 6х4 = О ,  
7х 1 + 4х2 + 6хз - 5х4 = О ,  
х 1 + 8хз + 7х4 = О .  
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{ х1 + 4х2 + 2хз - Зх5 = О , 
22 .6 .  2х1 + 9х2 + 5хз + 2х4 + х5 = О ,  

х 1 + Зх2 + хз - 2х4 - 9х5 = О .  
2х1 - Х2 - Х3 - Х4 - Х5 = 0 , 
-Х1 + 2х2 - Х3 - Х4 - Х5 = 0 , 

22 .7 . 4х1  + х2 - 5хз - 5х4 - 5х5 = О , 
Х 1  + Х2 + 2хз + Х4 + Х5 = о , 
Х 1  + Х2 + Х3 + 2Х4 + Х5 = 0 . 
х 1 + 2х2 + Зхз + 2х4 - 6х5 = О , 

2х1 + Зх2 + 7хз + 6х4 - l8x5 = О, 
22 .8 . Зх1 + 15х2 + l lxз - Х4 + Зх5 = О , 

2х1 + 6х2 + 7хз + Зх4 - 9х5 = О, 
х 1 + 4х2 + 5хз + 2х4 - 6х5 = О . 
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Найти базисы линейных подпространств решений следующих 
систем . 

22 .9 . 

22 . 1 1 .  

22 . 12 .  

22 . 13 .  

3х1 + 5х2 + 2хз =О, { 
4 + 7  +5  о 2х 1 - 4х2 + 5хз + Зх4 =0 , Х1 Х2 Х3 = ' 

+ 4 о 22 . 10.  Зх 1 - 6х2 + 4хз + 2х4 = 0 , х1 х2 - хз = , 1 2 +9 +6  о 4х 1 - 8х2 + 17хз + 1 Х4 =О . 
X l Х2 Х3 = . 
Зх 1 + 2х2 + хз + Зх4 + 5х5 = О , 
6х 1 + 4х2 + Зхз + 5х4 + 7х5 = О, 
9х1 + 6х2 + 5хз + 7х4 + 9х5 = О ,  
Зх1 + 2х2 + 4х4 + 8х5 = О . 
Х1 - Х3 + Х5 = 0 ,  
Х2 - Х4 + Х5 = 0 ,  
Х 1  - Х2 + Х5 - Х5 = 0 , 
Х2 - Х3 + Х6 = 0 ,  
Х 1  - Х4 + Х5  = 0 . 
5х 1 + 6х2 - 2хз + 1х4 + 4х5 = О , 
2х1 + Зх2 - хз + 4х4 + 2х5 = О ,  
7х1 + 9х2 - Зхз + 5х4 + 6х5 = О , 
5х 1 + 9х2 - Зхз + Х4 + 6х5 = О. 

22 . 14.  Для линейного подпространства векторов х = (х1 , х2 , 
хз , х4 ) Е JR4 , удовлетворяющих условиям х1 = хз , х2 = Х4 , найти 
два различных базиса, содержащих общий вектор ei = ( 1 , О ,  1 , О) . 

Найти общее решение следующих систем уравнений через их 
фундаментальные системы решений. 



184 Глава V. Системы линейных алгебраических уравнений 

22 . 15 .  2х1 + 4х2 - 6хз + 3х4 = О, 
{ Зх1 + 5х2 - 4хз + 2х4 = О, 

22 . 16 .  

22 . 17 .  

22 . 18 .  

22 . 19 .  

1 1х1 + 17х2 - 8хз + 4х4 = О.  

3х1 + 5х2 + 3хз + 2х4 + х5 = О, 
5х1 + 7х2 + 6хз + 4х4 + Зх5 = О, 
7х1 + 9х2 + 9хз + 6х4 + 5х5 = О, 
4х1 + 8х2 + 3хз + 2х4 = О .  

5х1 + 7х2 + 6хз - 2х4 + 2xs = О, 
8х1  + 9х2 + 9хз - 3х4 + 4х5 = О ,  
7х1 + х2 + 6хз - 2х4 + 6х5 = О, 
4х1 - х2 + 3хз - х4 + 4х5 = О . 

3х1 + 4х2 + хз + 2х4 + Зх5 = О, 
5х1 + 7х2 + хз + Зх4 + 4х5 = О, 
4х1 + 5х2 + 2хз + х4 + 5х5 = О, 
7х1 + lOx2 + хз + 6х4 + 5х5 = О. 

Х1 + Х2 = 0, 
Х1 + Х2 + Х3 = 0, 
Х2 + Х3 + Х4 = 0 , 

Хп-2 + Хп- 1 + Хп = О ,  
Хп-1 + Xn = О .  

Найти общее решение следующих систем уравнений через 
фундаментальную систему решений приведенных систем. 

22 .20 .  2х 1 - 6х2 - 3хз - х4 = -5, 
{ х1 - Зх2 - 3хз - 14х4 = 8 ,  

22 . 2 1 .  

22 .22 .  

3х1 - 9х2 - 5хз - 6х4 = -4. 

х1 - 2х2 - хз - 2х4 - 3х5 = -2, 
3х1 - 6х2 - 2хз - 4х4 - 5х5 = -3 , 
3х1 - 6х2 - 4хз - 8х4 - 13х5 = -9, 
2х1 - 4х2 - хз - х4 - 2xs = - l .  

х1 + 9х2 + 4хз - 5х4 = 1 , 
3х1 + 2х2 + 2хз + 5х4 = 3, 
2х1 + Зх2 + 2хз + 2х4 = 2 , 
х1 + 7х2 + 6хз - Х4 = 7, 

2х 1 + 2х2 + 3хз + 4х4 = 5 . 
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22 .23 .  

22 .24.  

2х1 + х2 + Зхз - 2х4 + х5 = 4 ,  
6х1 + Зх2 + 5хз - 4х4 + Зх5 = 4, 
2х1 + х2 + 7хз - 4х4 + х5 = 12 , 
4х1 + 2х2 + 2хз - Зх4 + Зх5 = 6 .  

8х1 + 6х2 + 5хз + 2х4 = 21 , 
Зх 1 + Зх2 + 2хз + х4 = 10 ,  
4х1 + 2х2 + Зхз + Х4 = 8 ,  
Зх1 + 5х2 + хз + Х4 = 15 ,  
7х1 + 4х2 + 5хз + 2х4 = 18 . 

22 .25 .  Зх1 + 9х2 - 5хз + Зх4 - 6х5 + 2хв = 6 ,  
{ 2х 1 + 6х2 + 7хз + 2х4 + х5 + Зхв = 4 , 

-х1 - Зх2 + 4хз - х4 + 7х5 + хв = -2 . 
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Найти размерность направляющего подпространства линей­
ного многообразия решений следующих систем в зависимости от 
значений параметра Л.  

{ (5 - Л)х 1 - 2х2 - хз = 1 , 
22 .26 .  -2х1 + (2 - Л)х2 - 2хз = 2 ,  

-х1 - 2х2 + ( 5  - Л)хз = 1 . 

-х1 + ( 1 + Л)х2 + (2 - Л)хз + Лх4 = 3 , 
Лх 1 - х2 + (2 - Л)хз + Лх4 = 2 , 22 · 27· Лх1 + Лх2 + (2 - Л)хз + Лх4 = 2 , 
Лх1 + Лх2 + (2 - Л)хз - х4 = 2 .  

22 . 28 .  Проверить , что система 

2х1 + 4х2 + 6хз + 5х4 + Зх5 = О , 
5х1 + 6х2 + 7хз + 9х4 + 6х5 = О , 
4х1 + 6х2 + 8хз + 7х4 + 5х5 = О , 
5х1 + 5х2 + 5хз + 8х4 + 6х5 = О , 
3х1 + 4х2 + 5хз + 6х4 + 4х5 = О  

имеет бесконечно много решений, причем в каждом ее решении 
Х4 = Х5 = О . Объяснить эти факты в терминах линейной зависи­
мости и линейной независимости столбцов матрицы системы.  

22 . 29 .  Указать все группы неизвестных, которые могут быть 
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объявлены свободными неизвестными системы 

7х1 - 4х2 + 9хз + 2х4 + 2х5 = О , 
5х1 + 8х2 + 7хз - 4х4 + 2х5 = О ,  
Зх1 - 8х2 + 5хз + 4х4 + 2х5 = О ,  
7х1 - 2х2 + 2хз + Х4 - 5х5 = О . 

22 .30 .  Построить однородные системы уравнений, дл?! кото­
рых следующие системы векторов являются фундаментальными 
системами решений: 
а) У1 = ( -2 , 1 , 1 , 1 ) т , 

У2 = (о ' 1 , 2 ' о) т ' 
уз = ( 1 , - 1 , О ,  1 ) т ; 

б) у1 = ( -2 , 1 , 1 , 1 )т , в) у1 = (-2 , 1 , 1 , 1 )т . 
У2 = (о ' 1 , 2 ' о) т ; 

22 . 3 1 .  Построить однородную систему линейных уравнений , 
состоящую: а) из двух уравнений; б) из трех уравнений ; в) из 
четырех уравнений , - для которой система векторов 

У1 == ( 1 , 4, -2 ,  2 , - 1 ) т , 
У2 = ( 3 ' 13 '  - 1 , 2 ' 1 )  т ' 
Уз = (2 , 7 ,  -8 , 4, -5 )т 

является фундаментальной системой решений . 
22 . 32 .  Построить неоднородные системы линейных уравне­

ний , которые описывают линейные многообразия минимальной 
размерности, содержащие векторы: 

а) У1 = ( 1 , 1 , 2 , 1 , 1 )  т ; б) У1 = ( 3 ,  О ,  О ,  2 , 1 ) т , 

в) У1 = ( 1 , - 1 , 2 , О , 3)  т , 
У2 = (5 ,  -3 ,  О ,  -2 , l )т, 
Уз = ( - 1 , О ,  3 , 1 , 4) т ; 

У2 = (о ' 1 , 1 , о ' о) т ; 
г) У1 = ( 2 , 1 , 3 , О) т , 

У2 = ( 3 '  1 , 3 ' о) т ' 
Уз = ( 2 , 2 , 3 , О) т , 
У4 = (2 , 1 , 4 , о)т ' 
У5 = ( 2 ' 1 , 3 '  1 ) т . 

Выяснить, можно ли найти однородную систему уравнений , 
для которой указанные системы векторов являются двумя ее 
фундаментальны�1и системами решений. 

22 . 33 .  У1 = ( 1 , 0 , 0 , О)т , z1 = ( 1 , 0 , 0 , О )т , 
У2 == ( 1 , 1 , О ,  О) т , и z2 = ( 1 , 1 , 1 , О) т , 
Уз = ( 1 , 1 , 1 , О )т zз = (2 , 1 , 1 , О)т . 
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22 . 34.  У1 = ( 1 ,  о, о , о)т , 
У2 = ( 1 ,  1 ,  о ' о) т ' и 
Уз = ( 1 ,  1 ,  1 ,  О) т 

22 .35 .  У1 = ( 1 , 0 , 0 , О)т ,  
У2 = (о ' 1 ,  о ' о )  т ' и 
Уз = (О , О ,  1 ,  О)т  

22 . 36 .  У1 = ( 2 '  3 ' 1 , 2) т '  
у2 = ( 1 , 1 ,  -2 ,  -2)т ,  
Уз = ( 3 ,  4 ,  2 ,  1 )  т 

z1 = (О , О ,  О ,  l )т ,  
z2 = (О , О ,  1 , 1 )т ,  
zз = (О , 1 , 1 , l )т .  

z1 = (О , О ,  1 , О )т ,  
z2 = (О , 1 , 1 ,  О) т ,  
zз = ( 1 , 1 ,  1 , о) т .  

и 
z1 = ( 1 ,  О ,  2 ,  -5)т ,  
z2 = (0 , 1 , 8 , 7)т ,  
ZЗ = (4, 5 ,  - 2 , О)Т . 
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22 .37.  Пусть строки матрицы А Е JRPXn (р < п) образуют 
фундаментальную систему решений однородной системы линей­
ных уравнений ранга r с п  неизвестными (n = r + р) . Доказать , 
что строки матрицы В Е JRPXn образуют фундаментальную си­
стему решений той же системы уравнений тогда и только тогда, 
когда существует невырожденная матрица С порядка р такая , 
что В =  СА. 

22 . 38 .  Доказать , что если ранг матрицы однородной системы 
линейных уравнений на единицу меньше числа неизвестных, то 
любые два решения этой системы пропорциональны, т.е .  отлича­
ются лишь числовым множителем . 

22 . 39 .  Пользуясь предыдущей задачей, доказать , что если 
определитель квадратной матрицы А порядка п > 1 равен нулю, 
то алгебраические дополнения соответствующих элементов двух 
любых строк (столбцов) пропорциональны. 

22 .40 .  Пусть ранг квадратной матрицы А п-го порядка 
(п > 1 )  равен п - 1 .  Пользуясь предыдущей задачей, доказать , 

........ 
что ранг ее присоединенной матрицы А равен 1 .  

22 .41 . Доказать , что если в однородной системе линейных 
уравнений число уравнений на единицу меньше числа неизвест­
ных, то в качестве решения этой системы можно взять набор 
миноров , полученных из основной матрицы поочередным вычер­
киванием 1-го ,  2-го и т.д. столбцов , причем эти миноры берутся с 
чередующимися знаками. Далее показать , что если это решение 
не нулевое , то любое решение системы ему пропорционально . 

Пользуясь результатом предыдущей задачи, найти частное и 
общее решения систем уравнений. 
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22 .42 . { 5х1 +3х2 +4хз =О ,  22 .43 . { 4х1 - 6х2 + 5х3 = 0, 
6х 1  + 5х2 +6хз =О .  6х 1 - 9х2 + 10хз = О. { 2х1 +3х2 +5хз +6х4 =0, { 4х1  - 5х2 - 6хз + Зх4 =0 , 

22 .44.  Зх1  +4х2 +6хз +7х4 =0, 22 .45 .  2х1 - х2 - 3хз +2х4 =0, 
Зх1 + х2 + хз +4х4 =0. 6х1 - 7х2 - 9хз + 5х4 =0. 

22 .46 .  При каких условиях в общем решении системы урав­
нений 

х2 + ахз + Ьх4 = О ,  
-Х1 + СХ3 + dx4 = 0 ,  
ах1 + сх2 - ех4 = 0 , 
Ьх 1  + dx2 + ехз = О  

за свободные неизвестные можно принять хз и х4 ? 
22 .4 7 .  Известно , что для системы Ах = Ь с матрицей А раз­

мера т х п любой вектор х Е IR.n является решением . Что можно 
сказать о матрице А и векторе Ь в этом случае? 

22 .48 .  Пусть АВ = О, А Е IR.mxn , В Е lRnxk . Доказать , что 
rg A + rg B < п .  

22 .49 . Найти условия ,  необходимые и достаточные для того , 
чтобы в любом решении совместной системы линейных уравне­
ний k-e неизвестное было равно нулю. 

22 . 50 .  Пусть А Е IR.mxn . 
1 . Доказать , что множество решений матричного уравнения 

АХ = О , 
где Х Е IR.nxk , образует линейное подпространство пространства 
матриц IR.nx k . 

2 .  Найти размерность подпространства решений этого урав­
нения . 

22 . 51 .  Пусть А Е IR.mxn , В Е JR.kx l . 
1 . Доказать , что множество решений матричного уравнения 

АХВ = О, 
где Х Е IR.nxk , образует линейное подпространство пространства 
матриц IR.nxk . 

2 .  Пользуясь результатом задачи 20 . 1 5 , найти размерность 
подпространства решений этого уравнения . 
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В этой главе рассматриваются пространства V1 , V2 , Vз векторов на пря­
мой, на плоскости и в пространстве. Предполагаются известными следую­
щие факты (гл .IV) : 

- dim V1 = 1 и любой ненулевой вектор e i  является базисоl\1 V1 , 
- dim V2 = 2 и любая пара неколлинеарных векторов e i , е2 является 

базисом V2 , 
- dim Vз = 3 и любая тройка некомпланарных векторов e i , е2 , ез яв­

ляется базисом Vз ,  
- координаты вектора вычисляются согласно формулам ( 17 .3) , ( 1 7 .4) , 

( 1 7 . 5) . 

§23 . Аффинная система координат. Координаты 
точки 

Пусть в пространстве Vз (на плоскости V2 или на прямой V1 ) зафиксиро­
вана некоторая точка О,  называемая полюсом. Для любой точки А вектор 

----+ 

r А = ОА называется радиус-вектором то'Чки А относителъно полюса О .  
Задание точки ее радиус-вектором определяет, очевидно, биективное отоб­
ражение. Тот факт, что точка А имеет радиус-вектор r ,  обозначают симво­
лом А( r) . 

Если в пространстве Vз зафиксированы точка О и базис e i , е2 , ез , то го­
ворят, что в пространстве задана аффинная систе.м,а координат (или обща.я 
декартова систе.м,а координат) {О;  e i , е2 , ез } .  Точка О называется на'Ча­
лом координат; оси, проходящие через начало координат и определенные 
векторами ei , е2 , ез , называются ос.ями коордu'Нат и обозначаются Ох (ось 
абсцисс) ,  Оу (ось ординат) , Oz (ось аппликат) соответственно. Плоскость , 
определяемая осями координат Ох и Оу (Ох и Oz , Оу и Oz) , называется 
коордннатной nлоскостъю Оху (Oxz ,  Oyz соответственно) . В этой терми­
нологии аффинная система координат обозначается также символом Oxyz. 

Координатами то'Чки А в аффинной системе координат {О; е1 , е2 , ез } 
называются координаты радиус-вектора r А этой точки в базисе е1 , е2 , 
ез . Тот факт, что точка А имеет координаты х ,  у ,  z , обозначают символом 
А (х , у ,  z) . Итак, 

ГА = Х е1 + у е2 + z ез <===> A(x, y , z) . 
Таким образом, любая точка пространства в заданной системе коорди­

нат имеет координаты, причем: 
1 )  точки A1 (x1 , y1 , z1 )  и A2 (x2 , y2 , z2 ) совпадают тогда и только тогда, 

когда х 1 = х2 , У1 == У2 , z1 = z2 ; 
2 ) если A(x1 , y1 , z1 )  и B(x2 , y2 , z2 ) - точки пространства, заданные сво-

� и:ми координатами в системе координат {О;  e i , е2 , ез } , то вектор а = АВ 
в базисе e i , е2 , ез имеет координаты а = {х2 - х1 , У2 - у1 ,  z2 - z1 } ; 
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х1 + Лх2 Х3 == 1 + Л 
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У1 + Лу2 
УЗ == l + А , Z3 == 

Базис e i , . . .  , en , где п = 1 ,  2 , 3 , называется ортонормированнЪtм, если 
векторы базиса 

1 ) имеют единичную длину 
и, в случае п > 1 ,  . 2) попарно перпендикулярны . 

Аффинная система координат {О; ei , е2 , ез } ,  соответствующая орто­
нормированному базису е1 , е2 , е3 , называется пр.ямоуголъной декартовой 
или просто пр.ямоуголъной системой координат. 

Пусть на плоскости Р даны две непараллельные прямые l и L.  Проек­
� 

цией направленного отрезка АВ на прямую l параллелъно пр.ямой L назы-
вается направленный отрезок А1 В1 , где А1 , В1 - проекции точек А и В на � 
прямую l параллельно прямой L. О б о з н а ч е н и е : prf АВ. 

Т е о р е м  а 23. 1 .  Проекцttи '{ХLвнъtх направленн'Ьlх отрезков равн'Ьt. � 
Проекцией вектора а == АВ на прямую l nараллелъно прямой L назы­

� вается вектор, порожденный prf АВ . О б  о з н а ч е н и е : prf а .  

Т е о р е м  а 23.2 .  Проекция вектора на прямую l параллелъно пр.я-
мой L обладает свойством линейности: 

1} prf ( а + Ь) == prf а + prf Ь , 'V а, Ь , 
2) prf (o: a) == а ·  prf а , 'V a , 'Vo: Е IR .  
Пусть в пространстве заданы плоскость 7Г и непараллельная ей пря-

� мая l .  Проекцией направленного отрезка АВ на прямую l (на плоскостъ 
1Г) параллелъно плоскости 7Г (соответственно пр.ямой l ) называется направ-
ленный отрезок А1 В1 (А2 В2 ) ,  где А 1 и В1 (А2 и В2 ) - проекции точек 
А и В на прямую l (плоскость 1Г ) параллельно плоскости 7Г (прямой l ) . 

� l � О б о з н а ч е н и е : prf АВ, pr1t' AB. 
Для обеих проекций справедливо утверждение теоремы 23 . 1 :  проекции 

равнъtх направленнъ�х отрезков равнъt. 
� 

Проекцией вектора а = АВ на прямую l ( плоскостъ 1Г ) параллелъно 
� � 

плоскости 7Г ( пр.ямой l ) называется вектор, порожденный prf АВ (pr� АВ) .  
О б  о з н а ч е н и е : prf а, pr� а . Обе проекции вектора в пространстве обла­
дают свойством линейности. 

Во всех трех случаях , если l.lL или l.l7Г, проекции вектора называются 
ортогоналън'Ьtми проекци.ямtt. 

Форl\lулы ( 1 7. 5) для координат вектора а Е Vз в базисе ei , е2 , ез могут 
быть записаны в терминах проекций вектора на ось в виде 

х =  (prz а) z == 
1 ез 1 ' 

где pr х а, pr У а, pr z а - проекции вектора а на оси, определенные базисны­
ми векторами e i , е2 , ез (т.е .  на оси координат Ох, Оу , Oz) , параллельно 
координатным плоскостям Oyz ,  Oxz ,  Оху соответственно . 
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Т е о р е м  а 23 .3 .  На плоскости (в прост]ХJ,нстве) вели'Чина проек­
ции векто]Jа на осъ параллелъно пр.ямой (соответственно пр.ямой или плос­
кости) обладает свойством линейности. 

Если {О; е1 , е2 , ез }  и {О' ; е� , е� , е� } - две аффинные системы коорди­
нат в пространстве ("старая" и "новая") , (а ,  {3, "У) - координаты нового нача­
ла О' в старой системе координат, С = ( Cij ) - матрица перехода от базиса 
е 1 , е2 , е3 к базису е� ,  е� , е� (§ 1 7) ,  (х ,  у ,  z) и (х' , у' , z' ) - координаты точки 
в старой и новой системах координат, то 

1 1 1 х = а + с1 1 х + с12У + с1з z , 
{3 1 1 ' У =  + С21 Х  + С22У + C23 Z  , 

1 1 1 Z = "'/ + С3 1 Х  + Сз2У + C33 Z • 
Эти соотношения называются формулами преоб]ХJ,зовани.я координат. 

Эти формулы выражают старые координаты точки через новые. 
Ориентация в вещественном линейном пространстве. Два базиса 

е = (е 1 , . . .  , e n ) и е' = (е� , . . . , е� ) вещественного линейного пространства 
V называются одинаково ориентированнъ�ми, если матрица перехода С от 
базиса е к базису е' имеет положительный определитель, и противоположно 
ориентированн'Ьtми - в противном случае. 

Из определения следует, что два базиса, получающиеся друг из друга 
- перестановкой двух их векторов или 
- умножением какого-либо вектора на отрицательное число, 

противоположно ориентированы. 
Т е о р е м  а 23.4. Отношение одинаковой ориентированности .яв­

л.яеrпс.я отношением, эквивалентности на множестве всех базнсов прос­
транства V .  

Множество всех базисов пространства разбивается отношением одина­
ковой ориентированности ровно на два непересекающихся класса (класса 
эквивалентности) так, что всякий базис принадлежит одному и только од­
ному классу, два базиса одного класса одинаково ориентированы , а любые 
два базиса из разных классов противоположно ориентированы. 

Один из классов называют классом прав'Ьtх (или положителъно ориен-
тированнъ�х) базисов, а другой - левъtх ( отр1t1�аrпелъно ориентированнъtх) . 
Каждый из этих двух классов называется ориентацией пространства. Ве­
щественное линейное пространство с выбранной на нем ориентацией назы­
вается ориентированнъ�м пространством. Так как класс эквивалентности 
порождается любым своим представителем, то для того, чтобы ориенти­
ровать линейное пространство, достаточно задать один какой-нибудь базис 
пространства и объявить положительно ориентированными все одноимен­
ные с ним базисы. 

Класс правых базисов на плоскости V2 и в пространстве Vз обычно вы­
бирают следующим образом: 

- упорядоченную пару неколлинеарных векторов е 1 , е2 плоскости назы­
вают п]Jавой ( положиrпелъно ориентированной) , если кратчайший поворот 
от е1 к е2 выполняется против часовой стрелки , и левой ( отрицателъно 
ориентированной) - в противном случае (начала векторов считаются сов­
мещенными) ; 

- упорядоченную тройку некомпланарных векторов ei , е2 , ез простран­
ства называют правой ( положителъно ориенmнрованной) , если из конца 
вектора ез кратчайший поворот от e i  к е2 виден против часовой стрелки, 
и левой ( отрицаrпелъно ориентированной) - в противном случае (начала 
векторов тройки считаются совмещенными) . 
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Преобразование прямоугольной декартовой системы коор­
динат на плоскости. Если {О;  e i , е2 } и {О' ; е� , е� } - две прямоуголь­
ные декартовы системы координат на плоскости, то матрица перехода С 
от ортонормированного базиса е = ( е 1 , е2 ) к ортонормированному базису 

' ( / 1 ) е = е1 , е2 имеет вид 

- sin ер ] 
cos cp 

если базисы е и е' одинаково ориентированы, и 
sш <.р ] 

- cos cp ' 

если базисы е и е' противоположно ориентированы. В первом случае новая 
система координат получается из старой переносом начала в точку О' (а ,  {3) 
и поворотом на угол <.р ( <.р - угол между e i  и е� ) , во втором случае - перено­
сом начала в точку О' (а ,  {3) , поворотом на угол <.р с последующим отражени­
ем относительно е� (т.е. изменением направления е� на противоположное) . 
При этом формулы цреобразования координат имеют вид 

в первом случае и 

во втором. 

{ / 1 • 
х = а + х cos <.р - у sш <.р,  
у = {3 + х' sin <.р + у' cos <.р 

{ х = а + х ' cos <.р + у' sin <.р, 
{3 1 • 1 у = + х sш <.р - у cos <.р 

П р и м е р  23 . 1 .  Дана треугольная призма АВСА1 В1 С1 , в которой тре­
угольник АБС - основание, АА1 , ВВ1 , СС1 - боковые ребра. Найти коор-

� ----+ ---t 

динаты точки Ai в системе координат {В1 ; АС1 , СВ1 , ВА1 } .  
Р е ш е н и е. Координаты точки Ai  в указанной системе координат сов­

� ----+ � 

падают с координатами вектора В1 А1 в базисе АС1 , СВ1 , ВА1 . Найдем эти 
координаты. Имеем 

(23. 1 )  
---t 

Для вектора В1 В имеют место следующие разложения : 

Сложив эти равенства, получим 

Отсюда и из (23 . 1 )  следует, что 
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---+ П р и м е р  23 .2 . Дан вектор ОА = {х , у} .  Найти координаты вектора 
----+ ---+ 

ОБ, получающегося из вектора ОА поворотом на угол ер. Система координат 
прямоугольная . 

----+ / 1 ) Р е ш е н и е . Пусть ОБ = {х , у } .  Перейдем к новому базису е = ( e i , е2 , 
полученному из исходного поворотом на угол ер.  Тогда новые координаты 

----+ ---+ вектора О В будут совпадать с координатами { х ,  у} вектора О А в старом 
базисе, поэтому 

1 • / • 
х = x cos cp - у sш ср, у = х sш ср + y cos cp.  • 

ЗАД АЧИ 

В задачах этого параграфа, если не оговорено противное , си­
стема координат считается аффинной . 

К о о р д и н а т ы т о ч к и  
23 . 1 .  Дан правильный шестиугольник ABCDEF. Найти ко­

ординаты всех его вершин в системе координат: 
� �  

а) {А;  АВ, АЕ} ; 
� �  

б) {А ;  АВ , АК} ,  где К - точка на диагонали АЕ такая , 
что АК = АВ. 

23 . 2 .  Даны две смежные вершины А ( - 1 ,  3) , В(2 ,  - 1 )  парал­
лелограмма ABCD. Найти две другие его вершины, если извест­
но, что диагонали параллелограмма параллельны осям коорди­
нат. 

23 .3 .  Относительно прямоугольной декартовой системы ко­
ординат дана точка М(х, у) . Найти точку М1 , симметричную 
точке М: 

а)  относительно начала координат; 
6) относительно оси абсцисс ;  
в) относительно оси ординат; 
г) относительно биссектрисы первого и третьего координат­

ных углов ; 
д) относительно биссектрисы второго и четвертого коорди­

натных углов . 
23 .4 .  Даны три последовательные вершины параллелограм­

ма А(-2 , 1 ) ,  B ( l , 3 ) ,  С(4, О ) . Найти его четвертую вершину D .  
23 .5 .  Даны три последовательные вершины трапеции 

А(- 1 , -2) , B( l , 3) ,  С(9 , 9) .  Найти четвертую вершину D этой 
7-427 1 
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трапеции, если ее основание AD в полтора раза длиннее осно­
вания ВС. 

23 .6 . Даны две точки А(-3 ,  1 )  и В (2 ,  -3) . На прямой АВ 
найти точку М так, чтобы она была расположена по ту же сто­
рону от точки А,  что и точка В, и чтобы отрезок АМ был втрое 
больше отрезка АВ. 

23 .7 .  Относительно прямоугольной декартовой системы ко­
ординат дана точка М(х ,  у ,  z ) . Найти координаты точки М1 , сим­
метричной точке М :  

а) относительно начала координат; 
б) относительно плоскости Оху; 
в) относительно оси О z .  
23 .8 .  Относительно прямоугольной декартовой системы ко­

ординат дана точка М(х ,  у, z) .  Найти ее ортогональную проек­
цию Мо : 

а) на ось Ох; б) на плоскость Oyz . 
23 .9 .  Дан параллелепипед ABCDA1B1 C1 D1 . Принимая за 

� �  � 
начало координат вершину А, а векторы АВ , AD и АА1 - за 
базисные, найти координаты: 

а) вершин С, В1 и С1 ; 
б) точек К и L - середин ребер А1 В1 и СС1 соответственно ; 
в) точек М и  N пересечения диагоналей граней A1 B1C1 D1 и 

АВВ1А1 соответственно; 
г) точки О пересечения диагоналей параллелепипеда. 
23 . 10 .  Вершина О тетраэдра ОАВС принята за начало ко-

� � � 
ординат, а векторы ОА, ОБ, ОС - за базисные. Найти в этой 
системе координаты точек пересечения медиан граней тетраэд­
ра. 

Д е л е н и е  о т р е з к а  в о т н о ш е н и и  
23 . 1 1 .  Найти координаты точки М, делящей отрезок М1 М2 , 

ограниченный точками М1 (2 ,  3)  и М2 (-5 , 1 ) , в отношении: 
1 1 

1 ) ). = 2;  2) Л = -
2

; З) Л = -4; 4) Л =
3

. 
23 . 12 .  Найти координаты середины отрезка М1 М2 в каждом 

из сле,цующих случаев : 
1 )  М1 (2 , 3) , М2 (-4, 7) ; 2) Mi (-2 , 4) , М2 (2 , -4) ; 
3) М1 (О, О) , M2 ( l ,  1 ) .  
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23 . 13 .  Один из концов отрезка АБ находится в точке А(2, 3) , 
его серединой служит точка M(l , -2) . Найти другой конец от­
резка. 

23 . 14.  Даны две точки А(З , 4) и Б(2 ,  - 1 ) .  Найти точки пере­
сечения прямой АБ с осями координат. 

23 . 15 .  Найти точку пересечения медиан треугольника с вер­
шинами А(х 1 , у1 ) ,  Б (х2 , у2 ) ,  С(хз , Уз ) . 

23 . 16 .  Даны середины сторон треугольника: М1 (2 ,  4) , 
М2 (-З ,  О) , Мз (2 , 1 ) .  Найти его вершины . 

23 . 17 . Даны две смежные вершины А(-4, -7) ,  Б(2 , 6) парал­
лелограмма АБСD и точка пересечения его диагоналей М(З ,  1 ) . 
Найти две другие вершины параллелограмма. 

23 . 18 .  На осях Ох и Оу отложены соответственно отрезки 
ОА = 8 ,  ОБ = 4 . Найти отношение, в котором отрезок АБ де­
лится основанием перпендикуляра, опущенного на прямую АБ 
из начала координат. Система координат прямоугольная .  

23 . 19 .  Даны две точки А(-4, 2 ) , В (8 , -7) . Найти точки С и 
D, делящие отрезок АБ на три равные части. 

23 . 20 .  Определить координаты концов А и В отрезка, кото­
рый точками С(2 , 2) , D (l , 5) разделен на три равные части. 

23 . 2 1 .  Дана точка А(2 , 4) .  Найти точку Б при условии , что 
точка С пересечения прямой АБ с осью ординат делит отрезок 
АБ в отношении � ,  а точка D пересечения прямой АБ с осью 
абсцисс делит отрезок АБ в отношении - � .  

23 .22 .  Даны две точки А(9 ,  - 1 )  и Б(-2 , 6) . В каком отноше­
нии делит отрезок АБ точка С пересечения прямой АВ с бис­
сектрисой второго и четвертого координатных углов? 

23 .23 .  Найти точки А и В,  зная , что точка С(-5 ,  4) делит 
отрезок АБ в отношении i ,  а точка D(6 ,  -5) - в отношении � ·  

23 .24 .  На сторонах АБ и АС треугольника АБС взяты со­
ответственно точки М и N так , что (АБМ) = µ ,  (ACN) = v .  
Точку пересечения отрезков BN и СМ обозначим через О.  Най­
ти отношения (BNO) и (СМО) . 

23 .25 .  Применяя результат предыдущей задачи при µ = v = 
1 , доказать , что медианы треугольника пересекаются в одной 
точке. 

23 . 26 .  Вершина А параллелограмма АБСD соединена с се­
рединой М стороны БС, а вершина Б - с точкой N,  лежащей 
на стороне С D и отстоящей от точки D на расстоянии, равном 
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� стороны С D. В каких отношениях делятся отрезки АМ и В N 
точкой К их пересечения? 

23 .27 .  Найти центр круга, вписанного в треугольник с вер­
шинами А(9, 2) , В (О , 20) , С(- 15 ,  -10) . Система координат пря­
моугольная . 

23 .28.  Найти точку пересечения общих касательных двух 
окружностей, центры которых совпадают с точками С1 (2 ,  5) и С2 ( 232 , 331 ) ,  а радиусы соответственно равны 3 и 7. Система коор­
динат прямоугольная . 

23 .29 .  Найти координаты точки, делящей отрезок М1М2 , 
ограниченный точками М1 ( -3 ,  2 ,  4) и М2 (6 , О ,  1 ) ,  в отношении: 

3 1 
1 )  ,\ = 2 ;  2) ,\ = -

4
; 3) ,\ = 

4
; 4) ,\ = -3 .  

23 . 30. На прямой, проходящей через точки М1 ( 1 ,  2 , 4) и 
M2 (- l , 4, 3) , найти точку, лежащую в плоскости Oxz . 

23 . 31 .  Отрезок АВ разделен на пять равных частей; извест­
ны первая точка деления С(3 ,  -5 ,  7) и последняя F( -2 , 4 , -8) .  
Определить координаты концов отрезка и остальных точек де­
ления . 

23 .32 .  Даны две вершины треугольника А (-4, - 1 ,  2)  и 
В (3 ,  5 ,  - 16) . Найти третью вершину С, зная , что середина сторо­
ны АС лежит на оси Оу, а середина стороны ВС - на плоскости 
Oxz . 

23 . 33 .  Найти отношение, в котором каждая из координатных 
плоскостей делит отрезок АВ, ограниченный точками А(2 ,  - 1 ,  7) 
и В (4 ,  5, -2) . 

23 . 34 .  Даны две прямые: одна из них проходит через 
точки А(-3 ,  5 , 15 ) и В (О , О ,  7) , а другая - через точки С(2 ,  - 1 , 4) 
и D( 4,  -3 ,  О) . Выяснить, пересекаются ли эти прямые,  и если пе­
ресекаются , то найти точку их .пересечения . 

23 .35 .  Даны две точки А (8 , -6, 7) и В (-20,  15 , 10) . Устано­
вить, пересекает ли прямая АВ какую-нибудь из осей координат. 

П р е о б р а з о в а н и е  к о о р д и н а т  
23 . 36 .  Найти новые координаты точек А (2 ,  3) , В (-5 , 4) , 

С (О , 2) в системе, полученной переносом данной аффинной си­
стемы координат, если за новое начало координат принимается 
точка 0' (7 ,  - 1 ) .  

23 . 37 .  В аффинной системе координат задана точка М(2 , 5) . 
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После переноса она имеет координаты ( -4, 7) . Найти старые ко­
ординаты нового начала О' и новых базисных векторов е� , е� , 
а также новые координаты старого начала О и старых базисных 
векторов e i , е2 . 

23 .38 .  Новая система координат получена поворотом некото­
рой прямоугольной декартовой системы координат на угол а = 
60° .  Координаты точек A(2J3, -4) , В( JЗ, О) и С(О , -2J3) опре­
делены в новой системе. Вычислить координаты этих же точек 
в старой системе координат. 

23 .39 .  В некоторой прямоугольной декартовой системе ко­
ординат даны точки М(3 ,  1 ) ,  N(- 1 , 5)  и Р(-3, - 1) .  Найти их 
координаты в новой системе, полученной из исходной поворотом 
на угол а = -45° . 

23 .40 .  Даны две прямоугольные системы координат. Начало 
новой системы находится в точке О' (-4 ,  2) ; угол от положитель­
ного направления оси Ох до положительного направления оси 
О' х' равен 2; ; системы одинаково ориентированы. Найти выра­
жение старых координат произвольной точки плоскости через ее 
новые координаты. 

23 .41 .  Новая система координат получена из старой перено­
сом начала в точку О' (З ,  -4) и поворотом на угол а такой , что 
cos а = i� ,  sin а = - 1

5
3 • По отношению к исходной системе коор-

динат дана точка А (6 , -2) . Найти ее координаты в новой системе. 
Системы координат прямоугольные. 

23 .42 .  На плоскости даны две прямоугольные системы коор­
динат {О ; ei ,  е2 } и {О' ; е� , е� } .  Вторая система координат полу­
чена из первой поворотом вокруг точки А на угол 'Р в направле­
нии кратчайшего поворота от e i к е2 . Найти координаты (х ,  у) 
точки в первой системе координат, если известны ее координаты 
(х' , у') во второй системе координат и ,  кроме того : 

1 ) А( 1 ,  1 ) , 'Р = 45° ;  2) А (2 , 4) , 'Р = 180° ; 
3) А(3 ,  О) , <р = 60° ; 4) А(-2 ,  2 ) , <р = 90° . 
23� . Даны две точки А(2 ,  1 ) и В�5 ,  5) . Найти конец век-

тора АС , получающегося из вектора АВ поворотом на угол 5; . 
Система координат прямоугольная .  

23 .44 . Даны две соседние вершины квадрата А(  -3 ,  2)  и 
В(2 , 4) . Найти две другие его вершины С и D. Система коорди­
нат прямоугольная . 

23 .45 .  Основанием равнобедренного треугольника служит 
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отрезок АС: А(-4 , 2) ,  С(4 ,  -4) . Найти координаты вершины В 
этого треугольника, зная , что углы при его основании равны 
arctg � .  Система координат прямоугольная .  

� 
23 .46.  Найти величину ортогональной проекции вектора АВ 

� 
на ось , направление которой определяется вектором CD, если 
А (-4, 2) , В(6,  4) ,  С (-:6 , - 1 ) ,  D (- 1 , - 13) . Система координат пря­
моугольная . 

23 .47. Даны две противоположные вершины квадрата 
А(-3 , 2) , В(5 ,  -4) . Найти две другие его вершины С и D. Си­
стема координат прямоугольная . 

23 .48. Центр описанной около равностороннего треугольни­
ка АБС окружности находится в начале координат. Найти ко­
ординаты вершин В и С, зная , что А(2 , 4) .  Система координат 
прямоугольная . 

23 .49 .  В ромбе ABCD с острым углом при вершине А, рав­
ным 60° , известны координаты смежных вершин А ( - 1 , 3 )  и 
В (З , 1 ) .  Найти координаты других вершин ромба. Система коор­
динат прямоугольная . 

23 .50 .  Определить координаты k-й вершины правильного n­
угольника, если даны координаты первой вершины А1 (х 1 , у1 ) и 
координаты центра S(xo , Уа ) . Система координат прямоуголь­
ная .  

23 . 5 1 .  Найти формулы преобразования аффинной системы 
координат на плоскости в каждом из следующих случаев (ко­
ординаты новых базисных векторов и нового начала координат 
заданы в старой системе) :  

1 ) е� = {2 , 5 } , е� = {7, 9} , 0' (3 , 1 ) ;  
2) е� = { 5 ,  О} , е� = {О , 4} , О' ( 3 , 5) ; 
3) е� = {О ,  2} , е� = {-7, О} , О' (О, 2) ;  
4) е� = {а , О} , е� = {О ,  Ь} , О' (О ,  О) , где аЬ =/= О ; 
5) е� = {О , а} , е� = {Ь, О} , О' (О ,  О) , где аЬ =/= О . 
23 .52 .  По отношению к аффинной системе координат даны 

три точки А(2 , 1 ) , В (3 ,  О) , C( l ,  4) . В новой системе координат 
те же точки имеют координаты A ( l ,  6) , B ( l ,  9) , С(3 ,  1 ) .  Найти 
формулы преобразования координат, а также старые координа­
ты нового начала координат и новых базисных векторов и новые 
координаты старого начала координат и старых базисных векто­
ров . 
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23 .53 .  Известны координаты трех точек А,  В, С относитель­
но двух аффинных систем координат на плоскости . Доказать , 
что формулы преобразования координат будут в этом случае 
определены однозначно тогда и только тогда, когда данные точ­
ки А ,  В ,  С не лежат на одной прямой. 

23 .54 .  Даны две системы координат Оху и Ох'у' . Коорди­
наты ( х ,  у) произвольной точки относительно первой системы 
выражаются через ее координаты (х' , у' )  относительно второй 
системы по следующим формулам: 

х = 2х' - 5у' + 3 ,  у = -х' + 2у' - 2 . 
Найти координаты начала второй системы и ее базисных векто­
ров относительно первой системы. 

23 .55 .  Координаты (х ,  у) каждой точки плоскости в первой 
системе координат выражаются через координаты ( х' , у' )  этой 
же точки во второй системе координат соотношениями 

[ � ] = [ � ] + С [ �; ] , С Е �2х 2 . 

Первая систем координат является прямоугольной декартовой. 
При каком необходимом и достаточном условии вторая система 
также является прямоугольной декартовой? 

23 .56 .  Даны две системы координат Оху и Ох'у' . Относи­
тельно первой системы координат начало второй системы на­
ходится в точке О' ( -4,  2) , ось О'х' пересекает ось Ох в точке 
А(2 ,  О) , а ось О'у' пересекает ось Оу в точке В (О ,  8) . Принимая 

----+ � 
за базисные векторы второй системы векторы О' А и О' В ,  вы-
разить координаты произвольной точки плоскости относительно 
первой системы через ее координаты во второй системе. 

23 .57 .  Дан параллелограмм ОАСВ. Рассмотрим две системы 
координат, принимая за начало обеих систем вершину паралле­
лограмма О ,  за базисные векторы осей Ох и Оу первой системы 

� � 
соответственно векторы О А и О В ,  а за базисные векторы осей 
0 1  

� � 
х и Оу' второй системы соответственно векторы О К и О L (К 

и L - середины сторон АС и ВС) . Найти координаты вершин 
параллелограмма во второй системе . 

23 .58.  Дан правильный шестиугольник ABCDEF. Найти ко-
----+ 

ординаты (х ,  у) точки плоскости в системе координат {А;  АВ , 
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� 
АР} , если известны ее координаты (х' , у' ) в системе координат 

� -+ 
{С; СВ , СЕ} . 

23 .59 .  В трапеции ABCD диагонали пересекаются в точке Е, 
а длины оснований ВС и AD относятся как 2 :  3 .  Найти координа­

---t � 
ты ( х ,  у) точки в системе координат {А; АВ , AD} ,  если известны 

-+ � 
ее координаты (х' , у' ) в системе координат {Е; ЕА, ЕВ} . 

23 .60 .  В трапеции ABCD длины оснований ВС и AD от­
носятся как 3 : 4, точка Е является серединой основания AD , а 
продолжения боковых сторон пересекаются в точке F. Найти ко­

� � 
ординаты (х ,  у) точки в системе координат {Е ; ЕВ, ЕС} , если из­

� -+ 
вестны ее координаты (х' , у') в системе координат {F; F В , FC} . 

23 .61 . В прямоугольном треугольнике АБС, длины катетов 
которого равны АВ = 3 и ВС = 4, точка D является основа­
нием высоты, проведенной из вершины прямого угла. Векторы 
e i , е2 , е� , е� имеют единичную длину, причем e i сонаправлен с 
-+ � � 
БА, е2 сонаправлен с ВС, е� сонаправлен с АС, е� сонаправлен 

� 
с D В.  Найти координаты ( х ,  у) точки плоскости в системе коор-
динат {В ; e i , е2 } , если известны ее координаты (х' , у' ) в системе 
координат { D;  е� , е� } . 

23 .62 .  Найти формулы преобразования аффинной системы 
координат в пространстве в каждом из следующих случаев (ко­
ординаты новых базисных векторов и нового начала координат 
заданы в старой системе) : 

1 ) е� = {2 , 4, 1 } , е� = {О , 4, 4} , е3 = { 1 , 1 , О} , 0' (2 , 1 , 3) ; 
2) е� = { 4, 2 , 1 } ,  е� = {5 , 3 ,  2} , еЗ = {3 ,  2 , 1 } , O' ( l , 1 , 2) . 
23 .63 .  Даны две системы координат Oxyz и O'x'y'z' . Коорди­

наты (х,  у, z ) произвольной точки относительно первой системы 
выражаются через ее координаты (х' , у' , z' ) относительно второй 
системы по следующим формулам : 

а) х = х' + у' +  z' - 1 , у = - х' + z' + 3 , z = - х' - у' - 2 ; 
б) х = -2x' - y' - z' - l , у =  -y' - z' , z = x' + 3y' + z' + l . 

В каждом из указанных случаев найти координаты начала вто­
рой системы и ее базисных векторов относительно первой систе­
мы. 

23 .64 .  По отношению к аффинной системе координат даны 
четыре точки A( l ,  О, О) , В(О ,  1 , О) , С(О ,  О, 1 ) ,  D ( l ,  1 , 1 ) . В новой 
системе координат те же точки имеют коордпнаты А ( 1 ,  - 1 , О) ,  
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В(О, 1 ,  1 ) ,  C( l , О ,  1 ) ,  D(O , 1 ,  - 1 ) . Найти формулы преобразования 
координат, а также старые координаты нового начала координат 
и новых базисных векторов и новые координаты старого начала 
координат и старых базисных векторов .  

23 .65 .  Известны координаты четырех точек А,  В ,  С, D отно­
сительно двух аффинных систем координат в пространстве. До­
казать , что формулы преобразования координат будут в этом 
случае определены однозначно тогда и только тогда, когда дан­
ные точки А,  В ,  С, D не лежат в одной плоскости. 

23 .65 . 1 .  В прямоугольной декартовой системе координат 
Oxyz произведено "переименование" координатных осей . 

а) Показать , что "переименование" х' = у ,  у' = z ,  z' = х эк­
вивалентно суперпозиции поворотов вокруг координатных осей . 

б) Верно ли аналогичное утверждение для "переименования" 
х' = z ,  у' = у ,  z' = х ? 

23 .66 .  Даны две системы координат Oxyz и Ох' у' z' с общим 
началом О и одинаковыми по длине базисными векторами по 
всем осям обеих систем . Первая система прямоугольная ; ось Oz' 
второй системы совпадает с осью Oz первой, а оси Ох' и Оу' суть 
соответственно биссектрисы углов xOz и yOz . Найти формулы 
преобразования координат при переходе от первой системы ко 
второй. 

23 .67.  В пространстве даны две прямоугольные системы ко­
ординат {О ; e i , е2 , ез } и {О ; е� , е� , еЗ } . Вторая система коор­
динат получена из первой в результате последовательного вы­
полнения двух поворотов на угол 45° : сначала вокруг оси Oz 
в направлении кратчайшего поворота от e i и е2 , а затем во­
круг новой оси абсцисс в направлении кратчайшего поворота от 
нового вектора е2 к вектору ез . Найти координаты (х , у , z)  точ­
ки в первой системе координат, если известны ее координаты 
( х' , у' , z' ) во второй системе координат. 

23 .68 .  Найти формулы преобразования координат при пере­
ходе от одной прямоугольной системы координат Oxyz к другой 
прямоугольной системе О' х' у' z' , если системы одинаково ориен­
тированы, начало второй системы находится в точке О' ( 1 , 2 , 3) и 

---- ----- ----- -----
( е 1 , е� ) = arccos � , ( е 1 , е� ) = arccos ( - � ) , ( е 1 , еЗ ) < ; , ( е2 , е� ) = 

-----
arccos (- � ) , ( е2 , е� ) > � ·  

23 .69 .  Даны две прямоугольные системы координат Oxyz и 
О'х'у' z' . Начало второй системы находится в точке 0' (2 , 1 ,  2) ;  ось 
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О' х' проходит через точку О, а ось О' у' пересекает ось Оу в точке 
А. За положительное направление оси О' х' принято направление 

� 
вектора О' О ,  за положительное направление оси О' у' - направ-

� 
ление вектора О' А; положительное направление оси О' z' выбра-
но так, чтобы системы были одинаково ориентированы. Выра­
зить координаты (х ,  у, z ) произвольной точки относительно пер­
вой системы через ее . координаты (x' , y' , z' ) во второй. 

23 .  70 . в пространстве даны две прямоугольные системы ко­
ординат {О ;  ei , е2 , ез } и {О' ; е� , е� , е� } . Начало второй системы 
координат имеет в первой системе координаты (- 1 ,  3, 5 ) . Вектор 
е� образует углы, равные 60° , с векторами ei и е2 и острый угол 
с вектором ез . Вектор е� компланарен с векторами ei и е2 и 
образует с вектором е2 острый угол . Системы координат одина­
ково ориентированы. Найти координаты (х ,  у, z )  точки простран­
ства в первой системе координат, если известны ее координаты 
( х' , у' , z' ) во второй системе. 

23 . 71 .  В пространстве даны две прямоугольные системы ко­
ординат {О ;  ei , е2 , ез } и {О' ; е� , е� , е� } . Точки О и О' различ­
ны, а концы векторов ei и е� , отложенных соответственно из 
точек О и О' , совпадают (i = 1 ,  2 ,  3) . Найти координаты (х ,  у ,  z ) 
точки пространства в первой системе координат, если известны 
ее координаты ( х'

, у' , z' ) во второй системе. 
23. 72 . Координаты (х , у, z ) каждой точки пространства в 

первой системе координат выражаются через координаты ( х'
, у' , 

z' ) этой же точки во второй системе координат соотношениями 

Первая систем координат является прямоугольной декартовой . 
При каком необходимом и достаточном условии вторая система 
также является прямоугольной декартовой? 

23 . 73 .  В основании призмы ABCDA1B1 C1D1 лежит ромб 
с острым углом А, равным 60° .  Точка К лежит на продолже­
нии ребра АВ за точку В,  причем угол AD К прямой. Най­
ти координаты ( х ,  у ,  z ) точки пространства в системе координат 

� � ---t 
{А ;  АВ , AD, АА1 } ,  если известны ее координаты (х' , у' , z' ) в си­� �  
стеме координат {К; КА, KD, КС1 } . 
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23 .74 .  В треугольной призме АВСА1В1С1 точка М - точка 
пересечения медиан грани AiB1C1 . Найти координаты (x , y , z )  

-----+ � � 
точки пространства в системе координат {А ; АВ , АС, АВ1 } , если 

-t 
известны ее координаты (х' , у' , z' ) в системе координат {А1 ; AiB ,  
--t 
AiC, А1М} . 

23 .75 .  В тетраэдре ABCD точка М - точка пересечения ме­
диан грани BCD. Найти координаты (х , у ,  z) точки пространства 

� � � 
в системе координат {А; АВ , АС, AD} , если известны ее коорди­

� � �  
наты (x' , y' , z' ) в системе координат {М; МВ, МС, МА} . 

23 . 76.  В правильной шестиугольной пирамиде SABCDEF с 
вершиной S точка М является центром основания . Найти коор-

-----+ 
дина ты ( х , у ,  z) точки пространства в системе координат {А ; АВ , 
� �  
AF, AS} , если известны ее координаты (х' , у' , z' ) в системе ко­

� � �  
ординат {S ; SC, SD , SM} . 

23 . 77. Дан параллелепипед ABCDA1B1 C1D1 . Найти коор-
� 

динаты (х , у , z) точки пространства в системе координат {А ; АС, 
� �  
АВ 1 , АА 1} , если известны ее координаты ( х' , у' , z' ) в системе ко-
ординат {D1 ; DiD ,  DiC1 , Di B} . 

§24 . Скалярное произведение 

Окал.ярн'ым произведением ( а, Ь ) ненулевых векторов а и Ь называется 
число , равное произведению длин этих векторов на косинус угла между 
ними: 

-

( а, Ъ) = 1 а ! · 1 Ъ 1 cos ( а, Ь ) . 
Если один из векторов а или Ь нулевой , то скалярное произведение этих 
векторов по определению считается равным нулю. 

Из определения следует, что 1 a j  = J( а, а) , cos ( ;,h) = ( а, Ъ ) / ( 1 a l · 1 Ъ j ) .  
Величина ( а, а) называется скал.ярн'Ым квадратом вектора а и обозна­

чается а2 . Очевидно, что а2 = 1 a l 2 . 
Обозначим через pr а Ь ортогональную проекцию вектора Ь на ось , опре-

деленную вектором а i= О. 
Т е о р е м а 24. 1 .  Если а i= О, то дл.я любого вектора Ь 

( а,  Ъ) = 1 al (pr а Ъ) == ( а, pr а Ъ) . 
Т е о р е м а 24.2 .  Дл.я любых векторов а, Ь, с и 'Числа а Е IR 

1) ( а,  Ъ) = ( Ь, а) ; 

2) ( а + Ь ,  с) = ( а, с) + ( Ь,  с) ; 
3) (а а, Ь ) = а ( а, Ь) ; 
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4) ( а, а) > О, при'Чем • 
( а, а) = О  тогда и толъко тогда, когда а ==  О . 

Из свойств 1-3 следует, что скалярное произведение линейно и по вто­
рому множителю: 

( а, Ь + с) == ( а, Ь) + ( а, с ) , ( а, а Ь) = а ( а, Ь) . 
Скалярное произведение векторов может быть вычислено по их коор­

динатам, если известна ''таблица умножения" базисных векторов: если 
3 3 з з 

а ==  Lai ei , Ъ = Lrзi e� , то ( а, Ъ) = LLai{Зj ( ei ,  ej ) .  
i= l i = l  i= l j = l 
Векторы а и Ь называются ортогоналънЪtми, если ( а, Ь)  == О .  Из опре­

деления следует, что векторы а и Ь ортогональны тогда и только тогда, 
когда либо один из них нулевой , либо они перпендикулярны. В терминах 
ортогональности векторов ортонормированность базиса e i , . . .  , en , где п == 
1 , 2 ,  3 , означает, что 

( ei , ej ) = { �: i =1= j, 
i == j. 

Матрица [ ( e i , ei ) ( e i , е2 ) ( е1 , ез )  ] G( ei , е2 , ез ) == ( е2 ,  e i ) ( е2 , е2 ) ( е2 , ез )  
( ез ,  e i ) ( ез , е2 ) ( ез , ез )  

называется матри'Цей Грама системы векторов е1 , е2 , ез , а ее элементы 
9ij == ( ei , ej ) - метри'Ческими коэффи'Циентамtt. 

Т е о р е м а  24.3.  Координатъt {а1 , а2 , аз }  вектора а в базисе ei , 
е2 , ез вЪt'Числ.яются по правилу 

йi == ( а, ei ) , i == 1 ,  3 ,  
тогда и толъко тогда, когда этот базис ортонормированнЪtй. 

Направляющими косинусами вектора (луча) называются косинусы уг-
лов , образованных этим вектором (соответственно лучом) с осями коорди­
нат. 

Если e i , е2 , ез - ортонормированный базис и е - единичный вектор , то 
( е , е 1 )  = cos( e,et ) , ( е ,  е2 ) = cos( е:е2), ( е, ез )  = cos( е,ез) ,  

и следовательно, в силу теоремы 24 . 3  направляющие косинусы вектора е 
являются его координатами в этоl\1 базисе. 

Т е о р е м  а 24.4. Скалярное произведение векторов а = а 1  е1 + 
а2 е2 + а3 ез и Ь {31 e i  + {32 е2 + !Зз ез равно сумме попарнъ�х произве-
дений координат 

3 
( а, Ь) == L ai{Зi 

i = l 
тогда и толъко тогда, когда е1 , е2 , ез - ортонормированн'Ы,й базис . 

Сл е д с т в и е  1 .  Если векторЪt а == { а 1 , а2 , аз } ,  Ь == {{31 , {32 , !Зз } задан'Ы 
координатами в ортонормированном базисе, то 

_ / 2 2 2 - а1{31 + а2{32 + аз!Зз l a l = y a1 + a2 + aз ; cos( a , b) ==  
l a l l b l 

. 

Сл е д с т в и е  2 . В пр.ямоуголъной декартовой системе координат рас­
стояние р(А , В) между то'Чками А(х1 ,  у1 ,  z1 ) и В(х2 , у2 , z2 ) равно 

р(А, В) == J(x2 - х1 ) 2 + (у2 - у1 ) 2 + (z2 - z1 ) 2 . 
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П р  и м  е р  24 . 1 .  Пусть А ,  Б ,  С и D - произвольные точки плоскости или 
пространства. 

а) Доказать, что 
---+ --+ � --+ ----+ --+ 

(АБ, СD) + (БС, АD) + (СА , БD) == О. (24 . 1 )  

б )  Используя тождество (24 . 1 ) , показать , что в любом треугольнике вы­
соты пересекаются в одной точке. 

Р е ш е н и е. а) Выразим все участвующие в левой части· (24 . 1 )  векторы 
---+ ---+ ----+ 

через векторы а = АБ, Ь = ВС, с = CD и воспользуемся линейностью 
скалярного произведения по обоим его сомножителям: 

( а, с) + ( Ъ ,  а +  Ъ + cJ + (- а - Ь,  Ъ + с) == ( а, с) + ( Ъ ,  а) + 1 b l 2+ 
+ (  Ь ,  с) - ( а, Ъ) - 1 Ъ I - ( а, с) - ( Ъ ,  с) = О . 

б) Пусть теперь точка D - точка пересечения высот, проведенных из 
вершин А и С треугольника АБС. Тогда первые два слагаемых в левой части 
(24 . 1 )  равны нулю как скалярные произведения ортогональных векторов, 

----+ --t 
и значит, (СА ,  БD) = О .  Таким образом, прямая (БD) содержит высоту 
треугольника, проведенную из вершины Б .  • 

П р и м е р  24 . 2 .  Ребро куба АБСDА1 Б1 С1 D1 равно 2 ,  точка К - центр 
грани АББ1 А1 . Найти длину перпендикуляра, опущенного из вершины С1 
на прямую D К. 

---+ � � 
Р е ш е н и е . Единичные векторы а, Ъ ,  с на ребрах БА , ВВ1 , БС обра-

зуют ортонормированный базис пространства. Пусть точка Р - основание 
rtерпендикуляра, опущенного из точки С1 на прямую DK, а точка М - осно­
вание перпендикуляра, опущенного из точки К на АБ. Найдем координаты 

--+ -----? ---+ --+ 

вектора РС1 в базисе а, Ъ , с.  Имеем : DK = DA1 + МК = -2 с  - а +  Ъ , 
-----+ -----? ----+ ---+ --� 

DP == a.DK == -а а + а Ь - 2а с , РС1 == PD + DC1 == (а а - а. Ъ + 2а с) + 
--+ 

( -2  а +  2 Ь) == (а - 2) а +  (2 - а) Ь + 2а с .  Из ортогональности векторов РС1 
--+ --+ --+  и DP следует, что (РС1 , DP) = О . С учетом ортонормированности базиса 

а, Ъ , с получаем, что -а(а - 2) + а(2 - а) - 4а2 == О , откуда находим а: == � ·  � ---+ 
Следовательно , РС1 = - � а + � Ь + � с и I PC1 I  = � vГз. 

В §25 (пример 25 . 1 )  дано другое решение этой задачи. • 
П р  и м  е р  24 .3 .  Найти вектор х, перпендикулярный вектору а == 

{2 ,  -3 , 3 } и образующий с вектороы Ь = {- 1 ,  1 , 0} угол 1Г/4 , если известно, 
что с осью Оу он образует острый угол , а его длина равна длине вектора Ь .  
Система координат прямоугольная. 

Р е ш е н и е . По условию задачи 

{ ( х, а) == О, 
( х, Ь) = l x l  · I Ъ l //2, 
l x l == 1 ь 1 ,  
( х, е2 )  > О. 

(24 . 2) 

Пусть х = {х 1 , х2 , хз } .  Так как I Ъ I  = /2, то равенства (24 . 2) в коорди-



206 Глава VI. Векторная алгебра 

натной форме имеют вид 

{ 2х1 - 3х2 + 3хз = О ,  
-Х1 + Х2 = 1 ,  
xI + х� + х �  = 2, 
Х2 > 0. 

Из первых двух уравнений следует, что 
х1 = 3 ·- 3х2 , х2 = 3хз - 2 ,  хз Е IR. 

(24 .3) 

Подставляя эти соотношения в третье уравнение (24 .3) , получим: хз -== 1 или 
хз = �� , и следовательно, { 24 5 1 1 } 

х = {о ' 1 ,  1 } или х == 19 ' - 19 ' 19 . 

Последнему условию в (24 .3) удовлетворяет лишь первый вектор . Таким 
образом, х == {О ,  1 ,  1 } .  • 

П р и м е р  24 .4 .  Векторы а, Ь ,  с таковы, что 1 al == 1 ,  1 b l = 1 c l = 2 ,  
причем векторы а и Ь перпендикулярны, а вектор с образует с каждым 
из векторов а и Ь угол 1Г /3 . Найти угол между наибольшей и наименьшей 
внутренними диагоналями параллелепипеда, построенного на этих векто­
рах . 

Р е ш е  н и  е. Из правила сложения векторов следует, что диагонали па­
раллелепипеда совпадают с векторами а +  Ь + с ,  а +  Ь - с , а - Ь + с , 

- а +  Ь + с .  Возьмем в качестве базисных векторы а, Ь ,  с . Матрица Грама 

этих векторов имеет вид: G( а, Ь, с) = [ 6 � � ] . Пользуясь этой "табли-
1 2 4 

цей" скалярных произведений, найдем квадраты длин диагоналей: 

1 а +  Ь + c l 2 = ( а +  Ь + с ,  а +  Ь + с) == 1 aj 2 + 1 b l 2 + 1 c l 2 + 2 (  а, Ь )+  
+2 (  Ь ,  с) + 2( а ,  с) == 15 .  

Аналогично: 

1 а +  Ь - с 1 2 == 3, 1 а - Ь + c l 2 == 7, 1 - а +  Ь + c l 2 == 1 1 .  
Таким образом, наибольшей является диагональ а + Ь + с , а наименьшей 
- диагональ а +  Ь - с . 

Для вычисления угла между ними, найдем скалярное произведение: 

( а +  Ь + с, а +  Ъ - с) == 1 а +  b l 2 - 1 c l 2 == 1 а\ 2 + 1  Ь \ 2 - 1 с \ 2 = 1 . 

Тем самым, косинус угла между этими диагоналями равен 

( а +  Ь + с ,  а +  Ь - с) 1 
l a + Ъ +  c l l a + Ь - с \ - 3J5 '  

• 

----

п р и м е р  24 .5 .  В параллелограмме ABCD: АВ = 3 ,  ВС == 4 ,  ВАС == 
60° , точка М - середина стороны ВС, точка N делит отрезок DC в отно­
шении 2 .  Найти тупой угол между прямыми АМ и BN. 
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---t ----+ 

Р е ш е н и е . Введем базисные векторы а = СМ, Ь = CN. Матрица 
Грама этой системы векторов имеет вид: G( а, Ь) = [ 1 i J . Найдем коор-

---? ----t ---? ----+ 

динаты векторов АМ и BN в базисе а, Ь: ANI = - а - 3 Ь, BN == -2 а + Ъ , 
---? ----+ 

так что АМ == {- 1 , -3} , BN = {-2 , 1 } .  Пользуясь "таблицей" G( a, Ъ) 
---? � скалярных произведений базисных векторов , получаем, что (АМ, BN) == 

2 . 4 + 6 . 1 - 1 . 1 - з . 1 == 10 ,  1 АМ 12 == 1 . 4 + 2 . з . 1 + 9 . 1 = 19 , 
� _::::;--------+ 1 о 
IBN l 2 = 4 ·4+2 · (-2) - 1+ 1 · 1 = 13 .  Отсюда следует, что cos (AM, BN) = у'247 '  

247 
10 Таким образо?\,I , тупой угол ыежду прямьпли АМ и BN равен ?Т-arccos у'247 '  

• 

П р и м е р  24 .6 .  Найти ортогональную проекцию вектора а = {4 , 0 ,  1 }  
на ось, определяемую вектором Ь = {-2 ,  1 ,  2} .  Система координат прямо­
угольная . 

Р е ш е н и  е. Найдем сначала величину ортогональной проекции вектора 
а на указанную ось . Согласно теореме 24 . 1 ,  она равна 

( а, Ъ) (рr ь а) 
== 

1 ЪI == 

-2 . 

Сама же ортогональная проекция равна произведению своей величины 
на единичный вектор , сонаправленный с вектором Ь: 

П р и м е р  24 . 7. Даны два вектора а и Ь. Найти ортогональную проек­
цию вектора Ь на ось , определяемую вектором а. 

---+ 

Р е ш е н и е . Отложим векторы а и Ь от точки О, пусть а ==  ОА, Ь == 
� 

ОВ, точка С - основание перпендикуляра, опущенного из точки В на пря-
� � ---4 ---4 � мую ОА. Тогда ОБ ==  ОС + СВ или Ь == а а + СВ,  где ОС == а а - искомый 

вектор. Умножив обе части этого равенства скалярно на вектор а, найдем 
а: { а, Ъ) = а( а, а) или а =  ( а, Ъ)/ 1 al 2 . Следовательно, 

ЗАД АЧИ 

о�С =  ( а, Ъ) 
l a l 2 

а. • 

В задачах этого параграфа считается , что координаты век­
торов заданы в прямоугольной декартовой системе координат. 
Случай произвольной аффинной системы координат оговарива­
ется особо . 
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24. 1 .  Является ли скалярное произведение алгебраической 
операцией на множестве Vз геометрических векторов простран­
ства? 

24 .2 .  Является ли бинарное отношение n отношением экви­
валентности на множестве Vз геометрических векторов прост­
ранства, если : 

а) x'R y  � ( х ,  у ) =  О;  
б) x'R y  � ( х, у) > О;  
в) x'R y � l x \ = \ y l ; 
г) x'R y  � ( х - у, а) =  О ,  где а Е V3 - заданный вектор? 
24 .3 .  Задает ли скалярное произведение биективное отобра-

жение Vз х Vз в IR ? V2 х V2 в IR ? 
24.4 .  Найти скалярное произведение векторов а и Ь в каж-

дом из нижеследующих случаев : -
а) l a l = 8 , l b l = 5 ,  ( а, Ь) = 60° ; -
б) \ a l  = I Ь I = 1 ,  ( а, Ь) = 135° ; 
в) a_l_ Ь; 
г) 1 а\ = 3 , 1 Ь \ = 6 , а jj  Ь ;  
д) 1 а\ = 3 ,  1 Ь \ = 1 , а i l Ь. 
24 .5 .  Доказать тождество 

1 а +  ь 1 2 + 1 а - ь 12 = 2 ( 1  а \ 2 + 1 ь 12 ) 
и дать его геометрическое толкование. 

24 .6 .  Даны единичные векторы а, Ь , с , удовлетворяющие 
условию а + Ь + с = О .  Вычислить ( а, Ь) + ( Ь , с) + ( с , а) .  

24.  7 .  Даны векторы а, Ь , с , удовлетворяющие условию а + 
Ь + с = О. Зная , что 1 al = 3 , 1 Ь \ = 1 ,  \ с \ = 4 ,  вычислить 
( а, Ь) + ( Ь , с) + ( с , а) .  

24 .8 .  Доказать , что векторы р = ( Ь, с) а - ( а, с) Ь и с ор­
тогональны. 

24 . 9 .  Какой угол образуют единичные векторы s и t , если 
известно, что векторы р = s + 2 t и q = 5 s - 4 t взаимно пер­
пендикулярны? 

24 . 10 .  Доказать , что из пяти векторов всегда можно выбрать 
два так, чтобы длина их суммы на превосходила длины суммы 
оставшихся трех векторов . 

24. 1 1 .  В треугольнике АБС известны длины сторон БС = 5 ,  
� �  

СА = 6 ,  АБ = 7 . Найти скалярное произведение (БА, БС) . 
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24. 12 .  Найти тупой угол а меж,цу медианами равнобедренно­
го прямоугольного треугольника, проведенными из вершин ост­
рых углов . 

24. 13 .  Найти угол а при вершине равнобедренного треуголь­
ника, зная , что медианы, проведенные из концов основания этого 
треугольника, взаимно перпендикулярны . 

24. 13 . 1 .  Пусть А, В ,  С и D - произвольные точки плоскости 
или пространства. 

а) Доказать , что 
� �  � �  � �  

(АВ , CD) + (ВС, AD) + (СА, BD) = О . 

б) Используя это тождество , показать , что в любом треуголь­
нике высоты пересекаются в одной точке. 

24. 14 .  Найти длину диагоналей параллелограмма, построен­
ного на векторах 2 р + q и р - 2 q, если 1 р /  = J2, 1 q l = 2 ,  
(j},q) = 1Г / 4 .  

24. 15 .  Найти угол между внутренними диагоналями куба. 
24 . 16.  Найти углы меж,цу внутренними диагоналями прямо­

угольного параллелепипеда, если из трех его ребер, выходящих 
из одной вершины, два ребра одинаковы по длине, а третье вдвое 
длиннее остальных. 

24 . 17 .  Ребро куба ABCDA1B1C1D1 равно 2 ,  точка К - центр 
---7 

грани АВВ1А1 . Найти угол между DK и BD1 . 
24 . 18 .  Высота в правильном прямоугольном параллелепипе­

де ABCDA1B1 C1D1 в два раза меньше стороны основания . Най­
ти наибольшее значение угла А1 МС1 , где М - точка на ребре 
АВ. 

24 . 19 .  Найти угол меж,цу скрещивающимися медианами 
двух боковых граней правильного тетраэдра. 

24 . 20 .  Доказать, что если биссектрисы двух плоских углов 
трехгранного угла перпендикулярны , то биссектриса третьего 
плоского угла перпендикулярна каждой из них. 

24 . 2 1 .  Доказать , что если в тетраэдре два ребра соответ­
ственно перпендикулярны своим противоположным, то и осталь­
ные два ребра взаимно перпендикулярны. 

24 .22 .  Доказать, что в тетраэдре все грани являются равны­
ми треугольниками тогда и только тогда, когда отрезки, соеди­
няющие середины противоположных ребер, перпендикулярны. 

24. 23 .  Доказать , что сумма квадратов длин ребер тетраэдра 
в четыре раза больше, чем сумма квадратов расстояний между 
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серединами его скрещивающихся ребер . 
24 . 24 .  Доказать , что в параллелепипеде все внутренние диа­

гонали одинаковы тогда и только тогда, когда этот параллеле­
пипед прямоугольный. 

24 .25 .  Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром а. Найти длину 
наименьшего отрезка, концы которого расположены на прямых 
АВ1 и ВС1 и который образует угол 60° с плоскостью грани 
ABCD. 

24 .26 .  В треугольнике АБС точка D делит сторону АВ в 
отношении Л .  Выразить длину отрезка CD через длины а = ВС, 
Ь = АС, с = АВ трех сторон треугольника и число Л .  

24. 27.  В прямоугольном треугольнике АБС опущен перпен­
� 

дикуляр СН на гипотенузу АВ . Выразить вектор СН через век-
-+ ------+ 

торы а =  СВ и Ь = СА. 
24 . 28 .  В треугольнике АБС проведена высота АН. Выразить � -+ � 

вектор АН через векторы Ь = АВ и с = АС. 
24 . 29 .  Зная векторы а и Ь, на которых построен паралле­

лограмм , выразить через них вектор , совпадающий с высотой 
параллелограмма, перпендикулярной к стороне а. 

24. 30 . В тетраэдре ОАВС из вершины О опущена высота ОН 
� 

на противоположную грань . Выразить вектор ОН через векторы 
� � � 

а = ОА, Ь = ОБ и с =  ОС. 
24. 3 1 .  Дан прямоугольник ABCD и точка М (которая может 

лежать как в плоскости прямоугольника, так и вне ее) . Показать , 
что : 

а) скалярное произведение векторов , идущих от точки М к 
двум несмежным вершинам прямоугольника, равно скалярному 
произведению векторов , идущих от той же точки к двум другим 
вершинам : 

� �  � �  
(МА, МС) = (MB, MD) ; 

б) сумма квадратов длин векторов одной пары равна сумме 
� � � 

квадратов длин векторов другой пары : IMA l 2 + IMCl 2 = /MB l 2+ 
---t 
1мп 1 2 . 

24 . 32 .  Дан параллелограмм ABCD. Доказать , что величина 
АХ2 + СХ2 - ВХ2 - DX2 не зависит от выбора точки Х. 

24 . 33 .  Пусть О - центр окружности, описанной около тре­
� 

угольника АБС, а точка Н обладает тем свойством , что ОН = 
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2 1 1  

О А + О В + ОС. Доказать, что Н - точка пересечения высот 
треугольника АБС. 

24. 34. Доказать , что сумма квадратов расстояний от точки Х 
до вершин заданного треугольника минимальна тогда и только 
тогда, когда точка Х совпадает с точкой пересечения медиан в 
треугольнике. 

24 . 34 . 1 .  Доказать, что сумма квадратов расстояний от точки 
Х до вершин заданного тетраэдра минимальна тогда и только 
тогда, когда точка Х совпадает с точкой пересечения середин 
его противоположных ребер. 

24 . 34 .2 .  Пусть Ai , . . .  , Ап - произвольное множество точек 
пространства. Доказать , что существует и притом только одна 
такая точка Х,  для которой выражение IXA1 1 2 + . . . + IXAn l 2 
достигает своего минимального значения . 

24 . 35 .  В выпуклом четырехугольнике сумма квадратов двух 
противоположных сторон равна сумме квадратов двух других 
противоположных сторон. Найти угол меж,цу диагоналями че­
тырехугольника. 

24 . 36 .  Доказать , что в произвольном четырехугольнике 
АБС D выполнено равенство 

АВ2 + ВС2 + CD2 + AD2 = АС2 + BD2 + 4MN2 , 
где М и N - середины диагоналей АС и BD соответственно 
(теорема Эйлера) . 

24.37 .  Точки А, В , С и D таковы , что для любой точки М 
� � � � -----+ 

числа (МА, МВ) и (MC, MD) различны . Доказать,  что АС = 
� 
DB. 

24. 38 .  Пусть R - радиус окружности, описанной около пра­
вильного n-угольника. Найти: 

а) сумму квадратов длин всех сторон и всех диагоналей этого 
многоугольника, выходящих из одной его вершины; 

6) сумму квадратов длин всех сторон и всех диагоналей этого 
многоугольника. 

24 .39 . Правильный многоугольник А1 . . . Ап вписан в окруж­
ность радиуса R с центром О;  Х - произвольная точка. Доказать, 
что AiX2 + . . .  + АпХ2 

= n(R2 + ОХ2 ) .  
24 .40 .  Точки А1 , . . .  , Ап лежат на окружности с центром О ,  

_____, � 
причем ОА1 + . . .  + ОАп = О. Доказать , что для любой точки Х 
справедливо неравенство Х А1 + . . . + Х Ап > nR, где R - радиус 
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окружности . 
24.41 . Доказать , что сумма расстояний от произвольной точ­

ки Х до вершин правильного п-угольника будет минимальной 
тогда и только тогда, когда Х - центр п-угольника. 

24 .42 . Вычислить скалярное произведение векторов а и Ь, 
заданных своими координатами , в каждом из нижеследующих 
случаев : 

а) а = {З , 5 , 7} , Ь = {-2 , 6 , 1 } ; б) а = {3 , 0 , -6} , Ь = {2 , -4, О} ; 
в) а ==  {2 , 5 , 1 } , Ь =  {3 , -2 , 4} ; г) а = {9 , 8 , 5} , Ь ==  {-9 , 8 , 3} . 

24.43.  Определить угол а между векторами а и Ь, заданны­
ми своими координатами, в каждом из нижесле,цующих случаев : 

а) а = {8 , 4 , 1 } , Ь = {2 , -2 ,  1 } ; б) а =  { 1 ,  1 ,  1 } , Ь = {3 , 3 , -3} ; 
в) а = {2 , 5 , 4} , Ь = {6 , 0 , -3} ; г) а = { 1 , 0 , 1 } , Ь = {2 , -2 , 0} . 
24 .44 .  Даны векторы: а = {2 , -2 ,  1 } ,  Ь == { 1 , 1 ,  - 1 } , с = 

{- 1 , 1 , 2} . Вычислить : 
а) 2 а2 + 6 ( а, Ь) - 2 с2 ; б) 2 а2 - 3 Ь2 + 3 с2 ; 
в) 4( а, Ь) - 3 ( Ь, с) - 5 ( а, с) ;  г) а2 ( Ь , с) +  Ь2 ( с ,  а) + с2 ( а, Ь) .  

24.45.  Даны векторы: а == {3 , 1 ,  2 } , Ь = {2 , 1 , -2} , с == 
{2 , 1 ,  2 } .  Найти координаты векторов : 

а) ( а , Ь) с - а( Ь, с) ;  б) а2 Ь + Ь2 с + с2 а; 
в) ( а - Ь)2 с + ( Ь - с)2 а + ( а - с) 2 Ь . 

-----+ 
24 .46 . Найти направляющие косинусы вектора АБ, если 

А(-2 , 1 , 3) и Б(О ,  - 1 , 2) . 
24.4 7 .  Луч образует с двумя осями координат углы в 60° . 

Под каким углом он наклонен к третьей оси? 
� 

24 .48 .  Найти углы, образуемые вектором ОБ == {6 ,  2 , 9} с 
плоскостями координат Oyz , Ozx, Оху. 

24.49 . Найти угол между биссектрисами координатных уг­
лов xOz и yOz . 

24 .50 .  Найти угол между лучом , лежащим в плоскости Оху и 
образующим с осью Ох угол 30° , и лучом , лежащим в плоскости 
Oxz и образующим с осью Ох угол 60° . 

24 .51 .  Треугольник АБС задан своими вершинами А(З ,  2 ,  
-3) , Б (5 , 1 , - 1 ) ,  C( l ,  -2 , 1 ) .  Определить его внешний угол при 
вершине А. 

24 .52 .  Найти внутренние углы треугольника АБС, если 
А(9 , 2 , 4) , В (2 , 3 , - 1 ) , С(5 , - 1 , -6) .  

24 .53 .  Вычислить длину d диагонали OD параллелепипеда, 
зная длины а ==  ОА, Ь = ОБ, с =  ОС трех его ребер, выходящих 
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из одной вершины О,  и углы а = БОС, (3 = СОА, т = АОВ 
меж,цу ними.  Найти также косинусы углов , образуемых диаго­
налью OD с ребрами ОА, ОБ, ОС. 

24.54 .  Одна из вершин параллелепипеда ABCDA1B1 C1D1 
находится в точке A( l ,  2 , 3) ,  а концы выходящих из нее ребер - в 
точках В(9 ,  6 ,  4) , D (3 , О , 4) , А1 (5 , 2 , 6) . Найти длину d диагонали 
АС1 этого параллелепипеда и угол , образуемый этой диагональю 
с ребром АВ. 

24 .55 .  Вычислить углы <р1 , <р2 , <рз , образованные противо­
положными ребрами тетраэдра, вершины которого находятся в 
точках А(3 , -1 , О) , В (О, -7, 3) , С (-2 , 1 , -1 ) ,  D (З , 2 , 6) . 

24.56 .  Найти вектор х ,  коллинеарный вектору а =  { 12 , - 16 ,  
- 15 } , если известно, что 1 x l = 50 и вектор х образует с осью Oz 
острый угол. 

24 . 57 .  Найти вектор х, перпендикулярный векторам а = 
{2 , 3 ,  - 1 }  и Ь = { 1 ,  -2 , 3} , зная ,  что он образует с осью Оу тупой 
угол и что 1 x l = 3v'З. 

24.58 .  Даны два вектора а =  {8 , 4 , 1 } и Ь = {2 , -2 , 1 } . Найти 
вектор с , компланарный векторам а и Ь, перпендикулярный 
вектору а, равный ему по длине и образующий с вектором Ь 
тупой угол. 

24 .59 .  Даны два вектора а и Ь. Представить вектор Ь в виде 
суммы двух векторов х и у так, чтобы вектор х был коллинеа­
рен вектору а, а вектор у ортогонален вектору а. 

24.60 .  Даны два неколлинеарных вектора а и Ь. Найти век­
тор х, компланарный векторам а и Ь и удовлетворяющий си­
стеме уравнений ( а, х) = 1 ,  ( Ь , х) = О . 

24 .61 . Даны три некомпланарных вектора а, Ь, с .  Найти 
вектор х, удовлетворяющий системе уравнений ( а, х) = 1 ,  
( Ь , х) = О, ( с , х) = О. 

24 .62 .  Даны векторы а и n .  Найти ортогональную проекцию 
вектора а на плоскость , перпендикулярную вектору n .  

24 .63 .  Найти ортогональную проекцию вектора {- 14 , 2 , 5} на 
ось , определяемую вектором {2 , -2, 1 } .  

24 .64 .  Найти величину ортогональной проекции вектора 
{ 5 ,  2 , 5 }  на ось , определенную вектором {2 ,  - 1 , 2} . 

24 .65 .  Найти величину ортогональной проекции вектора а =  
{ 4 , -3 ,  2 }  на ось , составляющую с координатными осями равные 
острые углы. 
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24.66 .  Найти ортогональную проекцию вектора {8 , 4 , 1 } на 
плоскость , перпендикулярную вектору {2 ,  -2 , 1 } . 

24 .67.  Даны векторы а =  {8 , 4 , 1 } , Ь = {2 ,  -2 ,  1 } , с =  
{ 1 ,  1 , 9 } . Найти ортогональную проекцию вектора с на плоскость , 
параллельную векторам а и Ь. 

24 .68 .  Найти сумму векторов, являющихся ортогональными 
проекциями вектора · а на стороны равностороннего треугольни­
ка АБС. 

24 .69 .  Известны величины ортогональных проекций векто­
ров а, Ь ,  с и d на ось , определенную вектором е :  (pr е а) = 5 , 
(pr е Ь) = -3, (pr е с) = -8, (pr е d) = 6 .  Образуют ли векторы 
а, Ь, с, d замкнутую ломаную? 

24. 70 . Десять векторов таковы, что длина суммы любых де­
вяти из них меньше длины суммы всех десяти векторов . Дока­
зать , что существует ось , величина проекции на которую каждо­
го из десяти векторов положительна. 

24.71 . Векторы а =  {О , 1 ,  2 } , Ь = { 1 , О ,  1 } , с =  {2 , 1 , О } явля­
ются ребрами параллелепипеда, выходящими из одной вершины. 
Найти ортогональную проекцию меньшей внутренней диагонали 
параллелепипеда на грань , параллельную векторам Ь и с .  

С к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е в а ф ф и н н ы х  
к о о р д и н а т а х 

24 . 72 .  Выразить через метрические коэффициенты 91 1 , 91 2 , 
922 базиса e i , е2 на плоскости : 

а) длины базисных векторов ; 
б) угол w между базисными векторами;  
в) площадь параллелограмма, построенного на базисных век­

торах . 
24. 73.  Зная матрицу Грама G = (9ij ) базиса e i , е2 на плос-

кости,  найти: 
а) скалярное произведение векторов а =  {а 1 , а2 } и Ь = { Ь1 , Ь2 } ; 
б) длину вектора а =  {а1 , а2 } и его направляющие косинусы; 
в) угол между векторами а =  {а1 , а2 } и Ь = { Ь1 , Ь2 } . 
24 .74 .  В аффинной системе координат дан вектор а =  {7, -8} . 

Найти вектор Ь единичной длины, перпендикулярный вектору 
а и направленный так, что пара векторов а, Ь имеет положи­
тельную ориентацию, при этом 91 1 = 4, 91 2 = 8 ,  922 = 25 .  
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24 .75 .  Зная длины базисных векторов 1 e1 I  = 2 ,  1 е2 1 = 3 и 
угол меж,цу ними w = 1Г /3 ,  найти длину вектора а =  { -4, 6} . 

24 . 76 . Известны длины базисных векторов аффинной систе­
мы координат 1 e i 1 = 4 ,  1 е2 1 == 2 и угол между ними w == 1Г /3 . От­
носительно этой системы координат заданы вершины треуголь­
ника A( l ,  3) , В ( 1 , О ) , С(2 , 1 ) . Определить длины сторон АВ и АС 
этого треугольника и угол А между ними. 

24. 77. Относительно аффинной системы координат дан тре­
угольник АБС с вершинами A( l ,  1 ) ,  В (5 , 3) , С(3 , 5 ) , длины сто-
рон которого суть АВ = J52, АС = 4 , ВС = J28. Определить 
длины базисных векторов этой системы координат и угол между 
ними .  

24 .  78 . Относительно аффинной системы координат дан пря­
моугольный треугольник АБС с вершинами в точках A( l ,  О) , 
В(О , 1 ) ,  С(3 ,  2) , прямым углом при вершине С и катетами СА = 
2 ,  С В = 3 .  Определить длины базисных векторов этой системы 
координат и угол между ними. 

24 . 79 . Относительно аффинной системы координат дан пря­
моугольный треугольник АБС с вершинами в точках A( l ,  О) , 
В (О ,  1 ) , С(3 , 2) , прямым углом при вершине С и катетами СА = 
2 , СВ = 3 .  Определить длины сторон AiB1 и AiC1 треугольника 
Ai В1 С1 и угол Ai меж,цу ними, если вершины этого треугольни­
ка имеют координаты Ai ( 1 ,  1 ) ,  В1 (2 ,  2) ,  С1 (2 , 4) .  

24 .79 . 1 .  Доказать , что скалярный квадрат вектора а = 
а1 ei + а2 е2 + аз ез вычисляется через его координаты в базисе 
ei , е2 , ез по правилу 

а2 
== ar + а� + а§ 

тогда и только тогда, когда этот базис ортонормированный . 
24 .80 .  Базисы ei , е2 и f1 , f2 на плоскости называются вза­

имны.ми ( биортогоналъными) ,  если 
( е 1 , f1 ) = ( е2 , f2 ) = 1 ,  ( е1 , f2 ) = ( е2 , f1 ) = 0 . 

Зная матрицу Грама G = (9ij )  базиса ei , е2 , найти : 
а) матрицу Грама взаимного базиса; 
б) координаты векторов взаимного базиса f 1 , f2 в базисе ei , 

в) длины векторов взаимного базиса; 
г) угол между векторами f 1 и f 2 взаимного базиса. 
24 .81 . Вектор а =  {а1 , а2 } задан своими координатами в ба­

зисе e i , е2 , а вектор Ь = {Ь1 , Ь2 } - своими координатами во 
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взаимном базисе f1 , f2 . Доказать,  что их скалярное произведе­
ние вычисляется по формуле 

( а, Ь) = а1 Ь1 + а2Ь2 . 
24.82 .  1 )  Найти векторы е� ,  е� , полученные поворотом на 

угол 'Р векторов el и е2 соответственно , если известны метри­
ческие коэффициенты 91 1 , 91 2 , 922 базиса el , е2 . 

2) Рассмотреть частный случай поворота на угол 'Р = 1Г /2 . 
24 .83 .  Найти вектор а' , полученный поворотом вектора а = 

{ a l , а2 } на угол (/),  зная метрические коэффициенты 91 1 , 91 2 , 922 
базиса ei , е2 , в котором заданы координаты вектора а. 

24 .84.  1 )  Найти векторы е� , е� , полученные поворотом на 
угол 'Р векторов el и е2 соответственно, если 1 e l 1  = 1 е2 1 = 1 ,  а 
угол меж,цу векторами el , е2 равен w. 

2) Рассмотреть частный случай поворота на угол 'Р = 1Г /2 .  
24 .85.  Выразить через метрические коэффициенты 9ij = 

( ei , ej ) базиса el , е2 , ез в пространстве:  
а) длины базисных векторов ;  
б )  углы Wij = (е;,е;) между базисными векторами. 
24 .86 .  Пусть G = (9ij ) - матрица Грама базиса e l , е2 , ез 

в пространстве, ае ,  Ье - координатные столбцы векторов а и Ь 
соответственно в базисе el , е2 , ез . Доказать ,  что скалярное про­
изведение векторов а и Ь вычисляется по формуле 

( а, Ь) = aIGЬe . 
24.87.  Зная матриц.у Грама G = (9ij ) базиса el , е2 , ез в 

пространстве, найти: 
а) длину вектора а =  { a l , а2 , аз } ;  
в )  угол между векторами а = {а 1 , а2 , аз } и Ь = { Ь1 , Ь2 , Ьз } . 
24.88.  Найти направляющие косинусы вектора а =  {а 1 , а2 , 

аз } ,  заданного своими координатами в базисе ei , е2 , ез , если: 
а) известны метрические коэффициенты 9ij = ( ei , ej ) этого 

базиса; 
б) известно , что базисные векторы ei , е2 , ез по длине равны 

1 ,  а углы меж,цу ними равны: w12 = ( е!,е"2) , w1з = ( е!,ез) , 
W2з = ( е2,"ез) . 

24.89 . Базисы el , е2 , ез и f1 , f2 , fз в пространстве называ-
ются взаимны.ми ( биортогоналъны.ми) ,  если 

( f ) { 1 , если i = J , ei , j = О ,  если i =!= j .  
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Найти матрицу перехода от базиса e i , е2 , ез к его взаимному 
базису f 1 , f 2 , fз , если известна матрица Грама G базиса e i , е2 , 
ез . 

24.90.  Вектор а = {а1 , а2 , аз } задан своими координатами в 
базисе e i , е2 , ез , а вектор Ь = { Ь1 , Ь2 , Ьз } - своими координа­
тами во взаимном базисе f1 , f2 , fз . Доказать , что их скалярное 
произведение вычисляется по формуле 

( а, Ь) = ai b1 + а2Ь2 + азЬз . 
24 . 91 .  Известна матрица Грама G базиса e i , е2 , ез .  Дока­

зать , что матрица Грама базиса, взаимного с базисом e i , е2 , ез , 
является матрицей , обратной к матрице G. 

24.92 .  Вектор а = {а1 , а2 , аз } задан своими координатами в 
базисе e i , е2 , ез с метрическими коэффициентами 9ij . Найти 
координаты вектора а в базисе , взаимном с базисом e i , е2 , ез . 

24 .93 .  Длины векторов базиса e i , е2 , ез равны единице , а 
углы между ними равны rг/3 . Найти длины векторов f1 , f2 , fз 
базиса, взаимного с e i , е2 , е3 . 

24.94 .  Пусть e i , е2 , ез и f1 , f2 , fз - взаимные базисы про­
странства. Найти углы ()i между векторами ei и fi (i = 1 , 3) , 
если векторы e i , е2 , ез по длине равны единице, а углы между 
ними равны: w1 2 = ( е},е2) ,  w1з = ( е!,ез) ,  w2з = ( е2,"ез) .  

24.95 .  Доказать , что матрица С является матрицей перехода 
от одного ортонормированного базиса к другому ортонормиро­
ванному базису тогда и только тогда, когда С - ортогональная 
матрица. 

§25 . Векторное и смешанное произведения 
Векторное произведение. Пусть в пространстве V3 выбрана ориен­

тация .  Базисы , задающие эту ориентацию, назовем правыми (положитель-
ными) . 

Векторн'ым произведением ненулевых векторов а и Ь называется век­
тор с такой, что: 

1 )  1 c l = 1 aj · 1 b l sin( ;,h), 
2) с ортогонален каждому из векторов а и Ь 

и если с -:/= О ,  то 
3) с направлен так, что упорядоченная тройка а, Ь ,  с - правая. 

Если один из векторов а или Ь нулевой, то векторное произведение счита­
ется равным О. О б о з н а ч е н и е : [ а, Ь] . 

Т е о р е м а 25 . 1 (критерий коллинеарности) .  Векторъt а и Ь 
колл1теарнъt тогда и толъко тогда, когда [ а , Ь] == О . 
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Т е о р е м  а 25 .2 .  Векторное произведение антикоммутативно: 
[ а, Ъ] = - [ Ь, а] , 'V a, Ь . 

Т е о р е м  а 25 .3 .  Векторное произведение линейно по  каждому из 
сомножителей. 

Смешанное произведение. Смешаннъш произведением векторов а, 
Ь и с называется число, равное скалярному произведению векторного про­
изведения а и Ь на вектор с . О б о з н а ч е н и е :  ( а, Ь, с) . Итак , ( а, Ь, с) =  
( [ а, Ь] , с ) . · 

Т е о р е м  а 25.4 (критерий компланарности) . Векторы а, Ь, с 
компланарН'Ьl, тогда и толъко тогда, когда ( а, Ъ, с) = О . 

Т е о р е м  а 25 .  5 .  Смешанное произведение некомпланарнъtх векто­
ров а, Ь и с равно по абсолютной вели'Чине обr,ему V параллелепипеда, 
построенного на приведеннъtх к общему на'Чалу векторах а, Ь, с .  При'Чем 

( а Ь ) = { V, ее.ли а, Ъ, с - правая трой:_ка; 
' ' с -V, ее.ли а, Ъ, с - левая троика. 

Т е о р е м а 25 .6 .  Дл.я любъtх векторов а, Ъ, с въtполнено равенство 
( [ а, Ъ] , с) == ( а, [ Ъ , с] ) .  

С л е д с т в и е 1 .  Дл.я любъtх векторов а, Ь, с имеют место равенства 
( а, Ъ, с) == ( Ъ, с, а) == ( с, а, Ъ) == - ( Ъ, а, с) == -( а, с, Ъ) == - ( с , Ь, а) . 

С л е д с т в и е 2 . Смешанное произведенне линейно по каждому из со­
множителей. 

Векторное и смешанное произведения в прямоугольных коор­
динатах. Пусть e i , е2 , ез - ортонормированный базис пространства и 
пусть e i , е2 ,  ез - правая тройка. 

1 . Если векторы а ==  {а1 , а2 , аз } и Ь = {Ь1 , Ь2 , Ьз } заданы своими коор­
динатами в базисе e i , е2 ,  ез ,  то 

или, в условной записи в виде мнемонического определителя , 

[ а , Ь) = 
e i  е2 ез 
a i а2 аз 
Ь1 Ь2 Ьз 

(имеется в виду разложение этого определителя по первой строке) . 
2 .  Если векторы а =  { а 1 , а2 , аз } , Ь = {Ь1 , Ь2 , Ьз } ,  с = { с1 , с2 , сз } заданы 

своими координатами в базисе е1 , е2 , ез , то 
a i  а2 аз 

( а, Ъ, с) == Ь1 Ь2 Ьз 
С1 С2 сз 

З а м е 'Ч а н и е . Если исходный базис e i , е2 ,  ез отрицательно ориенти-
рован , то 

[ а, Ь] = - ( 1 ь� аз 1 е1 - 1 a i  аз 1 е2 + 1 a i а2 1 ез) , Ьз Ь1 Ьз Ь1 Ь2 
е1 е2 ез a i а2 аз 

[ а, Ъ] = - а1 а2 аз ( а, Ь, с) == - Ь1 Ь2 Ьз 
Ь1 Ь2 Ьз C J  С2 сз 
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П р и м е р  25 . 1 .  Ребро куба ABCDA1 B1C1 D1 равно 2 , точка К - центр 
грани АВВ1А 1 . Найти расстояние p(C1 , DK) от точки С1 до прямой DK. 

Р е ш е н и е. Из определения векторного произведения следует, что 

-----+ --+ 
Найдем координаты векторов DK и DC1 в ортонормированном базисе 
1 -----? 1 ----t 1 ---? а =  2 ВА, Ь = 2 ВВ1 , с =  2 ВС. -----+ --+ ---+ --+ 
Имеем: DK = {- 1 ,  1 , -2} (см. пример 24 .2) , DC1 = DC + DD1 == -2 а + � 2 Ь, так что DC1 = {-2, 2, О} . Отсюда 

-----+ -----+ а Ь с 

[DK, DC1 ] = - 1 1 -2 = {4 , -4 , 0} ,  
-2 2 о -----+ � 

l [DK, DC1 ] I = 4v12, -----+ 
I DK I = v16. 

Следовательно, p(C1 , DK) = 4J3/З . • 

П р и м е р  25 .2 . Ребро куба ABCDA1 B1C1 D1 равно 2 , точка К - центр 
грани АВВ1 А1 . Найти расстояние между прямыми DK и СС1 . 

Р е ш е н и е . Заметим, что DK и СС1 - скрещивающиеся прямые и рас­
стояние между ними равно расстоянию между параллельными плоскостями , 
в которых они лежат, т.е .  высоте h параллелепипеда, построенного на век­----+ ---+ --+ --+ � 
торах DK, DC и DD1 (DD1 = СС1 ) . Из свойств смешанного и векторного 
произведений следует, что 

-----+ ---+ ---+ 
l (DK, DC, DD1 ) I h = -----+ ---+ . 

l [DK, DC] I 
---+ --+ ---? В ортонормированном базисе а =  � БА,  Ь = � ВВ1 , с =  � ВС векторы -----+ � ------+. 

DK, DC и DD1 имеют координаты -----+ ---? --+ 
DK = {- 1 , 1 , -2} , DC = {-2, О , О} , DD1 = {О, 2, О} ,  

поэтому 
-----+ ----+ ---+ 

(DK, DC, DD1 )  = 

-----+ ---+ а 
[DK, DC] = - 1  

-2 
-----+ ---+ 

l [DK, DC] I = 2у'5. 
Следовательно, h = 4v'5/5 . • 

- 1 1 
-2 о 

о 2 
ь с 
1 -2 
о о 

-2 
о = 8 ,  
о 

= {О , -4 , 2} , 

П р и м е р  25 .3 . Ребро куба ABCDA1 B1C1 D1 равно 2 , точка К - центр 
грани АВВ1 А1 . Среди треугольников KTD, где точка Т лежит на прямой 
СС1 , найти треугольник наименьшей площади. 
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Р е ш е н и е. Имеем Sктv == ! DK · h, где h - высота треугольника KTD. 
Площади всех таких треугольников определяются длинами высот. Среди 
всех высот h наименьшую длину имеет общий перпендикуляр к прямым DK 
и СС1 , т.е . его длина совпадает с расстоянием между ближайшими точками 
этих прямых. Из примера 25 . 2 следует, что hmin = p(DK, СС1 ) = 4J5/5 , 
DK = Vб. Таким образом , Smin = 2v'з0/5. • 

П р и м е р  25.4 . Дан треугольник АБС. Найти все такие точки Р, что 
площади треугольников АБР, БСР и АСР равны. 

Р е ш е н и е. Так как площади треугольников АВР, БСР и АСР равны , 
--+ -4 ----+ ---+ � ---+ 

-

то векторы [РА, РБ] , [РБ, РС] , [P�· , PAJ одинаковы по длине. Из опреде-
---+ ---+ ----+ ---+ ления векторного произведения следУет, что векторы [РА , РБ] , [РБ, РС] , 

---+ --+ f PC, Р А] перпендикулярны плоскости треугольника АБС и сонаправлены.  Таким образом, 
--+ ----+ ---+ ---+ � --+ [РА, РБ] = [РБ , РС] = [PL: , PA] . (25 . 1 ) 
---+ ---+ --+ ----+ --+ Выразим векторы РВ и РС через векторы р = АР, Ь = АБ и с =  АС: 

---+ ---+ РБ == Ь - р, РС == с - р . 
Подставим эти соотношения в (25 . 1 )  и преобразуем получившиеся ра­

венства в соответствие со свойствами векторного произведения: { (- р, Ь - р) = [ Ь - р , с - р) , {=:::> { [- р, Ь] = - [ Ь , р) - ( р , с] + [ Ь , с] , 
[- р, Ь - р] = [ с - р, - р] [- р, Ь] = - [ с , р) 

{=:::> { [2 Ь - с, р] = [ Ь , с] , 
( Ь  + с , р] = О. 

Из второго равенства последней системы следует, что векторы р и Ь + с 
коллинеарны и потому р = а( Ь+ с) для некоторого а Е IR. Тогда из первого 
равенства системы получим : 

[2 Ь - с , а Ь + а с] = [ Ь , с] {=} ( 1 - За) [ Ь , с] = О. 
Вектор [ Ь , с] не нулевой и,  тем самым, а = 1/3 . Следовательно, р = 

1 ( Ь + с) .  
� 

Так как конец вектора АМ = � р = 1 (  Ь + с) делит сторону БС тре-
угольника пополам, то АМ - медиана треугольника, а точка Р делит эту 
медиану в отношении 2 : 1 ,  считая от вершины А. Поэтому Р - точка пере­
сечения медиан в треугольнике АБС. • 

П р  и м  е р  25 .5 . Доказать , что векторы а, Ь , с не компланарны тогда 
и только тогда, когда не компланарны векторы ( Ь , с] , [ с , а] , [ а, Ь) .  

Р е ш е н и е. Пусть векторы а, Ь ,  с не компланарны. Рассмотрим равен­
ство 

а[ Ь, с) + 13[ с, а] + 1[ а, Ь] == О. 
Умножая скалярно обе части этого равенства на вектор а, в силу 

свойств смешанного произведения получим а = О . Аналогичным образом 
доказывается, что J3 = ')' = О. Это означает линейную независимость (т.е . 
некомпланарность) системы векторов [ Ь , с] , [ с , а] , [ а, Ь] . 

Пусть теперь [ Ь , с] , [ с , а] , [ а, Ь] не компланарны. Рассмотрим равен­
ство 

а а +  j3 Ь + 1'  с =  О. 
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Умножая скалярно обе части этого равенства на вектор [ Ь, с] ,  в силу свойств 
смешанного произведения получим а == О. Аналогичным образом доказыва­
ется, что f3 == 1 == 0.  Это означает неко:мпланарность векторов а, Ь , с . •  

Две тройки векторов а1 ,  а2 , аз и Ь1 , Ь2 , Ьз называются взаимнuми 
( биортогоналън'ыми) , если векторы этих троек связаны соотношениями 

( . Ь . ) _ { О, если i i= j , 
ai ' 1 - 1 ,  если i == j .  

В решении задачи из примера 25 .5  фактически показано, что если 
( а, Ь, с) == 1 ,  то тройка [ Ь , с] , [ с , а] , [ а, Ь] является взаимной к тройке 
векторов а, Ь , с . 

П р и м е р  25 .6 .  Доказать , что для любых векторов а, Ь и с простран­
ства выполнено тождество 

[ а, [ Ь , с] ] = Ь( а, с) - с( а, Ь) . 
Р е ш е н и е. Выберем правый ортонормированный базис e i , е2 , ез , взяв 

в качестве вектора ei вектор единичной длины, коллинеарный вектору Ь , в 
качестве вектора е2 - вектор, компланарный Ь и с , и ез == [ e i , е2 ] ·  В этом 
базисе векторы Ь , с , а имеют координаты: 

Тогда 

[ Ь, с] == 

Ь = {Ь, 0 , 0} , с == {с1 , с2 , О } ,  а =  {а1 , а2 , аз } .  

e i  е2 ез ь о о 
С1 С2 0 

[ а, [ Ь, с] ] = {а2Ьс2 , -а1 Ьс2 , О} ,  
Ь ( а , с ) - с( а , Ь) = { (а1 с1 + а2с2 )Ь, О ,  О } - {с1 а1 Ь, с2а1 Ь, О} =  

== { а2с2Ь, -с2а 1 Ь, О } == [ а , [ Ь, c] J . • 

П р и м е р  25 . 7 .  Найти объем V параллелепипеда, построенного на трой­
ке базисных векторов а, Ь , с , если известна матрица Грама G = G( а, Ь , с) . 

Р е ш е н и е. Пусть ei , е2 , ез - ортонормированный базис, одинаково ори­
ентированный с тройкой а, Ь , с , и пусть векторы а, Ь, с в этом базисе име­
ют координаты: а == {а1 , а2 , аз } ,  Ь = {Ь1 , Ь2 , Ьз } , с =  {с1 , с2 , сз } . Тогда 

а 1 а2 аз 
V == ( а, Ь , с) = Ь1 Ь2 Ьз 

с1 С2 сз 
a i  а2 аз ai Ь1 С1 

v2 
== 

Ь1 Ь2 Ьз а2 Ь2 С2 с1 С2 сз аз Ьз Сз 
откуда получаем , что 

v = JIG( а, ь, c) I . • 

ЗАД АЧ И 

В задачах этого параграфа считается , что координаты век­
торов заданы в прямоугольной декартовой системе координат, 
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тройка ei , е2 , ез базисных векторов которой - правая . Случаи 
других систем координат оговариваются особо . 

25 . 1 .  Является ли векторное произведение алгебраической 
операцией на множестве Vз геометрических векторов простран­
ства ? 

25 . 2 .  Является �и бинарное отношение R отношением экви­
валентности на множестве Vз геометрических векторов прост­
ранства, если: 

a) xR y {::=:::> [ х, у] = О;  
б) xR у {::=:::> [ х- у , а] = О ,  где а Е V3 - заданный ненулевой 

вектор; 
в) xR y {::=:::> ( х ,  у , а) = О ,  где а Е Vз - заданный ненулевой 

вектор; 
г) xR y {::=:::> ( х  - у , а, Ь) = О,  где а, Ь Е Vз - заданные 

неколлинеарные векторы? 
25 . 3 .  Пусть а - заданный ненулевой вектор . Является ли 

отображение х i---+ [ х, а] пространства Vз на себя биективным? 
25 .4 .  Даны векторы а =  { 1 , 3 , -2} , Ь = {2 , 4 , - 1 } , с = 

{ 1 ,  4 , -4} . Найти координаты векторов [ Ь, с] , [ с , а] , [ а, Ь] и вы­
яснить , образуют ли найденные векторы тройку, взаимную к век­
торам а, Ь ,  с .  

25 .5 .  Зная два вектора а и Ь ,  найти : 
1 )  [ а, а +  Ь] ; 2) [ а + Ь ,  а - Ь] ; 3) [2 ( а +  Ь) , 2 Ь - а] . 
25 .6 .  Показать , что [ а, Ь] 2 + ( а, Ь ) 2 = а2 Ь2 . 
25 .7 .  При каком значении а Е IR векторы р = а а + 5  Ь и q = 

3 а - Ь �оллинеарны , если известно, что а и Ь не коллинеарны? 
25 .8 .  Доказать, что для любых векторов а, р, q, r векторы 

[ а, р] , [ а, q] , [ а, r] компланарны. 
25 .9 .  Доказать , что если векторы а, Ь ,  с не коллинеарны, то 

равенство [ а, Ь] = [ Ь ,  с] = [ с , а] выполняется в том и только в 
том случае, когда а +  Ь + с = О .  

25 . 10 .  Доказать, что для точки О внутри треугольника АБС 
площади треугольников ОАВ, ОВС и ОСА равны тогда и толь­
ко тогда, когда О - точка пересечения медиан. 

25 . 1 1 .  Из одной точки проведены три некомпланарных век­
тора а, Ь, с .  Показать , что плоскость , проходящая через концы 
этих векторов , перпендикулярна вектору [ а, Ь] + [ Ь ,  с] + [ с , а] . 

25 . 12 .  Векторы rв , rc и rп являются радиус-векторами 
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трех вершин тетраэдра АБСD. Доказать , что вектор 
n = [ rв , rc] + [ rc , rп] + [ rп , rв] 

перпендикулярен грани БС D тетраэдра и равен по длине удво­
енной площади этой грани. 

25 . 13 .  Квадрат АБСD служит основанием прямоугольного 
параллелепипеда ABCDA1Б1C1D1 . Найти наибольшую возмож­
ную величину угла между прямой БD1 и плоскостью БDС1 . 

25 . 13 . 1 .  Доказать , что векторы а, Ь ,  с не компланарны то­
гда и только тогда, когда не компланарны векторы [ Ь, с] , [ с , а] , 
[ а, Ь] . 

25 . 14 .  Найти острый угол между высотами, опущенными из 
двух вершин правильного тетраэдра на противоположные грани. 

25 . 15 .  Доказать, что сумма векторов , перпендикулярных к 
граням тетраэдра, равных по длине площадям этих граней и на­
правленных в сторону вершин, противолежащих граням ,  равна 
нулю. 

25 . 16 .  Показать, что если векторы [ а, Ь] , [ Ь , с) , [ с , а] ком­
планарны, то они коллинеарны. 

2 5 . 1  7 .  Три вектора а, Ь , с связаны соотношениями а = 
[ Ь , с] , Ь = [ с, а] , с = [ а, Ь] . Найти длины этих векторов и углы 
между ними. 

25 . 18 .  Вычислить площадь треугольника, вершины которого 
находятся в точках А( - 1 , О ,  - 1 ) , Б(О, 2 , -3) , С( 4, 4, 1 ) .  

25 . 19 .  Доказать , что площадь параллелограмма, построен­
ного на векторах а и Ь, вычисляется по формуле 

S =  ( а, а) 
( Ь, а) 

( а, Ь) 
( ь, ь) . 

25 .20 .  Доказать , что для любой точки О,  лежащей внутри 
треугольника АБС, выполнено равенство 

� � � 
Sлов · ОС +  Sвос · ОА + Sсол · ОБ = О.  

25 . 21 . На сторонах AD и CD параллелограмма АБСD взя­
ты точки М и N так, что М N 1 1  АС. Доказать, что площади 
треугольников АБМ и СБN равны. 

25 .22 .  На продолжениях сторон треугольника АБС взяты 
� � �  � �  

точки Ai , Б� и С1 так, что АБ1 = 2АБ , БС1 = 2БС, СА1 = 
____, 

2С А. Найти площадь треугольника Ai Б� С1 , если известно, что 
площадь треугольника АБС равна S. 
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25 .23 .  На сторонах треугольника АБС взяты точки Ai � В1 
и С1 так, что (ВСА1 ) = (САВ1 ) = (АБС1 ) = 2. В результа­
те взаимного пересечения отрезков АА1 , ВВ1 и СС1 получается 
новый треугольник PQ R. Найти отношение площадей треуголь­
ников PQR и АБС. 

25 . 24 .  Используя векторное произведение, вычислить пло-
щадь плоского четырехугольника ABCD с вершинами :  

а) А(- 1 ,  2) , В (4, 3) , С(5 , - 1 ) , D(2 , О) ; 
6) A( l ,  1 ) ,  В ( 4 , 3) , С(5 , 5) ,  D (5 ,  О) ; 
в) А(-1 , 0 , 1 ) , В(О , 1 , 2 ) , С(-2 , 2 , 5) , D(-4, 0 , 3 ) ; 
г) A(l , 1 , О) , В(5 ,  1 , -4) , С(О , 2 , 2) ,  D (-5 ,  4 , 9) . 
25 . 25 .  Найти площадь выпуклого пятиугольника ABCDE с 

вершинами А(-3 , -2) ,  В (-2 , 3) , С(3 , 5) , D(6 , О) , Е(2 ,  -3) . 
25 . 26 .  Доказать , что площадь выпуклого плоского четырех­

угольника ABCD в пространстве равна половине длины вектор­
----+ � 

наго произведения [АС, BD] . 
25 . 27.  Доказать , что выпуклые плоские четырехугольники 

ABCD и A1B1C1D1 имеют равную площадь тогда и только то-
гда, когда 

----+ � 
[АС, BD] = ± [А1С1 , B1D1 ] . 

25 . 28.  Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в 
точке О. Доказать , что площади треугольников АОВ и COD 
равны тогда и только тогда, когда стороны ВС и AD парал­
лельны. 

25 .29 .  На стороне АВ четырехугольника ABCD взяты точки 
Ai и В1 , а на стороне CD - точки С1 и D1 , причем АА1 = ВВ1 = 
ЛАВ и СС1 = DD1 = ЛСD, где Л < 1/2 .  Доказать,  что отно­
шение площадей четырехугольников AiB1C1D1 и ABCD равно 
1 - 2Л . 

25 . 30.  Точки А, В ,  С, D являются последовательными верши­
нами выпуклого четырехугольника. Доказать, что соотношение 

[ rл , rв] = [ rв , rc] = [ rc , rD] = [ rD , rл ] , 
связывающее радиус-векторы его вершин, выполнено в том и 
только в том случае, когда один из векторов r А +  r с или r в + r D 
нулевой . 

25 . 3 1 .  Используя результат предыдущей задачи, доказать , 
что в выпуклом четырехугольнике АБС D существует точка О ,  
для которой площади треугольников ОАВ , ОВС, OCD,  ODA 
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равны, тогда и только тогда, когда одна из диагоналей этого 
четырехугольника содержит середину другой диагонали .  

25 .32 .  Доказать , что в выпуклом четырехугольнике ABCD 
точка О обладает свойством Sлoв + Scov = Sвoc + SvoA тогда 
и только тогда, когда она лежит на прямой, проходящей через 
середины диагоналей четырехугольника. 

25 .33 . На продолжениях сторон DA, АВ, ВС, CD выпук­
лого четырехугольника ABCD взяты точки А1 , В1 , С1 ,  D1 так, 

� �  � �  � � � 
что DA1 = 2DA, АВ1 = 2АВ , ВС1 = 2ВС и CD1 = 2CD . Най-
ти площадь получившегося четырехугольника A1B1C1D1 , если 
известно , что площадь четырехугольника ABCD равна S. 

25 .34 .  В выпуклом пятиугольнике ABCDE стороны ВС, 
С D, D Е и АЕ параллельны соответственно диагоналям AD, В Е, 
АС и В D. Доказать, что АВ 1 1  СЕ. 

25 .35 .  Даны два вектора а = { 1 1 , 10 ,  2 } и Ь = { 4 ,  О ,  3} . Най­
ти единичный вектор с,  перпендикулярный векторам а и Ь и 
направленный так, чтобы тройка векторов а, Ь , с была правой. 

25 . 36 .  Даны два вектора а = { 1 , 1 , 1 } и Ь = { 1 ,  О, О} . Найти 
единичный вектор с, перпендикулярный вектору а, образующий 
с вектором Ь угол в 60° и направленный так, чтобы тройка век­
торов а, Ь , с была левой. 

25 .37 .  Даны два вектора а = {8 , 4 , 1 } и Ь = {2 , -2 ,  1 } . Найти 
вектор с ,  перпендикулярный вектору а, равный ему по длине, 
компланарный с векторами а и Ь и образующий с вектором Ь 
острый угол . 

25 . 38 .  Даны три вектора а = {-2 ,  -2 ,  -4} ,  Ь = {5 ,  1 , 6} , 
с = {-3 ,  О , 2} . Найти вектор х, удовлетворяющий системе урав­
нений: 

( а, х) = 40, ( Ь , х) = О ,  ( с, х) = О . 
25 .39 .  Даны три некомпланарных вектора а, Ь и с .  Найти 

вектор х, удовлетворяющий системе уравнений 
( а, х) = а, ( Ь , х) = /3, ( с,  х) = /· 

25 .40 .  Даны три вектора а = {8 , 4 ,  1 } , Ь == {2 , 2 , 1 } , с = 
{ 1 , 1 , 1 } . Найти единичный вектор d, образующий с векторами а 
и Ь равные углы, перпендикулярный вектору с и направленный 
так, чтобы упорядоченные тройки векторов а, Ь, с и а, Ь , d 
имели одинаковую ориентацию. 

25 .41 . Даны три вектора а = {8 ,  4 ,  1 } , Ь == {2 , 2 ,  1 } , с = 
{ 1 , 1 ,  1 } . Найти единичный вектор d , компланарный векторам а 
8-427 1 
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и Ь,  перпендикулярный вектору с и направленный так, чтобы 
упорядоченные тройки векторов а, Ь,  с и а, d , с имели проти­
воположную ориентацию. 

25 .42 .  Даны три вектора а = {8 , 4 , 1 } , Ь = {2 ,  -2 ,  1 } , с = 
{ 4 , О , 3} . Найти единичный вектор d, перпендикулярный векто­
рам а и Ь и направленный так, чтобы упорядоченные тройки 
векторов а, Ь,  с и а, Ь, d имели одинаковую ориентацию. 

25 .43 . Даны два луча. Первый луч составляет с осями коор­
динат углы 1Г / 4 ,  1Г /3, 2тr /3 , а второй - равные между собой тупые 
углы. Найти направляющие косинусы третьего луча, перпенди­
кулярного двум данным лучам и образующего с ними правую 
тройку. . 

� � 
25 .44.  Даны три вектора ОА = {8 , 4 , 1 } , ОБ = {2 , -2 , 1 } , 

� 
ОС = { 4, О ,  3} , отложенные от одной точки О. Найти направля-
ющие косинусы луча, выходящего из точки О и образующего с 

� � -----+ 
ребрами ОА, ОБ, ОС трехгранного угла ОАВС равные острые 
углы. Установить , лежит ли этот луч внутри или вне трехгран­
ного угла ОАВС. 

� � -----+ 
25 .45 .  Даны три некомпланарных вектора ОА, ОБ , ОС. 

Внутри углов АОВ, БОС и СОА взяты соответственно ненуле-
� -----+ � 

вые векторы OD, ОЕ и OF. Установить , будут ли упорядоченные 
� � -----+ � � -----+ 

тройки векторов ОА, ОБ, ОС и OD, ОЕ, OF иметь одинаковую 
или противоположную ориентацию. 

� � 
25 .46.  Даны три некомпланарных вектора ОА = а, ОБ = Ь,  

� � 
ОС = с,  отложенных от одной точки О.  Найти вектор О D = d , 
отложенный от той же точки О и образующий с векторами а, Ь,  
с равные между собой острые углы. 

25 .47. Из начала координат выходят два направленных от-
резка ОМ1 и ОМ2 , образующие с осями координат углы а1 , /31 , 
{1 и а2 , /32 , 1'2 соответственно . Найти направляющие косинусы 

------+ 
вектора ОМ, выходящего из начала координат, перпендикуляр-
ного обоим заданным направленным отрезкам и расположенного 

------+ 
так, что тройка векторов ОМ1 , ОМ2 , ОМ правая . 

25 .48 .  Одна из вершин параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 
находится в точке A( l , 2 ,  3) , а концы выходящих из нее ребер 
- в точках В(9, 6 ,  4) , D (3 ,  О, 4) , А 1 (5 ,  2 ,  6) . Найти угол ер между 
диагональю АС1 и плоскостью грани АБС D этого параллелепи-
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25 .49 .  Вычислить объем параллелепипеда ABCDA1B1 C1D1 , 
зная его вершину A( l ,  2 ,  3) и концы выходящих из нее ребер 
В(9 ,  6 ,  4) , D (З ,  О , 4) , А1 (5 ,  2 ,  6) . 

25 .50 .  Вычислить объем параллелепипеда, зная длины ОА = 
а , О В = Ь, ОС = с трех его ребер, выходящих из одной вершины ---- ----- ----
О, и углы БОС = а ,  СОА = /3, СОА = т меж,цу этими ребрами.  

25 .5 1 .  Три некомпланарных вектора а, Ь ,  с являются реб­
рами тетраэдра, выходящими из одной его вершины. Показать , 
что объем тетраэдра равен � 1 ( а, Ь , с) / . 

25 . 52 .  Вычислить объем тетраэдра ABCD, зная координаты 
его вершин : А (2 , -2 ,  1 ) ,  В (З ,  О ,  2) , С(5 ,  - 1 , 3) , D( l , 3 , 1 ) . 

25 .53 .  Вычислить объем четырехугольной пирамиды 
OABCD, зная координаты ее вершины 0(3 ,  2 ,  1 )  и координаты 
вершин основания А(- 1 , 1 , 1 ) ,  В (- 1 ; 2 , 3) , С (О , 1 ,  4) , D (O , -1 , О) . 

25 . 54 .  Пусть А1 , В1 , С1 , Di - точки пересечения медиан гра­
ней BCD, CDA, ABD и АБС тетраэдра ABCD. Найти отноше­
ние объема тетраэдра A1B1C1D1 к объему тетраэдра ABCD. 

25 .55 .  Точки А,  В,  С, D являются вершинами тетраэдра 
ABCD. Доказать , что их радиус-векторы удовлетворяют соот­
ношениям 

( rл , rв ,  rc ) = ( rп , rв ,  rл ) = ( rc , rв ,  rп ) = ( rc , rп , rл ) 
в том и только в том случае, когда r А + r в + rc + r D = О .  

25 .56 .  Пользуясь предыдущей задачей , доказать , что для 
точки О внутри тетраэдра ABCD объемы тетраэдров ОАВС, 
ODBA, OCBD и OCDA равны тогда и только тогда, когда О 
лежит на пересечении отрезков , соединяющих вершины тетраэд­
ра ABCD с точками пересечения медиан противоположных им 
граней . 

25 .57 .  Даны три некомпланарных вектора а = {а1 , а2 , аз } ,  
Ь = {Ь1 , Ь2 , Ьз } , n = { n1 , n2 , nз } . Найти площадь параллелограм­
ма, являющегося ортогональной проекцией на плоскость , пер­
пендикулярную к вектору n ,  параллелограмма, построенного на 
векторах а и Ь. 

25 .58 .  В тетраэдре ABCD ребро CD перпендикулярно плос­
кости АБС, М - середина DB, N - середина АВ, К - точка 
на ребре CD такая , что CD = 3СК. Доказать,  что расстояние 
между прямыми В К и С N равно расстоянию между прямыми 
АМ и CN. 
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25 .59 .  Доказать, что в произвольном трехгранном угле бис­
сектрисы двух плоских углов и угла, смежного к третьему плос­
кому углу, лежат в одной плоскости. 

25 .60 .  В ориентированном пространстве даны два перпенди­
кулярных друг другу вектора а и n , причем 1 n l = 1 . В плоско­
сти, положительная ориентация которой определяется упорядо­
ченной парой векторов а, [ n ,  а] , найти вектор Ь, полученный из 
вектора а поворотом в этой плоскости на угол ср .  _ 

------+ � 
25 .61 . Даны три некомпланарных вектора ОА = а, ОБ = Ь , 

� � 
ОС = с , отложенных от одной точки О.  Найти вектор ОН, где 
Н - ортогональная проекция точки О на плоскость (АБС) . 

25 .62 .  Доказать тождества: 
а) [ а, [ Ь , с] ] = Ь( а, с) - с( а, Ь) ;  
б) [ [ а, Ь] , с] =  - а( Ь , с) +  Ь( а, с) .  
25 .63 .  Доказать тождества: 

а) ( [ а, Ь] , [ с , d] ) = 

6) [ [ а, Ь] , [ с , d] ] = 

( а, с) ( а, d) 
( Ь , с) ( b , d) 
с ( а, Ь, d) - d( a, Ь , с) = Ь( а, с , d) -

a( b , c , d) ; . 
в) ( а, Ь, c) d  = ( d , Ь , с) а + ( d , с , а) Ь +  ( d, а, Ь) с ;  

( х, а) ( х, Ь) ( х, с) 
г) ( а, Ь , с) ( х , у, z) = ( у , а) ( у ,  Ь) ( у , с) ; 

( z , a) ( z , b) ( z , c) 
д) ( [ а, Ь] , [ с, d] , [ e , f] ) = ( а, Ь, d) ( c , е, f) - ( a, Ь, c) ( d , е ,  f) . 
25 .64 .  Найти условие, необходимое и достаточное для выпал-

нения равенства 
[ [ а, Ь] , с] = [ а, [ Ь , с)] . 

25 .64. 1 .  Найти условие, необходимое и достаточное для вы­
полнения равенства 

( [ а, Ь] , [ с , d] ) = ( [ а, с] , [ Ь , d] ) . 
25 .65 .  а) Найти необходимое и достаточное условие для того , 

чтобы уравнение [ а, х] = Ь ,  где а -/= О, имело решение. 
б) Найти общее решение этого уравнения . 
25 .66.  а) Показать, что условие ( а2 , Ь) = О необходимо для 

того , чтобы система уравнений 
( а1 , х) = а, [ а2 , х] = Ь 

имела решение. 
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6) Найти это решение, если ( ai , а2 ) =!= О .  
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в) Пусть ai , а2 =!= О и ( ai , а2 ) = О. Найти необходимое и 
достаточное условие разрешимости системы в этом случае и по­
строить ее общее решение. 

2 5. 6 7. Рассматривается система уравнений 
[ а1 , х] = Ь1 , [ а2 , х] = Ь2 , 

в которой ai , а2 , Ь1 , Ь2 - заданные векторы, причем ai и а2 
не коллинеарны . 

а) Показать , что условия 
( а1 , Ь1 ) = О , ( а2 , Ь2 ) = О , ( а1 , Ь2 ) + ( а2 , Ь1 ) = О  

необходимы для разрешимости этой системы. 
б) При выполнении указанных условий и условия ( ai , Ь2 ) =!= О 

найти общее решение системы.  
25 .68 .  Ненулевые векторы а и Ь удовлетворяют условию 

( а, Ь) = О .  Найти векторы х и у из системы уравнений 
х + у = а, ( х, у) = р, [ х, у] = Ь. 

----- ----- -----
25 .  69 . Даны плоские углы БОС = а ,  СОА = (3, АОВ = т 

трехгранного угла ОАВС. 
а) Вычислить косинусы его внутренних двугранных углов А, 

В ,  С, противолежащих граням БОС, СОА, АОВ . 
б) Доказать, что 

. s1n a 
si11 A 

si11 /3 
sin B 

si11 г 
sin C · 

25 .70 .  Ребра трехгранного угла ОА, ОБ и ОС определяют­
ся единичными векторами а, Ь , с соответственно. Доказать ,  что 
точка Р равноудалена от граней трехгранного угла тогда и толь-
ко тогда, когда 

-----+ 
ОР j j  sin a · a + sin /3 · b + si11 1 ·  с, 

---- ----- ----
где а = БОС, /3 = СОА, т = АОВ - плоские углы рассматрива-
емого трехгранного угла. 

25 .71 .  Ребра трехгранного угла ОА, ОБ и ОС определяются 
соответствующими единичными векторами а, Ь, с , образующи­
ми правую тройку. Доказать , что точка Р равноудалена от ребер 
трехгранного угла тогда и только тогда, когда 

-----+ 
ОР j j  [ Ь , с] + [ с , а] + [ а, Ь] . 
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В е к т о р н о е  и с м е ш а н н о е п р о и з в е д е н и я  
в а ф ф и н н ы х к о о р д и н а т а х 
25 .  72 . Выразить через метрические коэффициенты 9ij базиса 

e i , е2 , ез в пространстве объем параллелепипеда, построенного 
на базисных векторах. 

25 . 73 . Зная метрические коэффициенты 9ij базиса e i , е2 , 
е3 , найти объем V параллелепипеда, построенного на векторах 
а = {а 1 , а2 , аз } , Ь = { Ь1 , Ь2 , Ьз } , с = { с1 , с2 , сз } . 

25 .74 .  Объем параллелепипеда, построенного на базисных 
векторах e i , е2 , ез , равен V. Найти объем параллелепипеда, 
построенного на базисных векторах взаимного базиса. 

25 .  75 . Доказать, что векторы 

fi = [ е2 , ез] 
( е 1 , е2 , ез ) ' 

[ е1 , е2] fз = ----( e i , е2 , ез ) 

образуют базис , взаимный к базису e i , е2 , ез и имеющий ту же 
ориентацию. 

25 . 75 . 1 .  Пусть тройка базисных векторов ei , е2 , ез - пра­
вая и Ve - объем параллелепипеда, построенного на этих ба­
зисных векторах. Доказать , что для векторов а = { ai , а2 , аз } , 
Ь = { Ь1 , Ь2 , Ьз } , с = { с1 , с2 , сз } , заданных своими координатами 
в этом базисе , выполнено равенство 

ai а2 аз 
( а, Ь , с) = Ve · Ь1 Ь2 Ьз 

С1 С2 С3 

25 .75 .2 .  Пусть {О ;  ei , е2 ,  ез }  и {О' ; е� , е� , е3 } - две аф­
финные системы координат и С - матрица перехода от базиса 
e i , е2 , ез к базису ei , е� , еЗ , причем det C > О .  Доказать , что 
объемы Ve и Ve1 параллелепипедов, построенных на соответству­
ющих базисных векторах, связаны соотношением 

Ve' = Ve · det С. 
25. 76. Векторы а = { ai , а2 , аз }  и Ь = {Ь1 , Ь2 , Ьз }  заданы сво­

ими координатами в базисе e i , е2 , ез . Найти координаты век­
торного произведения [ а, Ь] в базисе, взаимном с базисом e i , е2 , 
ез .  



Глава VII .  Прямая на плоскости и плоскость 
в пространстве 

§26 . Составление уравнений по различным 
заданиям 

Канонические уравнения. Ненулевой вектор, коллинеарный прямой , 
называется ее 'Ндп]ХJ,вл.яющим вектором. 

Т е о р е м  а 26. 1 .  На плоскости в аффинной систе.ме координат 
Оху У'JЮВНение пр.ямой l ,  проходящей -ч,ерез то'Чку Мо (хо , Уо ) ,  с направля­
ющим вектором а == { m ,  п} имеет вttд 

или 

Х - Хо 
m 

Х - Хо 
m 

у - уа п 1 = 0 
у - уа 
п 

(26. 1 ) 

( 26. 2) 

Уравнение (26 .2) означает лишь пропорциональность и в случае, когда 
т = О или п = О, равносильно уравнению х - хо == О или у - Уо = О 
соответственно . 

Уравнения ( 26 . 1 ) ,  (26 .2) называются канони'Ческими У'JЮВНениями пр.я­
мой на плоско ст и. 

Сл е д е т в  и е . У]ХJ,внение пр.ямой, проходящей 'Через две 'JЮЗлu-ч,нъtе 
mo'Чкtt Мо (хо , Уо )  и М1 (х 1 , у1 ) , имеет вид 

1 х - хо 
Х1  - Хо 

у - уа 1 - О У1 - уа 
- · 

Два неколлинеарных вектора, параллельных плоскости, называются ее 
направляющими векто]ХJ,ми. 

Т е о р е м  а 26.2 .  В пространстве в аффинной систе.м,е координат 
Oxyz уравнение плоскости 7Г ,  проходящей 'Через то'Чку Мо(хо , уо , zo ) ,  с на-
правляющими векто]ХJ,ми р 1 == { m1 , n1 , ki } и Р2 = { m2 , n2 , k2 } имеет вид 

х - хо у - Уо z - zo 
m1 n1 ki = О.  
m2 n2 k2 

(26 .3) 

Уравнение (26 .3) называется канони'Ческим У'/Ювнение.м, плоскости. 
С л е д с т  в и е .  У]ХJ,внение плоскости, проходящей 'Через три то'Чки 

Мо (хо , уо , zo ) ,  М1 (х1 ,  у1 ,  z1 ) ,  М2 (х2 , у2 , z2 ) , не лежащие на одной пр.ямой, 
имеет вид 

х - хо у - уо z - zo 
Х1 - Хо YI - Уа Z1 - Zo == о .  
Х2 - Хо У2 - уо Z2 - Zo 
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Параметрические уравнения. 
Т е о р е м  а 26.3 .  УIJавн.ен.ие прямой, проходящей 'Через то'Чку 

М о ( r0 ) с н.ап]ХJ,вл.яющим вектором а uмеет вид 

r = ro + t а, t Е IR, 

или, в координ.атн.ой форме, в системе координ.ат Оху 
{ х = хо +  tm, 
У = Уо + tn, t Е IR. 

(26 .4) 

(26. 5) 

Число t в уравнениях (26 .4) и (26 .5 ) является координатой точки М(х, у) 
прямой на самой прямой, если за начало координат принимается точка 
Мо (хо , Уо) , а за базисный вектор - вектор а = t m, п} . 

Уравнения ( 26 .4) , (26 .5) называются па]Jаметри-ческими у]Jавн.ен.и.ями 
пр.ямой на плоскости в векторной и координатной формах соответственно. 

Т е о р е м  а 26.4. Уравн.ен.ие плоскости, проходящей -через то-чку 
Мо ( ro ) с н.ап]ХJ,вляющими векторами Р1 и р2 UJvt,eeт вид 

r =  ro + и p1 + v p2 , и, v E R, 
или, в координ.атн.ой форме, в системе координ.ат Oxyz { х = хо + иm 1 + vm2 , 

у =  Уо + 1tn1 + vn2 , 
z = zo + иk1 + vk2 , и, v Е IR. 

(26 .6) 

(26. 7) 

Числа и, v в уравнениях (26 .6) и (26. 7) являются координатами точ­
ки М(х, у) плоскости на самой плоскости, если за начало коорди­
нат принимается точка Mo (xo , yo , zo ) , а за базисные векторы - векторы 
Р1 = {m1 , n1 , k1 } ,  Р2 = {m2 , n2 , k2 } .  

Уравнения (26 .6) , (26 . 7) называются па]Jаметри'Ческими у]ХJ,в'Нени.ями 
плоскости в векторной и координатной формах соответственно. 

Общие уравнения. 
Т е о р е м  а 26.5 .  Лини.я на плоскости является пр.ямой тогда и 

толъко тогда, когда она .являете.я алгеб]ХJ,и'Ческой линией первого поряд?са, 
т. е .  определяется у]ХJ,внением 

Ах +  Ву +  С =  О, где А2 + В2 -:/= О .  (26 .8) 

Уравнение (26 .8) называется общим у]Jавнением прямой н.а плоскости. 
Вектор n = {А, В } называется вектором н.ормали к пр.ямой отн.осителъно 
уравнения (26 .8) . 

Т е о р е м  а 26.6. Поверхностъ в пространстве являете.я плоско­
стъю тогда и толъко тогда, когда она .я,вляетс.я алгеб'J)аи'Ческой поверхно­
стъю первого пор.яд-ка, т. е. определяете.я уравнением 

А + в + с + D о где А2 + в2 + с2 -1- о.  х у z = ' / ( 26 .9) 
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Уравнение (26 .9) называется общим уравнением плоскости в простран­
стве. Вектор n = {А, В, С} называется вектором нормали к плоскости от­
носителъно уравнения (26 .9) . 

Общее уравнение прямой (плоскости) называется полн'ЬLМ, если все ко­
эффициенты А, В, С (соответственно А, В, С, D) отличны от нуля. 

Т е о р е м  а 26. 7. В аффинной систе.м,е координат Оху на плоско­
сти (Oxyz в пространстве) вектор а = {т, п} (соответственно а = 
{ т, п ,  k}) параллелен пр.ямой (плоскости), заданной общим уравнением 
(26 .8) ( соответственно ( 26 .9) ) ,  тогда и толъко тогда, когда 

Ат + Вп = О , ( 26 . 1 0) 
(соответственно 

Ат + Вп + Ck = О) . (26 . 1 1 ) 

Сл е д с т в и е  1 . Вектор а =  {-В , А} -:/= О параллелен пр.ямой (26 .8) . 
Сл е д с т в и е  2 . Векторъt а= {О , -С, В} , Ъ = {-С, О , А} ,  c = {-BJ A, O} компланарн'ы плоскости (26 .9) . 
Сл е д с т в и е  3 . В пр.ямоуголъной декартовой системе координат век­

тор, нормали n == {А, В} к пр.ямой ( 26 .8) � соответственно n = {А, В, С} 
к плоскости ( 26 .9) ) перпендикулярен этой пр.ямой (плоскости} . 

Уравнения в отрезках. Полные уравнения (26 .8) и (26 .9) прямой на 
плоскости и плоскости в пространстве могут быть записаны в виде: 

х у - + - = 1  а Ь и х у z - + - + - = 1 .  а Ь с 
Эти уравнения называются уравнени.ями прямой и соответственно плоско­
сти в отрезках. Числа а, Ь, с в этих уравнениях называются отрезками, ко­
торъtе отсекает пр.яма.я (плоскостъ) на осях координат. 

Векторные уравнения. Параметрические уравнения (26 .4) и (26 .6) 
представляют собой векторные уравнения прямой (как на плоскости, так и 
в пространстве) и плоскости. 

Уравнение (26 .6) порождает другую форму векторного уравнения плос­
кости: 

( г - го , р1 , Р2 ) = О или ( г ,  р1 , Р2 ) = D, (26 . 1 2) 
где D = ( го ,  р1 , Р2 ) . 

Т е о р е м а 26 .8. Уравнение прямой на плоскости (плоскости в про­
странстве), проходящей 'Через то'Чку Мо(  го )  перпендикулярно вектору n, 

имеет вид 
( r - го , n) = О  

или, 'Что то же самое, 
( г, n) = D, 

где D - константа, равная ( го ,  n) . 

П р и м е р  26 . 1 .  В треугольнике АБС даны уравнения сторон АВ: 3х -
2у + 1 = О, ВС: х - у +  1 = О и медианы СМ : 2х - у - 1 == О . Составить 
каноническое, общее и параметрическое уравнения стороны АС. Система 
координат аффинная. 

Р е ш е н и е . Из систем уравнений 

{ х - у +  1 == о, 
3х - 2у + 1 = О ' { Зх - 2у + 1 == О , 

2х - у - 1 = 0 и { х - у +  1 == о,  
2х - у - 1 = О  
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находим координаты точек В, М и  С: B( l , 2) , М(3 , 5) , С(2 , 3) . Так как точ­
ка М - середина отрезка АВ,  то координаты (х , у) точки А находятся из 

" х + 1 у + 2  соотношении 2 == 3, 2 == 5 , так что А(5 ,  8) . Каноническое уравнение 
АС как прямой, проходящей через точки А и С, имеет вид 

х - 2  
5 - 2  

у - 3  
8 - 3  

х - 2  
3 

у - 3  
5 

Отсюда легко получить общее уравнение: 5х - Зу - 1 = О . Параметрическое 
---+ уравнение АС как прямой с направляющим вектором АС == {3 ; 5} ,  Проходя-

щей через точку С(2 , 3) , имеет вид 
х = 2 + 3t , у == 3 + 5t , t Е IR. • 

П р  и м  е р  26 .2 . Зная вершину А(З ,  -4) треугольника АБС и уравнения 
двух его высот ВН: 7х - 2у - 1  = О, СР: 2х - 7у - 6  = О, написать уравнение 
стороны ВС. Система координат прямоугольная . 

Р е ш е н и  е. Из систе:мы уравнений { 7х - 2у = 1 ,  
2х - 7у == 6 

найдем координаты точки Q пересечения высот треугольника: Q (  _ ! , - � ) .  9 9 
----? 28 28 Вектор AQ == {-9 , g } перпендикулярен прямой ВС, поэтому вектор n == 

{ 1 , - 1 } можно взять за вектор нормали прямой ВС. Тогда общее уравнение 
прямой ВС будет иметь вид 

х - у +  с ==  о. (26 . 1 3) 
Чтобы найти коэффициент с ,  найдем координаты точки В: вектор {2 , -7} -

направляющий вектор прямой АВ, поэтому прямая АВ определяется урав-
х - 3 у + 4 нением 2 _ 7 или 7х + 2у - 13 == О , а точка В определяется системой 

уравнений { 7х + 2у - 13 == О, 
7х - 2у - 1 == О . 

Подставив найденные отсюда координаты ( 1 ,  3 ) точки В в (26 . 1 3) ,  находим 
с == 2 и искомое уравнение 

х - у + 2 == о . • 

П р и  м е р  26.3 . На прямых l 1 : х+у-2 == О и l2 : 5х+у- 14 == О найти точки 
А Е l 1 , В Е l2 такие, что прямая АВ имеет угловой коэффициент, равный 3 , 
и что длина отрезка АВ равна v1f5. Система координат прямоугольная . 

Р е ш е н и е. Уравнение прямой АВ имеет вид у == 3х + Ь, поэтому вектор 
{ 1 , 3} является направляющим вектором этой прямой. Следовательно, если 
(х , у) -· координаты точки А,  то точка В имеет координаты (х + t ,  у +  Зt) , 
t Е IR. Параметр t находим из условия, что I AB I == v1f5: t == ±1 ,  так что 
точка В имеет координаты (х ± 1 ,  у ± 3) . Подставляя координаты точек А 
и В в уравнения прямых l 1 и l2 соответственно, находим искомые точки: 
Ai ( l ,  1 ) , В1 (2 , 4) и А2 (5 ,  -3) , В2 (4 , -6) .  • 

П р  и м  е р  26 .4 . Составить параметрические уравнения плоскости тре­
угольника с вершинами в точках А(2 ,  5 , 1 ) , В(6 , 3 , 2) , C( l , 1 , 1 ) .  
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---+ ---t Р е ш е н и е. Векторы СА = { 1 , 4 , 0} и СВ = {5 , 2 , 1 } - направляющие 
векторы плоскости, поэтому ее параметрические уравнения имеют вид 

ЗАД АЧ И  

{ х = 1 + и + 5v, 
у = 1 + 4и + 2v, • 
z = 1 + v , и ,  v Е IR. 

В задачах этого параграфа считается , что система координат 
произвольная аффинная . Случай прямоугольной декартовой си­
стемы координат оговаривается особо. 

У р а в н е н и я  п р я м о й  н а  п л о с к о с т и  
26. 1 .  Написать уравнение прямой: 
1 )  проходящей через точку (3 , -2) параллельно оси Оу; 
2) проходящей через точку (7 ,  О) параллельно вектору {-4 ,  2} . 
26.2 .  Написать уравнение прямой: 
1 ) проходящей через две точки (2 , 3) и (-4 ,  -6) ; 
2) проходящей через начало координат и через точку ( 1 , 8) . 
26. 3 .  Написать уравнение прямой: 
1 )  проходящей через точку (2 , 3) и имеющей угловой коэф­

фициент, равный -5 ; 
2) проходящей через точку (-2 , 7) и имеющей тот же угловой 

коэффициент, что и прямая 3х + у - 5 = О .  
26.4.  Написать уравнение прямой : 
1 )  имеющей угловой коэффициент 3 и отсекающей на оси ор­

динат отрезок, равный 4 ; 
2) отсекающей на осях Ох и Оу отрезки, равные 3 и -5 соот­

ветственно; 
3) отсекающей на оси Ох отрезок 3 и проходящей через точку 

(-5 , 3) . 
26 . 5 .  Выяснить , под каким углом к оси Ох наклонена пря­

мая , проходящая через точки ( 1 , 4) и (3 ,  5) . Система координат 
прямоугольная . 

26 .6 .  Написать уравнения сторон равнобочной трапеции, 
зная ,  что основания ее соответственно равны 10 и 6, а боковые 
стороны образуют с основанием угол в 60° . Ось Ох содержит 
большее основание трапеции , за ось Оу берется ось симметрии 
трапеции, а за положительное направление оси Оу берется на-
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правление луча, проведенного от большего основания к меньше­
му. Система координат прямоугольная . 

26 .7 .  Через точку М(-4, 10) провести прямые, отсекающие 
на осях координат ненулевые отрезки равной длины. Система 
координат прямоугольная . 

26 .8 .  Через точку М(2 , - 1 )  провести прямую, отрезок кото­
рой между осями координат делился бы в данной точке пополам . 

26 .9 .  Определить площадь треугольника, заключенного меж­
ду осями координат и прямой х + 2у - 6 = О. Система координат 
прямоугольная. 

26. 10.  Через точку М(4, -3) провести прямую так , чтобы 
площадь треугольника, образованного ею и осями, была равна 
3 .  Система координат прямоугольная . 

26. 1 1 .  Составить параметрические уравнения прямой , про­
ходящей через точку (5 , -3) параллельно вектору {2 ,  -4} . 

26. 12 .  Составить параметрические уравнения прямой, про­
ходящей через точку (-6 ,  -4) и имеющей угловой коэффициент 
k =  - � .  

26. 13 .  Составить параметрические уравнения прямой, про­
ходящей через начало координат и наклоненной к оси ординат 
под углом в 150° . Система координат прямоугольная .  

26. 14 .  Составить параметрические уравнения прямой, отсе­
кающей на осях Ох и Оу отрезки 3 и -5 .  

26 . 15 .  Составить параметрические уравнения прямых: 
1 )  Зх + 6у + 5 = О; 2) у = -3х + 5 ; 3) у = -3 ; 
4) х - 2у - 4 = О; 5) х = 2 ; 6) 2х + Зу =  О .  

26. 16 .  Составить общие уравнения прямых: 
1) х = t ,  у =  1 - Зt ; 2 )  х = 2 + 5t , у =  4 - 7t ; 
3) х = 3 - 2t , у = -8 + 6t ; 4) х = 3 - 2t , у =  3 .  

26. 17 .  Даны две прямые у =  kix + Ь1 и у =  k2x + Ь2 . Най­
ти геометрическое место середин отрезков , высекаемых данными 
прямыми на прямых, параллельных осям координат. 

26 . 18 .  Даны вершины треугольника: А(-2 , 3) ,  В (4 , -7) ,  
С(6 , 5) . Написать уравнения прямых, равноудаленных от всех 
вершин треугольника. 

26 . 19 .  Дан треугольник АБС: А(-2 ,  3) , В (4 ,  1 ) ,  С(6 , - 5) . На­
писать уравнение медианы треугольника, проведенной из верши­
ны А. 

26 . 20 .  Даны уравнения двух сторон треугольника 2х - у  == О ,  
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5х - у = О и уравнение 3х - у = О одной из его медиан. Составить 
уравнение третьей стороны треугольника, зная , что на ней лежит 
точка (3 ,  9) , и найти координаты его вершин. 

26. 2 1 .  Дано уравнение х - 2у + 7 = О стороны АБ треуголь­
ника АБС и уравнения х +  у - 5 = О,  2х + у  - 1 1 = О медиан , 
выходящих из вершин А и Б соответственно. Составить уравне­
ния двух других сторон треугольника. 

26. 22 . Через точку Р(-3 ,  -5 )  провести прямуюJ отрезок ко­
торой меж,цу прямыми 2х + Зу - 15 = О , 4х - 5у - 12 = О в точке 
Р делился бы пополам. 

26. 23 .  Дана точка (О , 2)  пересечения медиан треугольника и 
уравнения двух его сторон 5х - 4у + 15  = О ,  4х + у - 9 = О .  Найти 
координаты вершин треугольника и уравнение его третьей сто­
роны. 

26. 24. Точка пересечения медиан треугольника лежит в на­
чале координат. Известны уравнения двух его сторон: х+у-4 = О 
и 2х + у  - 1 = О .  Найти вершины треугольника и уравнение его 
третьей стороны. 

26 . 25 .  Даны уравнения 4х + 5у = О ,  х - Зу = О медиан тре­
угольника и его вершина (2 ,  -5) . Составить уравнения сторон 
треугольника и найти остальные его вершины. 

26. 26.  В треугольнике АБС углы А и Б при его основании 
АБ острые, а боковые стороны АС и БС не равны меж,цу со­
бой . Найти геометрическое место точек пересечения диагоналей 
прямоугольников, вписанных в треугольник так, что две верши­
ны прямоугольника лежат на основании данного треугольника, 
а две другие - на его боковых сторонах. 

26. 27. Найти геометрическое место точек пересечения диаго­
налей параллелограммов, вписанных в данный четырехугольник 
так, что стороны этих параллелограммов параллельны диагона­
лям четырехугольника. 

У р а в н е н и я  п л о с к о с т и  в п р о с т р а н с т в е  
26. 28.  Составить уравнения плоскостей, проходящих через 

точку (2 , 6 , -3) параллельно плоскостям координат. 
26. 29 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через три 

точки М1 , М2 , Мз ,  если: 
1) М1 (2 , 3 , 1 ) , М2 (3 , 1 , 4) ,  Мз (2 , 1 , 5) ; 
2 ) М1 (2 , О , - 1 ) ,  М2 (-2 , 4, 1 ) ,  Мз (О, 2 , - 1 ) .  
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26. 30 . Составить уравнение плоскости,  проходящей через на­
чало координат и через точки М1 (2 , 1 ,  1 )  и М2 (-3 , О , 4) . 

26.31 .  Даны вершины тетраэдра А(2 , 1 , О) , В ( 1 , 3 ,  5) , 
С(6 , 3 , 4) , D(O , -7, 8) . Написать уравнение плоскости, проходя­
щей через ребро АВ и середину ребра С D. 

26.32 .  Даны вершины тетраэдра А(3 ,  5 , - 1 ) ,  В(7 , 5 ,  3) , 
С(9, - 1 ,  5 ) , D (5 , 3 ,  -3) . Написать уравнения плоскостей , равно­
удаленных от всех вершин тетраэдра. 

26 . 33 .  Составить уравнение плоскости, отсекающей на осях 
Ох и Оу отрезки 5 и -7 и проходящей через точку ( 1 , 1 ,  2) . 

26. 34 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку (3 ,  5 , -7) и отсекающей на осях координат ненулевые от­
резки равной длины. Система координат прямоугольная .  

26. 35 .  Написать уравнение плоскости, проходящей через две 
точки А(3 ,  5 , 1 ) и В(7, 7 , 8) и отсекающей на осях Ох и Оу ненуле­
вые отрезки равной длины. Система координат прямоугольная . 

26 .36.  Составить уравнение плоскости, отсекающей на осях 
координат отрезки , равные 3, 5 и -7 соответственно. 

26. 37.  Определить отрезки, отсекаемые на осях координат 
плоскостью х - у +  7z - 4 = О . 

26.38 .  Определить объем тетраэдра, ограниченного коорди­
натными плоскостями и плоскостью 2x+3y+6z- 18 = О. Система 
координат прямоугольная .  

26. 39 . Составить уравнение плоскости, проходящей через ось 
Оу и точку (2 , -5, 1 ) .  

26.40 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку (3 ,  7, 2) и параллельной двум векторам { 4 , 1 , 2 } и {5 ,  3 , 1 } .  

26 .41 . Составить параметрические уравнения плоскости, 
проходящей через точку (2 ,  3 , -5) и параллельной векторам {-5 , 
6 , 4} , { 4 ,  -2 ,  О} . 

26.42 . Составить уравнения плоскостей, проходящих через 
оси координат и параллельных вектору {2 , 1 ,  -4} , 

26.43.  Написать уравнения плоскостей, проходящих через 
оси координат и через точку (3 , -5,  1 ) .  

26.44.  Составить уравнение плоскости, проходящей через ось 
Оу и равноудаленной от точек (2 , 7 , 3) и ( - 1 , 1 , 0) . 

26.45 .  Составить уравнение плоскости ,  проходящей через две 
точки ( 4 , 5 ,  2) , (6 , 2 ,  4) и параллельной вектору { 1 ,  2 , 1 } .  

26 .46. Составить параметрические уравнения плоскости, 
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проходящей через две точки ( 1 ,  7 ,  8) , (2 ,  -6 ,  -6) и параллельной 
оси Oz. 

26.47. Даны вершины тетраэдра А(5 , 1 ,  3) , B ( l ,  6 ,  2) ,  
С (5 , О, 4) , D (4 ,  О , 6) . Написать уравнение плоскости , проходящей 
через ребро АВ параллельно ребру С D.  

26.48.  В плоскости , проходящей через три точки А (2 , 1 ,  3) , 
В (2 , 4 , О) , С(-3 , О ,  4) , выбрана аффинная система координат с 

� � 
началом в точке А и базисными векторами АВ = е1 и АС = е2 . 
Найти : 

1 )  пространственные координаты ( х, у ,  z ) точки М, имеющей 
в плоскостной системе координаты и =  5 ,  v = 3 ; 

2) плоскостные координаты и и v точки пересечения данной 
плоскости с осью Oz. 

26.49 .  В плоскости 2х + Зу - 4z + 12 = О  выбрана аффинная 
система координат, начало которой находится в точке С пере­
сечения этой плоскости с осью О z ,  а концы базисных векторов 
ei и е2 соответственно в точках А и В пересечения плоскости с 
осями Ох и Оу. 

1) Найти пространственные координаты (х , у , z )  точки Е 
этой плоскости с плоскостными координатами и = 1 ,  v = 1 ;  

2 )  Написать в плоскостной системе координат уравнения пря­
мых АВ, ВС и СА пересечения данной плоскости с координат­
ными плоскостями пространственной системы.  

3) Написать в плоскостной системе уравнение линии пересе­
чения данной плоскости с плоскостью 5х + 3z - 8 = О .  

26 .50 .  Написать общее уравнение плоскости по ее парамет-
рическим уравнениям в каждом из следующих случаев : 

1 )  х = 2 + 3и - 4v , у =  4 - v ,  z = 2 + 3и; 
2) х = и + v, у = и - v ,  z = 5 + 6и - 4v ; 
3) х = 1 + 2v , у = -2 ,  z = 1 - и; 
4) х = и - v, у = 1 - 4и, z = 7 + 2и . 

§27 .  Задачи взаимного расположения прямых 
u на плоскости и плоскостеи в пространстве 

Необходимые и достаточные условия того, что две прямые 
и ( 27 . 1 ) 

заданные общими уравнениями в аффинной системе координат, совпадают, 
параллельны или пересекаются , приводятся в следующей таблице (в ней 
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( А1 приняты обозначения :  G = л2 

Расположение 
прямых 

Совпадают А1 -
А2 

) , F =  ( 

Условие 

В1 С1 - -- - - -
В2 С2 

Параллельны А1 _ В1 f:. С1 
А2 

-
В2 С2 

Пересекаются А1 # В1 
А2 В2 

Равносильное 
условие 

rg F = 1 

{ rg G = 1 
rg F =  2 

rg G =  2 

Если уравнения (27 . 1 )  относятся к прямоугольной декартовой системе 
координат, то необходимым и достаточным условие1н перпендикулярности 
прямых l1 и l2 является условие 

(27. 2) 
Необходимые и достаточные условия того, что две плоскости 

и 
заданные общими уравнениями в аффинной системе координат, совпадают, 
параллельны или пересекаются , приводятся в следующей таблице (в ней 

б . С ( А1 В1 С1 ) F ( А1 В1 С1 D1 ) ) приняты о означения: = л2 в2 с2 , = л2 в2 С2 D2 : 

Расположение Условие Равносильное 
плоскостей условие 

Совпадают А1 В1 С1 D1 rg F = 1 - - - - - - -
А2 

-
В2 

-
С2 

-
D2 

Параллельны А1 _ В1 _ С1 f:. D1 { rg G = 1 
А2 

-
В2 - С2 D2 rg F = 2 

Пересекаются Строки матрицы А rg G = 2 не пропорциональны 

Если уравнения (27 .3) относятся к прямоугольной декартовой системе 
координат, то необходимым и достаточным условием перпендикулярности 
плоскостей ?Т 1 и ?Т2 является условие 

(27 .4) 
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Множество 1Г(М0 ) всех прямых плоскости, проходящих через данную 
точку Мо , называется пу'ч,rком ( собственнuм} пр.ямuх с центром в точке Мо . 
Пусть l 1 и l2 - две несовпадающие прямые пучка 1Г(Мо) , заданные урав­
нениями (27. 1 )  в некоторой аффинной системе координат Оху. Положим 
Fi (x , у) = Aix + Biy + Ci , где i = 1 ,  2. 

Т е о р е м  а 27. 1 .  Пр.яма.я принадлежит пу'Чку 1Г(Мо) тогда и толъ­
ко тогда, когда она определ.яетс.я уравнением 

aF1 (х, у) + {3F2 (x , у) = О  (27 .5) 
при некоторъtх а , 

/3 Е JR, оifн.овременно не равнъtх нулю. 
Каждая пара чисел а , /3, где а

2 + {32 -:/= О, определяет единственную пря­
мую пучка. Уравнение (27 .5) называется уравнением nу'Чка nр.ямuх, прохо-
дящих через точку пересечения прямых (27 . 1 ) .  

Уравнение пучка 7Г(Мо) с центром Мо (хо ,  уа ) может быть записано в 
виде 

А(х - хо ) + В(у - Уо ) = О, 
где А и В принимают все действительные значения, одновременно не равные 
нулю. 

:Множество 1Г(l )  всех плоскостей пространства, проходящих через пря­
мую l , называется пу-ч,ком плоскостей с осью l .  Пусть 7Г1 и 7Г2 - две пересека­
ющиеся плоскости пучка 1Г(l) , заданные уравнениями (27 .3) в некоторой аф-
финной системе координат Oxyz. Положим Fi (x, у , z) = Aix+ Biy+Ci z+ Di , 
где i = 1 , 2 . 

Т е о р е м а 27 .2 .  Плоскостъ принадлежит nу'Чку 1Г( l )  тогда и 
толъко тогда, когда ана опреде.л.яется уравнением 

(27.6) 
при некоторъ�х а , {3 Е JR, одновременно не равнъtх нулю. 

Уравнение (27 .6) называется уравнением пу'Чка плоскостей, проходящих 
через прямую пересечения плоскостей (27. 3 ) . 

П р и м е р  27. 1 . Найти необходимое и достаточное условие того , что 
прямая lз : Азх + Взу + Сз = О принадлежит пучку прямых с центром в 
точке пересечения прямых l 1 : А1х + В1у + С1 = О  и l2 : А2х + В2у + С2 = О. 
Система координат аффинная . 

Р е ш е  н и  е. Факт пересечения прямых l 1 и l2 равносилен условию 
1 А 1 В1 1 ГТ' 

л2 в2 -:/= О  . .�от факт, что прямая lз принадлежит пучку прямых, опре-
деленному прямыми l 1 и l2 , равносилен условию совпадения прямых 

и l2 : Азх + Взу + Сз == О 
при некоторых а и /3 или условию 

Это означает, что третья строка матрицы [ 1� �� g� ] является ли­
Аз Вз Сз 

нейной комбинацией двух первых ее строк. Следовательно, искомое условие 
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имеет вид 

= 0. • ( 27 .7) 

П р  и м  е р  27.2 . Найти необходимое и достаточное условие того , что три 
прямые Akx+  Bky +Ck = О, k = 1 ,  2 , 3 ,  пересекаются в одной точке . Система 
координат аффинная . 

Р е ш е н и е . Тот факт, что три прямые пересекаются в одной точке озна­
чает, что каждые две из них пересекаются (т.е .  каждый из определителей 

1 �� �� 1 ,  1 �� �: 1 ,  1 �� �: 1 отличен от нуля) и что треть� прямая 
принадлежит пучку прямых с центром в точке пересечения двух других ( т.е .  
А 1 В1 С1 
А2 В2 С2 = О, как и в (27 .7) ) .  
Аз Вз Сз 

Таким образом, искомое условие имеет вид 
Ai В1 С1 
А2 В2 С2 = О, 1 АВ11 А2 1 # О 1 А1 Аз 1 # О , 1 АВ22 А

В
з
з 1 # О . • 

Аз Вз Сз В2 ' В1 Вз 
П р и м е р  27.3 . Через точку пересечения nрямых 3х - у =  О , х + 4у -

2 == О  провести прямую, перпендикулярную к прямой 2х + 7у = О. Система 
координат прямоугольная . 

Р е ш е  н и  е. Искомая прямая принадлежит пучку прямых, проходящих 
через точку пересечения прямых 3х - у· = О и х +  4у - 2 = О (эти прямые, 

3 - 1  действительно, пересекаются, так как l # 4 ) ,  поэтому она определяется 
уравнением 

а(3х - у) + ,д(х + 4у - 2) = О  
при некоторых а ,  {3, одновременно не равных нулю. Следовательно , общее 
уравнение искомой прямой имеет вид 

(За + ,д)х + (4{3 - а)у - 2{3 = О. 
Условие перпендикулярности прямых приводит к уравнению относи­

тельно а и {3: 
2(3а + {3) + 7(4{3 - а) =  О <====> а = 30{3. 

Положив {3 == 1 ,  получим искомое уравнение 
9 1х - 26у - 2 = О . • 

ЗАД АЧИ 

В задачах этого параграфа считается , что система координат 
произвольная аффинная .  Случай прямоугольной декартовой си­
стемы координат оговаривается особо. 

П р я м ы е  н а  п л о с к о с т и  
27. 1 .  Установить , какие из следующих пар прямых совпада­

ют, параллельны или пересекаются ; в последнем случае найти 
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точку пересечения: 
1 )  х + у  - З = О , 2х + Зу - 8 = О ; 
2) х - у +  5 = О ,  2х - 2у + З = О ;  
З) х - 2у + 4 = О ,  -2х + 4у - 8 = О ;  
4 )  х + у +  5 = О ,  2х + Зу +  10 = О ;  
5 )  2х + Зу - 1 = О ,  4х + 6у - 7 = О ;  
6) 7х + 9у - 62 = 0 , 8х + Зу + 2 = 0 . 

27 . 2 .  Даны две прямые, из которых одна задана своим об­
щим уравнением Ах + Ву + С = О ,  а другая - параметрически : 
х = хо + at ,  у = Уа +  bt . Найти условия , необходимые и доста­
точные для того , чтобы эти прямые: 1 ) пересекались; 2) были 
параллельны ; З) совпадали. 

27 .3 .  Две прямые заданы своими параметрическими уравне­
ниями:  х = х1 + ait , у = У1 + b1 t и х = х2 + a2t , у = У2 + b2t .  
Найти условия , необходимые и достаточные для того , чтобы эти 
прямые: 1 )  пересекались ; 2) были параллельны; З) совпадали. 

27 .4 .  Установить, какие из следующих пар прямых совпада­
ют, параллельны или пересекаются ; в последнем случае найти 
точку пересечения : 

1 )  Зх + 4у + 5 = О; х = -З + 4t, у = 1 - Зt ; 
2) 2х - 5у - 7 = О; х = 2 + t ,  у = -9 - t ; 
З) 6х - Зу + 5 = О ;  х = 5 + t , у = -З + 2t; 
4) 2х + 5у - З8 = О ; х = -2 + 2t, у =  -9 + 5t; 
5) Зх + 9у - 6 = О; х = 2 + Зt, у =  -t . 

27 .5 .  Установить, какие из сле,цующих пар прямых совпада­
ют, параллельны или пересекаются ; в последнем случае найти 
точку пересечения: 

1 )  х = 3 + t , у =  2 - t; х = Зt , у =  -2t ; 
2) х = 5 + 4t, у =  -2 - 2t; х = 1 - 2t, у = 7 + t; 
3) х = 4 - 8t, у = 2 + 6t ; х = -4 + 4t , у = 8 - Зt . 

27 .6 .  Через точку (7, 4) провести прямую, параллельную пря­
мой Зх - 2у + 4 = О . 

27.  7. Составить уравнение прямой , проходящей через точку 
(-8 , 1 )  параллельно прямой х + у + 7 = О. 

27 .8 .  Через точку М(2, 5) провести прямую, равноудаленную 
от точек Р(- 1 , 2) и Q (5 ,  4) . 

27 .9 .  Даны середины М1 (2 , 3) , М2 (- 1 , 2) и Мз (4 , 5 ) сторон 
треугольника. Составить уравнения сторон . 

27 . 10.  Зная уравнения двух сторон параллелограмма х-3у = 
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О,  2х + 5у + 6 = О и одну из его вершин С (4 ,  - 1 ) ,  составить 
уравнения двух других сторон параллелограмма. 

27 . 1 1 .  Даны вершины треугольника А(- 1 , 2) , В (З , - 1 )  и 
С (О ,  4) . Через кажцую из них провести прямую, параллельную 
противолежащей стороне треугольника. 

27. 12 .  Написать уравнение прямой, параллельной прямой 
2х + 5у = О и образующей вместе с осями координат треугольник, 
площадь которого равна 5 .  Система координат прямоугольная 
декартова. 

27. 13 .  Составить уравнение прямой, параллельной и равно­
удаленной от параллельных прямых х + у - 1 = О , х + у - 13  = О. 

27. 14.  Доказать, что условие 
Ах1 + Ву1 + С = Ах2 + Ву2 + С 

необходимо и достаточно для того , чтобы прямая Ах+Ву+С = О  
была коллинеарна прямой, проходящей через точки М1 ( х 1 , У1 ) и 
М2 (х2 , у2 ) ,  т.е . была ей параллельна или с ней совпадала. 

27 . 15 .  Даны уравнения двух сторон параллелограмма х - у -
1 = О , х - 2у = О  и точка пересечения его диагоналей М(З ,  - 1) .  
f:Iаписать уравнения двух других сторон параллелограмма. 

27 . 16 .  Составить уравнения сторон параллелограмма 
ABCD, зная ,  что его диагонали пересекаются в точке M(l , 6) , 
а стороны АВ, ВС, CD и DA проходят соответственно через 
точки Р(З , О) , Q(6 ,  6) , R(5 , 9) , S (-5 , 4) . 

27 . 17 .  Даны вершины треугольника А(О , 1 ) , В (-2 ,  5) , С (4 , 9) . 
Составить уравнения сторон ромба, вписанного в данный тре­
угольник, если одна из его вершин совпадает с точкой А,  сто­
роны, выходящие из вершины А ,  лежат на сторонах АС и АВ 
данного треугольника, а вершина, противолежащая вершине А, 
расположена на стороне ВС. Система координат прямоугольная .  

27 . 18 .  В параллелограмме ABCD даны уравнения сторон 
АВ: 3х + 4у - 12 = О и AD: 5х - 12у - 6 = О и точка Е(-2 ,  163 ) 
- середина стороны ВС. Найти уравнения двух других сторон 
параллелограмма. 

27 . 19 .  Определить взаимное расположение трех прямых в 
каждом из слецующих случаев : 

1 )  2х + у  - 3 = О , 3х - 2у + 5 = О , 
2) х - 2у + 3 == О ,  2х - 4у + 7 = О ,  
3)  х + 4у - 5 == О,  х - 2у + 7 = О , 
4) х - у +  3 = О, 2х - 2у + 7 == О ,  

5х - у +  2 = О ; 
3х - 6у + 4 == О ; 
х +  3 == О ; 
4х - 4у + 1 = О ; 
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5) 2х + Зу +  5 = О ,  х - у +  1 = О,  Зх - 4у - 12 = О ;  
6) Зх + 2у + 6 = О ,  9х + 6у - 5 = О,  5х - у +  3 = О .  

27 .20 .  Составить уравнение прямой, проходящей через на­
чало координат и точку пересечения прямых 2х + у - З = О ,  
7х - 4у + 2 = О . 

27 . 2 1 .  Написать уравнение прямой , проходящей через точку 
пересечения прямых 7 х - у + 3 = О , 3х + 5у - 4 = О и через точку 
А(2 , - 1 ) .  

2 7  . 22 .  Через точку пересечения прямых Зх - 5у + 2 = О ,  5х -
2у+4  = О  провести прямую, параллельную прямой 2х-у+4  = О . 

27 .23 .  Через точку пересечения прямых 2х - 6у + З = О ,  
5х + у - 2 = О провести прямые, параллельные осям координат. 

27 .24.  Через точку пересечения прямых х+у- 6 = О , 2х+ у-
1 З  = О провести прямую, отсекающую на осях координат ненуле­
вые отрезки равной длины. Система координат прямоугольная . 

27 .25 .  Составить уравнение прямой , проходящей через точки 
пересечения пар прямых 2х - у = О ,  х + 4у - 2 = О и х + 2у = О ,  
Зх - 7у + 4 = О . 

27 .26 .  Найти условия , необходимые и достаточные для того , 
чтобы три прямые Akx + Bky + Ck = О , k = 1 ,  2 , З ,  образовывали 
треугольник. 

27 .27 .  Стороны треугольника заданы уравнениями Akx + 
Bky + Ck = О,  k = 1 ,  2 , З .  Написать уравнение его медианы ,  про­
веденной из точки пересечения первой и второй сторон. 

27 .28 .  Даны уравнения двух пересекающихся прямых Akx + 
Bky + Ck = О ,  k = 1 ,  2 , и точка Е(хо , Уа ) ,  не лежащая ни на од­
ной из этих прямых. Прямая А1 х + В1у + С1 = О  принимается за 
новую ось ординат, прямая А2х+В2у+С2 = О - за новую ось абс­
цисс, причем точка Е в новой системе имеет координаты ( 1 ,  1 ) . 
Найти выражения новых координат х' , у' произвольной точки М 
плоскости через ее старые координаты х ,  у . 

П л о с к о с т и  в п р о с т р а н с т в е  
27 .29 .  Установить , какие из следующих пар плоскостей пе-

ресекаются , параллельны или совпадают: 
1 )  2х + Зу +  4z - 12  = О, 3х - 6у + 1 = О ; 
2) Зх - 4у + 6z + 9 = О, 6х - 8у - 10z + 15  = О; 
3) Зх - 2у - Зz + 5 = О,  9х - 6у - 9z - 5 = О; 
4) х + у +  z - 1 = О ,  2х + 2у - 2.z + 3 = О; 
5) 2х - у - z - З = О ,  10х - 5у - 5z - 15 = О .  
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27. 30 .  Найти условия ,  необходимые и достаточные для того , 
чтобы плоскость Ах + Ву + Cz + D = О :  1 )  была параллель­
на плоскости Оху; 2) пересекала плоскость Оху ; 3) совпадала с 
плоскостью Оху . 

27 . 31 .  Найти условия , необходимые и достаточные для того , 
чтобы плоскость Ах + Ву + Cz + D = О :  1 ) пересекала ось Oz ; 
2) была параллельна оси Oz ; 3) проходила через ось Oz . 

27 . 32 .  Установить , какие из следующих пар плоскостей пе­
ресекаются , параллельны или совпадают: { х = 1 + и +  v ,  { х = 3 + 2и, 

1 )  у = 2 + и, у = 2 - 2и + 4v ,  
z = 3 + и - v ; z = 1 + и + Зv ; { х = 1 + и +  v , { х = 1 + 4и, 

2) у = 2 + и, у = Зи + v, 
z = 3 + и - v ; z = 4 + 2и + 2v ; { х = 1 + и +  v ,  { х = - 1 + 2и + v ,  

3) у = 2 + и, у = и +  2v , 
z = 3 + и - v; z = 1 + 3v . 

27 .33 .  Две плоскости заданы своими параметрическими урав­
нениями: 

С помощью рангов матриц 

и 
а2 аз а4 х2 - х1 ] 
Ь2 Ьз Ь4 У2 - У1 
С2 С3 С4 z2 - z1 

выразить условия , необходимые и достаточные для того , чтобы 
эти плоскости: 1 )  пересекались ; 2) были параллельны; 3) совпа­
дали. 

27 .34 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку (3 ,  -5 , 1 )  и параллельной плоскости х - 2у + 4z = О. 

27 . 35 .  Даны уравнения трех граней параллелепипеда 2х + 
Зу + 4z - 12 = О , х + Зу - 6 = О , z + 5 = О  и одна из его вершин 
(6 ,  -5 ,  1 ) .  Составить уравнения трех остальных граней паралле­
лепипеда. 
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27. 36 .  Составить уравнения плоскостей , равноудаленных от 
точек A( l , 3 , -4) , B ( l , 1 ,  2) , С(-3 ,  - 1 ,  2) и проходящих через на­
чало координат. 

27 . 37 .  Даны три плоскости: Akx + Bky + Ckz + Dk = О ,  k = 
1 , 2 ,  3 .  С помощью матриц 

и 

выразить условия , необходимые и достаточные для того , чтобы: 
1 )  эти плоскости имели единственную общую точку; 
2) эти плоскости были попарно различны и имели единствен­

ную общую прямую; 
3) эти плоскости попарно пересекались и линия пересечения 

каждых двух плоскостей была параллельна третьей плоскости 
(т.е. плоскости образовывали призму) ; 

4) две плоскости были параллельны, а третья плоскость их 
пересекала; 

5) эти плоскости были попарно параллельны; 
6) две плоскости совпадали, а третья их пересекала; 
7) две плоскости совпадали, а третья плоскость была им па­

раллельна; 
8) эти плоскости совпадали. 
27 .38 .  Определить взаимное расположение трех плоскостей 

в каждом из сле,цующих случаев : 
1 )  2х - 4у + 5z - 21  = О , 6х + у +  z - 30 = О , х - 3z + 18 = О; 
2) 2х + 4у - 6z - 1 = О,  3х + 6у - 9z - 5 = О ,  х + 2у - 3z = О ;  
3) 15х + 8у - z - 2 = О,  7х + 2у + z = О ,  3х - у +  2z + 1 = О ; 
4) 5х - 2у + 4 = О , 3х + z - 5 = О, 8х - 2у + z + 7 = О ; 
5) 6х + 2у + 12z - 3 = 0 , 5у - 7z - 10 = 0, 3х + у +  6z + 12 = 0. 
27 . 39 .  Написать уравнение плоскости , проходящей через на-

чало координат и через линию пересечения плоскостей 2х + 5у -
6z + 4 = О и Зу + 2z + 6 = О .  

27 .40 .  Составить уравнение плоскости , проходящей через 
точку (-3 ,  1 ,  О) и через прямую п€ресечения плоскостей х + 2y ­
z + 4 = О и Зх - у + 2z - 1 = О .  

27 .41 . Через линию пересечения плоскостей 6х - у +  z = О ,  
5х + 3z  - 10  = О провести плоскость, параллельную оси Ох. 
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27 .42 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через ли­
нию пересечения плоскостей х + 2у + 3z - 4 = О , Зх + z - 5 = О  и 
отсекающей на осях Оу и Oz ненулевые отрезки равной длины. 
Система координат прямоугольная . 

27 .43 . В тетраэдр , ограниченный плоскостями координат и 
плоскостью 2х - Зу + 4z + 18 = О ,  вписан куб так, что одна из 
его вершин лежит в начале координат, три ребра, выходящих 
из этой вершины,  направлены по осям координат, а вершина, 
противоположная началу координат, лежит в данной плоскости. 
Определить длину ребра куба. Система координат прямоуголь­
ная . 

27.44 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через ли­
нию пересечения плоскостей 2x - z  = О , x +y - z + 5  = О  и перпен­
дикулярной к плоскости 7х - у +  4z - З = О . Система координат 
прямоугольная . 

27 .45 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через на­
чало координат, точку ( 1 , 2 ,  З ) и перпендикулярной к плоскости 
х - у + 2z - 4 = О .  Система координат прямоугольная . 

27 .46. Составить уравнение плоскости, перпендикулярной к 
плоскости х + Зу +  5z - 10 = О и проходящей через линию пересе­
чения данной плоскости с плоскостью Оху . Система координат 
прямоугольная . 

27 .47.  В пучке , определяемом плоскостями 2x + y - 3z + 2 = О  
и 5х + 5у - 4z + 3 = О , найти две перпендикулярные друг к дру­
гу плоскости, из которых одна проходит через точку (4 , -3 ,  1 ) . 
Система координат прямоугольная. 

27 .48 .  В пучке, определяемом плоскостями Зх + у- 2z - 6 = О 
и х - 2у + 5z - 1  = О , найти плоскости, перпендикулярные к этим 
плоскостям . Система координат прямоугольная . 

27 .49 .  Даны уравнения граней тетраэдра ABCD: 
(АБС) : x + 2y + z + 2 = 0, (ABD) : х + у - 1 = 0 , 
(ACD) : х - у - z = О , (BCD) : Зх + z + 1 = О . 

Написать уравнение плоскости, проходящей через ребро АВ и 
середину ребра С D.  

27 . 50 .  Показать , что три плоскости x+2y- z- 4  = О , 3х - 2у+ 
Зz - 6  = О, 4y - 3z+ 3  = О  образуют призму, и написать уравнение 
плоскости , проходящей через линию пересечения первых двух 
граней призмы и параллельной ее третьей грани . 

27. 5 1 .  Даны уравнения граней тетраэдра ABCD: 
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(АБС) : х + 2у - 3z - 6 = О ,  
(ACD) : 3x + z + l = O, 

(ABD) : 2у + 5z - 4 = О ,  
(BCD) : х + 2у = О. 

Написать уравнение плоскости, проходящей через ребро АВ и 
параллельной противоположному ребру С D .  

27 .52 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку пересечения плоскостей х - у = О, х + у  - 2z + 1 = О , 
2х + z - 4 = О  и 

1 ) содержащей ось Оу; 
2) параллельной плоскости Oxz ;  
3 )  проходящей через начало координат и точку (2 , 1 , 7) . 
27 .53 .  При каком необходимом и достаточном условии четы-

ре плоскости Akx + Bky + Ckz + Dk = О, k = 1 , 4 , пересекаются в 
одной точке? 

27 .54 .  При каком необходимом и достаточном условии че­
тыре плоскости Akx + Bky + Ckz + Dk == О ,  k = 1 , 4, образуют 
тетраэдр? 

§28 . Полуплоскости и полупространства 
Пусть прямая l в аффинной системе координат Оху задана уравнением 

Ах + Ву + с = о .  (28 . 1 )  
Т е о р е м а  28. 1 .  То'Чки М1 (х 1 , у1 )  и l\t12 (x2 , y2 ) принадлежат IJаЗ­

Н'Ым полуплоскостям относнтелъно пр.ямой l тогда и толъко тогда, когда 
(28 .2) 

Полуплоскость , для точек М(х, у) которой Ах + Ву + С  > О, называется 
положителъной nолуплоскостъю относительно уравнения (28 . 1 )  прямой l и 
обозначается символом l+ , а полуплоскость, для точек которой Ах+Ву+С < 
О, - отри'Цателъной nолуплоскостъю и обозначается l - . 

Т е о р е м  а 28.2 .  Вектор нормали n = {А, В} к прямой l :  Ах + 
Ву + С = О, отложеНН'Ы,'Й от любой mо'Чки пр.ямой, напIJавлен в сторону 
положителъной полуплоскости. 

Пусть плоскость 7Г в аффинной системе координат Oxyz задана уравне­
нием 

Ах + Ву +  Cz + D = О. (28 . 3) 
Т е о р е м  а 28.3 .  То'Чки М1 (х1 , У1 , z1 ) и А12 (х2 , У2 , z2 ) принадлежат 

разн'Ым полупрост]Jанствам относителъно плоскости 7Г тогда и толъко 
тогда, когда 

(Ах1 + Ву1 + Cz1 + D) (Ax2 + Ву2 + Cz2 + D) < О. 
Полупространство, для точек М(х , у, z) которого Ах + Ву + Cz + D > 

О , называется положителън'Ьlм полупространством относительно уравне­
ния (28 .3) плоскости 7Г и обозначается символом 7Г+ , а полупространство, 
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для точек которого Ах+  Ву+ Cz + D < О , - отриv,ателън'Ым полупрост])ан­
ством и обозначается 7Г _ .  

Т е о р е м  а 28 .4. Вектор нормали n = {А, В, С} к плоскости 7Г : 
Ах + Ву + Cz + D = О, отложеннъtй от любой то'Чки плоскости, нап'J)авлен 
в сторону положителъного полупрост])анства. 

П р и м е р  28. 1 .  Дан треугольник АБС: А(3 , 1 ) ,  В(-2 , 4) ,  C( l , O) и пря­
мая l : х - 7у + 5 = О. Установить, пересекает ли эта прямая стороны тре­
угольника или их продолжения . 

Р е ш е н и е . Выясним, в каких полуплоскостях относительно уравнения 
данной прямой находятся вершины треугольника: 

3 - 7 + 5 > 0 ==> A E l+ ; -2 - 28 + 5 < 0 ==> B E l- ; 1 - 0 + 5 > 0 ==> C E l+ .  

Так как точки А и В находятся по разные стороны от прямой l , то эта 
прямая пересекает сторону АВ. Аналогично приходим к выводу, что прямая 
l пересекает сторону ВС. • 

П р  и м  е р  28 .2 . Установить , при каком необходимОl\·1 и достаточном 
условии точка М о (хо , уо ,  zo )  лежит между двумя параллельными плоско­
стями Ах + Ву + Cz + D1 = О  и Ах + Ву + Cz + D2 = О . 

Р е ш е н и е. Так как нормали к плоскостям совпадают: n1 = n2 == 

{А , В , С} , то точка М0 лежит между этими плоскостями тогда и только 
тогда, когда она принадлежит разноименным полупространствам относи­
тельно уравнений этих плоскостей , т.е .  

(Ахо + Вуо + Czo + Di ) (Axo + Вуо + Czo + D2 ) < О. • 

П р и м е р  28 .3 . Плоскости 7Г1 : 5x + y+ 2z - 7 = О, 7Г2 : 7x + y+ 3z - 4 = О , 
7Гз : 2х + z - 3 = О  образуют призму. Расположена ли точка ft.10 (- 1 , 0 , 4) 
внутри этой призмы? 

Р е ш е н и е. На каждом ребре призмы укажем по точке, взяв, например , 
в качестве ее абсциссы х = О: 

5х + у + 2z - 7 = О, х = 0 , 
7Г1 n 7Г2 : 7х + у +  3z - 4 == О , ==} у =  13, ==> М12 (О , 13 , -3) ; 

х == о  z = -3 
5х + у +  2z - 7 = О , х == о , 

7Г1 n 7Гз : 2х + z - 3 = О, =:::::::} у ==  1 ,  =:::::::} М1з (О , 1 ,  3) ; 
х = О  z = 3  
7х + у + 3z - 4 == О, х = о , 

7Г2 n 7Гз : 2х + z - 3 = О, =:::::::} у == -5, =:::::::} М2з (О , -5 , 3) . 
х = О  z = 3  

Точка Мо лежит внутри призмы тогда и только тогда, когда она распо­
ложена в тех же полупространствах относительно уравнений граней приз­
мы, что и точки, лежащие на противоположных ребрах : 

О - 3 - 3 < О =? !vl 12 Е ( 7Гз ) - ; 
О +  1 + 9 - 4 > О =? М1з Е (1Г2 )+ ;  
О - 5 + 6 - 7 < О =?  М2з Е (1Г1 ) - ; 

-2 + 4 - 3 < О =?  Мо Е (1Гз ) - ;  
-7 + О + 1 2  - 4 > О =? М о Е ( 7Г2 ) + ; 
-5 + О +  8 - 7 < О =?  Мо Е (1Г1 )- . 

Таким образом, точка А1о расположена внутри призмы. • 



§28. Полуплоскости и полупространства 251 

ЗАД АЧ И 

В задачах этого параграфа считается , что система координат 
произвольная аффинная . 

П р я м а я н а  п л о с к о с т и  
28. 1 .  Даны две прямые (АС) : 2х + Зу - 5 = О,  (BD) : 

х - у - 1 = О и пять точек Р(З , 1 ) ,  Q (2 ,  2) , R(-2 , 1 ) , S ( l , - 1 ) ,  
Т( 4 , О) . Обозначая через L.AM В тот из четырех углов , образо­
ванных данными прямыми, в котором лежит точка Р, а через 
L.CM D - угол , ему вертикальный, установить , в каких углах 
лежат остальные четыре точки. 

28 .2 .  В каждом из сле,цующих случаев определить , принад­
лежат ли две данные точки одному углу, смежным углам или 
вертикальным углам , образованным прямыми, заданными свои­
ми уравнениями: 

1 )  (3 , 5 ) , (-2 , 1 ) ,  3х - у + 8 = 0, 2х + 5у - 6 = 0 ;  
2 )  (6 , -2) ,  ( 5 ,  2) ,  х + у  - З = О , 2х  + Зу =  О ;  
З )  (2 , -2) , (З , 6) , х - 2у + 1 = О , 2х + 6у - 9 = О . 
28. 3 .  Две параллельные прямые 2х-5у+6 = О  и 2х-5у-7 = О  

делят плоскость на три области: полосу, заключенную меж,цу 
этими прямыми, и две полуплоскости вне этой полосы. Устано­
вить , каким областям принадлежат точки А (2 ,  1 ) , В(З , 2) ,  C( l , 1 ) , 
D (2 , 8) , Е(7, 1 ) ,  F(-4, 6) . 

28.4 .  Даны две точки А(-З , 1 ) ,  В (5 , 4) и прямая х-2у+ 1 = О. 
Установить , пересекает ли данная прямая отрезок АВ или его 
продолжение за точку А или за точку В .  

28 . 5 .  Доказать , что прямая 5х - у  - 5 = О пересекает отрезок 
прямой Зх - 2у - 6 = О , заключенный меж,цу осями координат. 

28 .6 .  Даны четыре точки А (5 , З) , B ( l , 2) , С(З,  О) , D (2 , 4) . 
Установить , принадлежит ли точка М пересечения прямых АВ 
и CD отрезкам АВ и CD или их продолжениям . 

28 .7 .  В каком отношении прямая 2х-у+5  = О  делит отрезок, 
начало которого находится в точке (-5 ,  4) ,  а конец - в точке 
(2 , 1 ) ?  

28.8 .  При каких значениях параметра и точки прямой х = 2+ 
5и , у = - 1  + и  принадлежат отрезку этой прямой, заключенному 
меж,цу двумя прямыми х + 4у - 1 = О, х + у = О? 

28 .9 .  При каком необходимом и достаточном условии точка 
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(хо , Уа) лежит меж,цу двумя параллельными прямыми Ах + Ву + 
С1 = О и Ах + Ву + С2 = О? 

28 . 10 .  Даны три прямые Ах + Ву + С1 = О, Ах + Ву + С2 = О , 
Ах + Ву + D = О . Найти условие, необходимое и достаточное 
для того , чтобы третья прямая лежала в полосе , образованной 
первой и второй прямыми. 

28 . 1 1 .  Стороны треугольника АБС заданы уравнениями АВ : 
2х - у + 2 = О ,  ВС : х + у - 4 = О, АС : 2х + у = О .  Определить 
положение точек М(3 , 1 ) ,  N(7 , -6) , Р(3 , 2) относительно этого 
треугольника. 

28. 12 .  Найти условия , необходимые и достаточные для того , 
чтобы точка (хо , Уа) лежала внутри треугольника, образованного 
прямыми Aix+B1y+C1 = 0 , А2х+В2у+С2 = 0, Азх+Взу+Сз = 0 . 

28 . 13 .  Стороны треугольника АБС заданы уравнениями АВ : 
3х - у + 4 = О , В С :  2х - у + 1 = О , С А :  х - 2у = О. Определить по­
ложение прямой 2х - у + 3 = О  относительно этого треугольника. 

П л о с к о с т ь  в п р о с т р а н с т в е  
28. 14.  Определить положение точек А(2 ,  5 ,  1 ) ,  В (2 , 1 , О) , С(О ,  

О , 1 ) ,  D(O ,  1 , -9) , Е(- 1 , -3 ,  О) относительно плоскости 2х + 2у + 
z + 2 = о . 

28. 15 .  Даны две плоскости 2х + z = О ,  х + у + 3z - 5 = 
О и точки А ( 2 ,  1 , 1 ) , В ( 1 , О , 3) , С (О , О ,  1 )  , D ( - 1 ,  5 , 1 ) , Е ( 1 ,  4 ,  -3) . 
Установить, какие из точек В, С, D , Е лежат в одном двугранном 
угле с точкой А,  какие в смежных с ним углах и какие в угле, к 
нему вертикальном . 

28 . 16.  Даны две параллельные плоскости 3х + 4у + 2z - 10 = 
О ,  3х + 4у + 2z + 5 = О и точки A( l ,  1 , 1 ) , В(2 , О ,  О) , С(5 ,  6 ,  1 ) , 
D (-4, О , 1 ) .  Определить положение этих точек относительно 
данных плоскостей. 

28. 17 .  Даны две точки А(-3 , 1 , 5) , В (5 ,  4 , 2 ) и плоскость 2х -
4у + z + 14 = О .  Установить , пересекает ли данная плоскость 
отрезок АВ или его продолжение за точку А или за точку В. 

28. 18 .  Даны две точки М1 (х1 , у1 , z1 ) ,  М2 (х2 , у2 , z2 ) и плос­
кость Ax+By+Cz+D = О . Найти условия , необходимые и доста­
точные для того , чтобы данная плоскость пересекала: 1 )  прямую 
М1М2 ; 2 ) отрезок М1М2 в его внутренней точке; 3) продолже­
ние отрезка М1М2 за точку М1 ; 4) продолжение отрезка М1М2 
за точку М2 . 
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28. 19 . При каком необходимом и достаточном условии плос­
кость Ах + Ву + Cz + Е = О лежит между параллельными плос­
костями Ах + Ву + Cz + Di = О и Ах + Ву + Cz + D2 = О? 

28. 20. Даны две точки А(З ,  5 ,  1 ) ,  В (2 , -6 ,  3 ) . Найти отноше­
ние , в котором делит отрезок АВ точка С пересечения прямой 
АВ с плоскостью 2х - Зу + 6z - 1 = О . 

28" 2 1 .  Три плоскости Akx + Bky + Ckz + Dk = О , k = 1 , 2 , 3 ,  об­
разуют призму. При каком необходимом и достаточном условии 
точка Ма (ха , уа , za )  лежит внутри призмы? 

28 . 22 .  Грани тетраэдра заданы уравнениями Akx + Bky + 
Ckz + Dk = О ,  k = 1 , 4.  Найти условие , необходимое и доста­
точное для того , чтобы точка Ма (ха , уа , za ) и вершина тетрадра, 
противолежащая грани А1 х + В1у + C1 z + Di = О ,  лежали по 
разные стороны от этой грани . 

28 .23 .  Найти условие, необходимое и достаточное для того , 
чтобы точка Ма (ха , уа , za )  лежала внутри тетраэдра, образован­
ного плоскостями Akx + Bky + Ckz + Dk = О, k = 1 , 4. 

§29 . Метрические задачи в прямоугольной 
u декартовои системе координат 

Если Оху - прямоугольная декартова система координат, то угловой 
коэффициент k прямой у = kx + Ь есть тангенс угла от положительного 
направления оси Ох до этой прямой. При этом , если ер - угол от прямой с 
угловым коэффициентом ki до прямой с угловым коэффициентом k2 (при 
условии, что эти прямые не перпендикулярны) ,  то 

k2 - ki tg ер = 1 + ki k2 . 

Прямые с угловыми коэффициентам:и ki и k2 перпендикулярны тогда и 
только тогда, когда 

Т е о р е м  а 29. 1 .  В nр.ямоуголъной декартовой системе координат 
Оху расстояние р(Мо , l )  от то'Чки А1а (ха , Уа )  до прямой l : Ах +  Ву + С =  О 
определяете.я формулой 

(м l )  = 
I Axo + Вуа + CI . Р о ,  J л2 + в2 

Т е о р е м  а 29.2 .  В пр.ямоуголъной декартовой систе.м,е координат 
Oxyz '[Юсстояние от то'Чки Мо (хо , уа , za ) до плоскости 7Г :  Ах + Ву + Cz + 
D == О определяете.я формулой 

(м 1Г) == !Аха + Вуо + Cza + D I . Р а ,  J л2 + в2 + с2 
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Т е о р е м  а 29.3 .  В пр.ямоуголъной декартовой системе координат 
Оху угол ер между прямъLМи lk : Akx + Bky + ck = о, k = 1 ,  2 ,  совпадающий 
с углом между ux нормалями, определяете.я формулой 

т е о р е м  а 29.4. в пр.ямоуголъной декартовой системе координат 
Oxyz угол ер между плоскостями 1Гk : Akx + Bky + Ckz + Dk = О , k = 1 ,  2 , 
совпадающий с углом между их нормалями, определяется формулой 

П р и м е р  29 . 1 . Даны две пересекающиеся прямые lk : Akx + Bky + Ck = 

О, k = 1 ,  2 , и точка Мо (хо , у0 ) ,  не лежащая ни на одной из них. Написать 
уравнение биссектрисы того угла между прямыми, в котором лежит точка 
Мо . Система координат прямоугольная. 

Р е ш е н и е. Точка М(х, у) лежит на биссектрисе тогда и только тогда, 
когда р(М, l1 )  = p(!vl, l2 ) ,  т.е . 

I A1x + В1у + C1 I 
у' Ar + В� 

IA2x + В2у + C2 I 
у' А� + В� 

(29 . 1 ) 

Тот факт, что точки М(х, у) и Мо (хо , Уа ) лежат внутри одного угла между 
прямыми l 1 и l2 означает, что они находятся в одинаковых полуплоскостях 
как относительно прямой l 1 , так и относительно прямой l2 . Следовательно , 

(А1х + В1у + С1 ) (А1 хо + В1уо + С1 ) > О , 
(А2х + В2у + С2) (А2хо + В2уо + С2 ) > О. 

Отсюда и из (29 . 1 ) следует, что уравнение искомой биссектрисы имеет 
вид 

А1х + В1у + С1 А2х + В2у + С2 
у' Ai + Br у' А� + В� 

если (А 1хо + В1уо + С1 ) (А2хо + В2уо + С2) > О , 
А1х + В1 у + С1 А2х + В2у + С2 

у' Ai + Br у' А� + В� 
если (А 1 хо + В1 Уо + С1 ) (А2хо + В2Уо + С2 ) < О. • 

( 29 .2) 

П р и м е р  29 .2 . Даны две пересекающиеся прямые lk : Akx + Bky + Ck = 
О, k = 1 ,  2 ,  и точка !Vlo (xo , Уо ) ,  не лежащая ни на одной из них . Вычислить 
косинус того угла между этими прямыми, в котором лежит точка М0 . Си­
стема координат прямоугольная . 

Р е ш е н и е. Опустим из точки Мо на данные прямые перпендикуляры 
МоА!/1 и МоМ2 (рис. 1-4 ) . Обозначим через а искомый угол, а через ер - угол 
между нормалями n1 = {А1 ,  В1 } и n2 = {А2 , В2 } к прямым l 1 и l2 . Так как 



§29. Метрические задачи в прямоугольной системе координат255 

вектор нормали к прямой lk направлен в сторону положительной полуплос­
кости относительно данной прямой, то возможен один из указанных на рис . 
1-4 вариантов расположения точки А10 .  

Рис. 1 Рис. 2 

Рис. 3 Рис. 4 
Как видно из рисунков, если угол , в котором лежит точка Мо , образован 

полуплоскостяыи (относительно прямых l 1 и l2 ) одинакового знака (рис. 1 ,  
рис . 2) , то а ==  7Г - ер. Если же полуплоскости имеют разные знаки (рис . 3 , 
рис . 4) , то а =  ер .  Таким образом, а == { ер ,  если (А 1 хо + В1 уо + С1 ) (А2хо + В2Уо + С2 ) < О, 

7Г - ер,  если (А1хо + В1уо + С1 ) (А2хо + В2уо + С2 ) > О, 
при этом 

в первом случае; 

во втором случае. • 

(29 .3) 

(29 .4) 

П р  и м  е р  29 .3 . Стороны треугольника АБС заданы своими уравнени­
ями 

АВ : 7х - у - 3 = О , АС : х + у - 5 == О, ВС : х - у - 9 == О . 
Составить уравнение биссектрисы внутреннего угла А треугольника. 

Р е ш е н и е. В силу (29. 1 )  уравнение биссектрис угла между прямыми 
АВ и АС имеет вид 

l 7x - у - 3 1 _ l x + у  - 5 1 
V50 v12 

Найдем координаты точек В и С: { 7х - у - 3 == 0 , => В(- 1 , - 10) , х - у - 9 == 0 
{ х + у  - 5 == о, 

х - у - 9 == О  =? С(7, -2) . 
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Так как искомая прямая является биссектрисой внутр�ннего угла треуголь­
ника, то вершины В и С лежат относительно нее в разных полуплоскостях . 
д в { 7х - у  - 3 = О, С { 7х - у - 3 = 48 > О, ля точки : х + у  - 5 = - 16 < о, 

для точки : х + у  - 5 = о. 
Поэтому искомая биссектриса имеет вид 

7х - у - 3 
5 = - (х + у  - 5) или Зх + у  - 7 = О .  • 

П р и м е р  29 .4 .  Составить уравнение биссекторной плоскости тупого 
двугранного угла между плоскостями ?Т1 : 3x+5y-4z+ 1 = О и ?Т2 � x-z-5 = 

О .  Система координат прямоугольная. 
Р е ш е н и е. Уравнение биссекторных плоскостей имеет вид (см. пример 

29 . 1  в очевидной модификации для плоскостей) 
\ 3х + 5у - 4z + 1 1 

J5o 
l x - z - 5 \ 

V2 (29 .5) 

Пусть а - тупой угол между плоскостями 1Т1 и 7r2 , а ер - угол между их 
нормалями n 1 = {3 , 5 , -4} и n2 = { 1 , 0 , - 1 } . Так как ( n1 ,  n2 ) = 5 > О, то 
угол ер - острый. Следовательно, а = 1Т - ер и согласно (29 .3) для всех точек 
искомой биссекторной плоскости (Зх + 5у - 4z + 1 ) (х - z - 5) > О ,  поэтому 
уравнение (29 . 5) приобретет вид 

Зх + 5У - 4z + 1 = х - z - 5 или 2х - 5у - z - 26 = О .  • 5 

П р и м е р  29 . 5 . Через точку (3 , - 1 )  провести прямую, отстоящую от 
точки ( 2 , -3) на расстоянии 9/ffi. 

Р е ш е н и е. Пусть Ах + Ву +  С = О - общее уравнение искомой прямой. 
Найдем коэффициенты А, В, С, пользуясь условиями задачи. Имеем { ЗА - В +  С =  О ,  

\ 2А - 3В + С\ = _9_ . JA2 + в2 ffi 
(29 .6) 

Так как А, В, С определены с точностью до постоянного множителя , то мож­
но считать, что А2 +В2 

= 17 , 2А - 3В+С  > О . Тогда система (29 .6 ) перейдет 
в систему { ЗА - В + С =  О, 

2А - 3В + С =  9, 
А2 + В2 = 1 7, 

13 16 из которой находим, что Ai = 1 , В1 = 4, С1 = 3 и А2 = 5 '  В2 5 , 23 С2 = -- . Таким образом, искомые прямые имеют уравнения х + 4у + 3 = О 5 и 1 Зх + 16у - 23 == О. • 

П р  и м  е р  29 .6 . Основанием равнобедренного треугольника служит пря­
мая х + 2у = О ,  а одной из боковых сторон - прямая х - у + 5 = О. Соста­
вить уравнение другой боковой стороны, зная , что она проходит через точку 
М(4, 2) . 
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Р е ш е н и е. 1 -й с п о с о б. Обозначим через k1 , k2 , k3 угловые коэффи­
циенты основания ,  данной и искомой боковых сторон соответственно , через 
а и_fЗ - 1-глы от основания до данной и искомой боковых сторон. Так как 
ki - - 1/2 , k2 - 1 ,  f3 

- -а , то 

С другой стороны, 

k2 - k1 tg a = = 3 , tg {З = -3. 1 + ki k2 

kз - ki tg {З = k k . 1 + 1 3 
Отсюда kз = 7 и уравнение искомой прямой имеет вид 

у - 2 = kз (х - 4) 7х - у - 26 = О. 

2-й с п о с о б . Так как tg a = 3 , то а - острый угол и sin a 3 
JIO '  1 . {3 3 f3 1 н cos a = 11n ; следовательно, sш = - Гin '  cos = f"ffi ' аправляющий v lO v lO v lO 

вектор а = { m , п} может быть получен поворотом направляющего вектора 
основания {-2 , 1 } на угол {3, поэтому 

Так как а 1 1 { 1 ,  7} ,  то искомое уравнение имеет вид 

7х - у - 26 = О. 

3-й с п о с о б. Пусть Ах+Ву+С = О - уравнение искомой прямой. Тогда 
А + 2В соs {З = V5v1 л2 + в2 

1 
JIO '  

Так как А и В определены с точностью до постоянного множителя, то можно 
считать , что А2 + В2 = 2. Следовательно , 

{ 
А +  2В = 1 ,  
А2 + В2 

== 2 .  
7 1 Отсюда находим две пары (А , В) : ( - 1 ,  1 )  и ( S , - 5) , которые отвечают пря-

1 мым, образующим с основанием угол , косинус которого равен f'1'() .  Первая 
у 10 

пара ( - 1 ,  1 )  соответствует данной боковой стороне, а вторая пара ( � ,  - �) -
искомой. Таким образом, искомое уравнение имеет вид 7х - у +  С =  О или 
(с учетом того , что прямая проходит через точку М(4, 2) ) 7х - у - 26 = О. •  

П р и  м е р  29 .7 . Составить уравнение прямой, отстоящей от точки M(l , 1 )  
1 на расстояние 5 и образующей с прямой l :  3х+у+2 = О  угол а =  arccos f"ffi ' v 10 

9-427 1 
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Р е ш е н и е. Поворачивая вектор {3 ,  1 }  нормали к прямой l на угол а и 
- а ,  получим нормальные векторы n1 и n2 к искомым прямым: 

[ cos а - sin а ] [ 3 J [ О ] [ cos а sin а J [ 3 J [ 6 J ni = sin а cos а 1 = .J10 ' 
n2 = - sin а cos а 1 = -8 · 

Следовательно, уравнения искомых прямых имеют вид у + С = О и 
3х - 4у + D = О. Так как p(M, l ) = 5 ,  то 

IC + l l == 5  и 1 
I З - 4 + D I 

== 5 5 ' 

отсюда находим С1 == 4 ,  С2 = -6 ,  D1 = 26, D2 = -24 и уравнения искомых 
прямых 

у + 4 = О, у - 6 = О, 3х - 4у + 26 == О, 3х - 4у - 24 = О. • 

ЗАД АЧИ 

В задачах этого параграфа считается , что система координат 
прямоугольная декартова. 

П р я м а я н а  п л о с к о с т и  
29 . 1 .  Даны вершины треугольника А(4 , 6) , В (-4, 0) и С(- 1 ,  

-4) . Составить уравнение высоты, опущенной из вершины А на 
сторону ВС. 

29 . 2 .  Найти проекцию точки (-5 ,  6) на прямую 7х - 13у -
105 = о . 

29 . 3 .  Найти точку, симметричную точке М(-2 ,  9) относи­
тельно прямой 2х - Зу + 18  = О . 

29 .4 .  Составить уравнения высот треугольника, зная урав­
нения его сторон : АВ : 2х - у + 3 = О ,  ВС : х + 5у - 7 = О ,  
АС : Зх - 2у + 6 = О . 

29 .5 .  Даны две вершины треугольника А( -6 ,  2) , В (2 ,  -2)  и 
точка H( l ,  2) пересечения его высот. Вычислить координаты тре­
тьей вершины С. 

29 .6 .  В треугольнике АБС известны сторона АВ:  4х+у- 12 = 

О,  высота ВН: 5х - 4у - 15  = О и высота AL: 2х + 2у - 9 = О .  
Написать уравнения двух остальных сторон и третьей высоты 
С К этого треугольника. 

29 .  7 .  Точка пересечения высот треугольника лежит в начале 
координат. Известны уравнения двух сторон этого треугольника: 
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х + Зу - 1 = О,  3х + 5у - 6 = О. Составить уравнение третьей 
стороны . 

29 .8 .  Составить уравнения сторон треугольника, зная одну 
из его вершин А(З , -4) и уравнения двух высот: 7х - 2у - 1 = О  
и 2х - 7у - 6 = О. 

29 .9 .  Даны две вершины треугольника А (2 , -З) и В (5 , 1 ) , 
уравнение стороны ВС: х+2у-7  = О  и медианы АМ: 5х -у- 13 = 
О. Составить уравнение высоты, опущенной из вершины С на 
сторону АВ. 

29 . 10 .  На прямой х - Зу + 1 = О  найти точку, равноудаленную 
от двух точек (-З ,  1 )  и (5 ,  4) . 

29 . 1 1 .  Написать уравнения сторон треугольника, зная одну 
из его вершин ( 1 ,  7) и уравнения 2х + Зу - 10 = О ,  х - 2у + 
З = О перпендикуляров , восстановленных в серединах сторон,  
выходящих из этой вершины. 

29 . 12 .  Найти общую вершину М двух равнобедренных тре­
угольников АМ В и СМ D,  зная концы их оснований А (О , О) , 
В(О ,  1 ) ,  С(-2 , 1 ) ,  D ( l , 1 ) . 

29 . 13 .  Дано уравнение стороны прямоугольника 2х + Зу - 6 = 
О и точка пересечения его диагоналей ( 5 ,  7) . Написать уравнения 
остальных сторон прямоугольника, зная ,  что одна из них прохо­
дит через точку (-2 , 1 ) .  

29 . 14 .  Н а  прямой х + у - З = О найти точку М такую, чтобы 
лучи МА и МВ , выходящие из этой точки и проходящие через 
точки А ( -2 , - 1 ) и В ( 1 , З) , образовывали с данной прямой равные 
углы. 

29 . 15 .  Написать уравнения прямых, проходящих соответ­
ственно через точки ( 15 ,  10) и ( 10 ,  5 ) , зная , что прямая х + 2у = О 
делит пополам углы , образуемые искомыми прямыми. 

29 . 16 .  Вершина треугольника находится в точке (-2 , 9 ) , а 
биссектрисами двух его углов служат прямые 2х - Зу + 18 = О ,  
у + 2 = О .  Написать уравнение стороны треугольника, противо­
лежащей данной вершине. 

29 . 1  7 .  Написать уравнения сторон равнобедренной трапеции, 
зная середины ее оснований ( 1 , 1 ) ,  (2 , 8) и точки (4, -З) , (-15 , 14) 
на ее боковых сторонах. 

29 . 18 .  Дано уравнение стороны ромба х + Зу - 8  = О  и уравне­
ние его диагонали 2х + у +  4 = О .  Написать уравнение остальных 
сторон ромба, зная , что точка (-9, - 1 )  лежит на стороне, парал-
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лельной данной. 
29 . 19 .  Через точку (3 ,  1) провести прямые,  наклоненные к 

прямой 2х + Зу - 1 = О под углом 45° . 
29 . 20 .  Через начало координат провести прямые, образую­

щие с прямой 5х - 6у + 2 = О углы, тангенсы которых равны 7 /6 
и -7/6. 

29 . 2 1 .  Даны две точки А(З ,  З )  и В(О , 2) .  На прямой х+у - 4  = 
О найти точку, из которой отрезок АВ виден под углом 45° . 

29 . 22 .  Для каждой из следующих пар прямых найти тангенс 
угла от первой прямой до второй прямой: 

1 ) 2х + Зу =  О ,  х - у +  5 = О ; 
2) х - Зу + 2 = О ,  2х + у  = О ;  
3) 2х + 5у  - 3 = О ,  5х + 2у - 6 = О ;  
4) Зх + 4у - 12  = О,  5х - 12у + 60 = О . 

29 . 23 .  Основанием равнобедренного треугольника служит 
прямая 2х + Зу = О , его вершина находится в точке (2 , 6) , тан­
генс угла при основании равен З/2 . Написать уравнения боковых 
сторон треугольника. 

29 . 24 .  Вершина равнобедренного треугольника находится в 
точке (-7 , 15) , а середина его основания - в точке ( 1 ,  З) . Соста­
вить уравнения сторон треугольника, зная , что тангенс угла при 
основании равен 4 . 

29 .25 .  Даны уравнения основания равнобедренного треуго­
льника х + у  - 1 = О и боковой его стороны х - 2у - 2 = О ,  
точка (-2 , О )  лежит на другой боковой стороне. Найти уравнение 
третьей стороны треугольника. 

29 . 26 .  Основанием равнобедренного треугольника служит 
прямая 2х + Зу = О ,  а боковой стороной - прямая 5х - 12у = 
О .  Написать уравнение другой боковой стороны треугольника, 
зная , что она проходит через точку (2 , 6) . 

29 .27. Концы основания равнобедренного треугольника на­
ходятся в точках А(-3 ,  4) , В(6 , -2) , тангенс угла при основании 
равен 3/2. Найти координаты вершины С, зная , что начало ко­
ординат и точка С лежат по разные стороны от прямой АВ . 

29 . 28 .  Даны вершина В(-3 , - 1 ) равнобедренного треуголь­
ника, вершина С(2 ,  1 )  в его основании и cos ер = � угла ер при 
вершине В.  Составить уравнения сторон треугольника. 

29 . 29 .  Точка А(2 , О) является вершиной правильного тре­
угольника, а противолежащая ей сторона лежит на прямой х + 
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у - 1 = О . Составить уравнения двух других сторон . 
29 . 30 . Зная уравнения двух сторон треугольника АВ: 2х + 

Зу - 6 = О ,  АС: х + 2у - 5 = О и угол при вершине В ,  равный 
45° , написать уравнение высоты, опущенной из вершины А на 
сторону ВС треугольника. 

29 . 3 1 .  Даны две вершины A( l ,  2 ) и В (З ,  4) треугольника и 
косинусы внутренних углов А и В,  прилежащих к данным вер­
шинам : cos A = Js,  cos B = Jk· Составить уравнения сторон 
треугольника и найти его третью вершину. 

29 .32 .  Дана вершина С (-З ,  2 ) треугольника АБС, тангенсы 
его внутренних углов : tg А = � ,  tg В = i и уравнение 2х - у -
2 = О стороны АВ. Составить уравнения двух других сторон 
треугольника. 

29 . 33 .  Даны две прямые: х + Зу = О и х - у + 8 = О. Най­
ти третью прямую так, чтобы вторая из данных прямых была 
биссектрисой угла меж,цу первой из данных прямых и искомой 
прямой. 

29 . 34 .  Зная уравнение стороны треугольника х +  7у - 6 = О 
и уравнения биссектрис х + у - 2 = О ,  х - Зу - 6 = О ,  выходящих 
из концов этой стороны , найти координаты вершины, противо­
лежащей данной стороне. 

29 . 35 .  Даны уравнения сторон треугольника Зх + у  - З = 
О, Зх + 4у = О и уравнение х - у + 5 = О биссектрисы одного 
из внутренних углов этого треугольника. Составить уравнение 
третьей стороны. 

29 . 36 .  Определить тангенсы внутренних углов треугольника, 
стороны которого заданы уравнениями х + 2у = О, 3х - у = О ,  
х + у - 1 = о . 

29 . 37. Найти косинус того угла между двумя прямыми l 1  и 
l2 ,  в котором лежит точка М, если: 

1 ) l1 : х + 5у - 2 = О , l2 : lOx + 2у + 1 = О , M(l ,  1 ) ;  
2 ) l 1 : 2х - 6у - З = О , l2 : х + 7у + 5 = О , М (4 , 1 ) . 

29 .38.  В каком (остром или тупом) угле, образованном пря­
мыми 2х - у +  3 = О , х - 4у = О , лежит точка (2 ,  - 1) ?  

29 . 39 .  Даны три прямые Akx + Bky = О ,  k = 1 , 2 ,  3 ,  прохо­
дящие через начало координат. При каком необходимом и до­
статочном условии третья прямая расположена в остром угле, 
образованном двумя первыми прямыми? 

29 .40 .  Составить уравнения прямых,  параллельных прямой 
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5х + 12у - 1 = О  и отстоящих от нее на расстоянии , равном 5 .  
29.41 .  Найти расстояние между параллельными прямыми 

Ах + Ву + С1 = О и Ах + Ву + С2 = О. 
29 .42 . Составить уравнения двух параллельных прямых, 

зная , что расстояние между ними равно 4/ V5 и что на оси Ох 
они отсекают отрезки , равные соответственно -З и -7. 

29 .43 . Составить уравнения биссектрис углов между следу-
ющими прямыми:  

1 )  Зх - у + 5 = О, Зх + у - 4 = О ;  
2) Зх - 4у + 2 = О ,  5х + 12у - З = О ;  
3) х - у = О ,  х + у  = О ;  
4) х + 2у = О, Зх + 4у = О . 

29 .44 .  Составить уравнение биссектрисы острого угла меж,цу 
прямыми: 

1) х - Зу = О,  Зх - у +  5 = О ; 
2) х - 5у = О, -10х + 2у + 1 = О. 

29 .45.  Написать уравнение биссектрисы того угла между 
прямыми l 1 и l2 , внутри которого лежит точка М, если: 

1 )  l 1 : х + 7у = О , l2 : х - у - 4 = О , M( l ,  1 ) ; 
2) l 1 : lOx - 2у + З = О, l2 : х + 5у = О, М(З, 1 ) . 

29.46.  Даны две прямые l1 : Зх+4у-2 = О, l2 : 5х- 12у-4 = О 
и точка ( 1 ,  1 ) .  Внутри угла, образованного данными прямыми и 
содержащего данную точку, найти такую точку, чтобы ее рас­
стояния до прямых l 1 и l2 были равны соответственно З и 1 .  

29 .47 .  Найти точки, равноудаленные от обеих биссектрис ко­
ординатных углов и от точки ( 1 , V2) . 

29 .48 .  Найти точку, находяrцуюся на равных расстояниях от 
точек (4 , 1 )  и (8 ,  -3) и от прямой Зх - 4у = О. 

29 .49 .  На прямой х + у  - 8 = О найти точки , равноудаленные 
от точки (2 ,  8) и от прямой х - Зу + 2 = О . 

29 . 50 .  На осях координат найти точки, равноудаленные от 
прямых 5х - у +  6 = О и 5х + у  - З = О. 

29 . 5 1 .  На прямой х+2у- 12 = О  найти точки, равноудаленные 
от прямых х + у  - 5 = О  и 7х - у +  1 1  = О. 

29 .52 .  На прямой х - Зу + 13 = О найти точки, отстоящие от 
прямой х + 2у + З = О  на расстоянии , равном V5. 

29 .53 .  Найти точку, отстоящую от каждой из прямых 4х -
Зу + 20 = О и Зх + 4у - 60 = О на расстоянии , равном 5 .  

29 . 54.  Составить уравнения прямых, перпеьдикулярных пря-
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мой 2х + 6у - 3 = О и отстоящих от точки (5 , 4) на расстоянии, 
равном v115. 

29 . 55 .  Найти касательные к окружности с центром ( 1 ,  1 )  и 
радиусом 3 ,  параллельные прямой 5х - 12у = О .  

29 .56.  Написать уравнения касательных к окружности с цен­
тром ( 1 , 1 ) и радиусом 2 ,  проведенных из точки (7 , - 1 ) .  

29 . 57.  Найти общие касательные к двум окружностям , цен­
тры которых находятся в точках ( 1 , 1 )  и (2 ,  3) , а радиусы соот­
ветственно равны 2 и 4 . 

29 . 58 .  Составить уравнение прямой , параллельной оси Оу и 
отстоящей от точки (3 , 5) на расстоянии , равном 7. 

29 . 59 .  Через начало координат провести прямую, отстоящую 
от точки (3 ,  -2) на расстоянии , равном 1 .  

29 .60 .  Составить уравнения прямых, отстоящих от точки 
( 1 ,  9) на расстоянии, равном 5, и наклоненных к прямой х-7у = О  
под углом 45° . Найти вершины квадрата, образованного этими 
прямыми. 

29 .61 .  Внутри треугольника, образованного прямыми (АВ) : 
7х+у-2  = О , (ВС) : 5х+5у-4 = О  и (АС) : 2х-2у+5 = О , найти 
точку, равноудаленную от двух его сторон АВ и ВС и отстоящую 
от третьей стороны АС на расстоянии, равном 3J°2/4. 

29 .62 .  Найти центр и радиус окружности, проходящей через 
точку (- 1 , 3) и касающейся прямых 7х + у = О ,  х - у +  8 = О. 

29 .63 .  Найти центр круга, вписанного в треугольник, огра­
ниченный осями координат и прямой Зх - 4у - 5 = О. 

29 .64 .  Найти центр круга, вписанного в треугольник, сто­
роны которого заданы уравнениями х + у +  12 = О, 7х + у  = О , 
7х - у + 28 = 0 . 

29 .65 .  Составить уравнения биссектрис внутренних углов 
треугольника, стороны которого заданы уравнениями Зх - 4у = 
О , 4х - Зу = О ,  5х + 12у - 10 = О .  

29 .66.  Написать уравнение биссектрисы наибольшего из 
внутренних углов треугольника со сторонами Зх - 4у - 2 = О ,  
4х - Зу - 5 = О ,  5х + 12у + 27 = О .  

29 .67 .  Написать уравнения сторон квадрата, описанного око­
ло окружности с центром ( 1 , 9) и радиусом 5 ,  зная , что одна из 
его диагоналей параллельна прямой х - 7у = О . 

29 .68 .  Основанием равнобедренного треугольника служит 
прямая х+2у+6  = О , а боковой стороной - прямая 2х+у = О . На-
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писать уравнение другой боковой стороны треугольника, зная ,  
что ее расстояние от точки пересечения данных сторон равно 
У5. 

29 .69 .  Написать уравнения сторон прямоугольника, зная 
уравнения его диагоналей 7х - у +  4 = О , х + у  - 2 = О и внут­
реннюю точку (3 ,  5) одной из его сторон . 

29 . 70 . Центр симметрии квадрата находится в точке ( - 1 , О) , 
а одна из его сторон задается уравнением x-f3y-5 == О .  Со.ставить 
уравнения трех других сторон квадрата. 

29 .71 . Даны уравнения x + y - 5J2 = О , х + у  = О  параллель­
ных сторон ромба и точки (3 , 5) и ( 1 , О) , лежащие на двух других 
его сторонах. Составить уравнения двух других сторон ромба. 

29 . 72 . Составить уравнения сторон квадрата, две параллель­
ные стороны которого проходят через точки (2 , 1 )  и (3 ,  5) , а две 
другие - через точки (О ,  1 )  и (-3 , - 1 ) .  

29 . 73 . Составить уравнения сторон квадрата, зная его центр 
( 1 , 6) и точки на двух непараллельных сторонах: ( 4 , 9) на стороне 
АВ , (-5 , 4) на стороне ВС. 

29 .  7 4.  Даны уравнения боковых сторон равнобедренного 
треугольника 7х - у +  4 = О , х + у  - 2 = О и точка (3 , 5 )  на 
его основании. Составить уравнение основания . 

29 .75 .  Написать уравнения сторон ромба, зная точку M(l , 6) 
пересечения его диагоналей и по одной точке на трех его сторо­
нах: Р(3 ,  О) на стороне АВ, Q (6 , 6) на стороне ВС, R(5 ,  9) на 
стороне CD. 

29 . 76 . Вершины острых углов прямоугольных треугольников 
перемещаются по двум параллельным прямым , а вершина пря­
мого угла - по прямой, к ним перпендикулярной. Какую линию 
описывает при· этом основание перпендикуляра, опущенного из 
вершины прямого угла на гипотенузу прямоугольного треуголь­
ника? 

29 .  77. Найти геометрическое место точек, сумма расстоя­
ний которых до катетов С А и С В прямоугольного треугольника 
АБС равна расстоянию до его гипотенузы АВ . 

29 . 78 . Найти множество точек плоскости, отношение рассто­
яний от которых до двух пересекающихся прямых А1х + В1 у + 
С1 = О  и А2х + В2у + С2 = О  есть постоянная величина, равная k . 
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П л о с к о с т ь  в п р о с т р а н с т в е 
29 .  79 . Через точку М(-5 ,  16 ,  12 ) проведены две плоскости: 

одна из них содержит ось Ох, другая - ось Оу. Вычислить ост­
рый угол между этими плоскостями. 

29 .80.  Через начало координат провести плоскость , перпен­
дикулярную к плоскости 5х - 2у + 5z - 10 = О и образуюшую с 
плоскостью х - 4у - 8z + 12 = О угол 45° . 

29.81 .  Через линию пересечения плоскостей х + 5у + z = О 
и х - z + 4 = О провести плоскость , образующую угол 45° с 
плоскостью х - 4у - 8z = 1 .  

29 .82 .  Вычислить косинусы внутренних двугранных углов 
тетраэдра, образованного плоскостями координат и плоскостью 
2х + Зу + 6z - 12 = О .  

29 .82 . 1 .  Плоскость задана уравнением z = ах + Ьу + с. Найти 
тангенс острого двугранного угла, образованного этой плоско­
стью и координатной плоскостью Оху. 

29 .83 .  Найти косинус того угла между плоскостями :  
1 ) 3х + у  - 2z + 4 = О  и х  - 7у + 2z = О; 
2 ) 8х + 4у + z + 1 = О  и 2х - 2у + z + 1 = О , 

в котором лежит точка ( 1 ,  1 ,  1 ) . 
29 .84 .  Грани тетраэдра заданы уравнениями: 2x- 2y+z+2  = 

О,  8x+ 4y+ z - 16 = О,  x+y+ z - 5  = О , 4х+ 3у = О.  Вычислить ко­
синус внутреннего двугранного угла тетраэдра, ребром которого 
служит линия пересечения первых двух плоскостей . 

29 .85 .  Проверить , что три плоскости l lx + 10у + 2z = О , 
3х+4у = О , x-y+z- 1 = О образуют призму, и вычислить косинус 
ее внутреннего двугранного угла, образованного первыми двумя 
плоскостями. 

29 .86 .  Три плоскости Akx+Bky+Ckz+Dk = О , k = 1 ,  2 , 3, об­
разуют призму. При каком необходимом и достаточном условии 
все внутренние двугранные углы этой призмы будут острые? 

29 .87.  Составить уравнения биссекторных плоскостей дву­
гранных углов меж,цу двумя плоскостями 7х + у  - 6 = О ,  Зх + 
5у - 4z + 1 = О . 

29 .88 .  Составить уравнение биссекторной плоскости того 
двугранного угла меж,цу двумя плоскостями Зх + 5у - 4z + 1 = О ,  
х - z - 5 = О , в котором лежит начало координат. 

29 .89 .  Написать уравнение биссекторной плоскости острого 
двугранного угла, образованного плоскостью 2х - Зу + 6z - 6 = О 
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с плоскостью Oyz . 
29 .90 . Грани тетраэдра заданы уравнениями 8x+4y+z- 16 = 

О ,  2х - 2у + z + 5 = О ,  х + у + z + 5 = О, 4х + Зу = О.  Написать 
уравнение плоскости, делящей пополам внутренний двугранный 
угол тетраэдра между первой и второй плоскостям·и. 

29 .91 . Составить уравнения плоскостей, параллельных плос­
кости Ах + Ву + Cz + D = О  и отстоящих от нее на расстоянии , 
равном d. 

29 .92 .  Найти расстояние d между двумя параллельными 
плоскостями Ах + Ву + Cz + D1 = О  и Ах + Ву + Cz + D2 = О. 

29 .93 .  Даны вершины тетраэдра А(О ,  О ,  2) , В (З ,  О ,  5 ) , C ( l ,  1 , О) 
и D (4 , 1 , 2 ) . Вычислить длину высоты, опущенной из вершины D 
на грань АБС. 

29 .94.  Внутри треугольника, высекаемого на плоскости Оху 
плоскостями x+4y+8z+8  = О , x -2y+2z+ 2  = О , 3х+4у+ 12 = О, 
найти точку, равноудаленную от этих плоскостей . 

29 .95 .  На оси Oz найти точку, равноудаленную от точки 
(2 , 3 , 4) и от плоскости 2х + Зу +  z - 17 = О . 

29 .96.  На оси Оу найти точки , равноудаленные от двух плос­
костей х + у - z + 1 = О ,  х - у + z - 5 = О .  

29 .97.  Составить уравнение плоскости,  параллельной плос­
кости 2х + у  - 4z + 5 = О и отстоящей от точки ( 1 , 2 , О)  на рас-
стоянии, равном J2I. 

29 .98.  Написать уравнение плоскости, отсекающей на осях 
координат отрезки, пропорциональные числам 1 , 2 ,  3 ,  и отстоя­
щей от точки (3 ,  5 ,  7) на расстоянии, равном 4 . 

29 .99 .  Найти центр и радиус шара, вписанного в тетраэдр, 
ограниченный плоскостями координат и плоскостью 1 lx - lOy -
2z - 57 = О. 

29 . 100 .  Написать уравнение плоскости, проходящей через 
точку А (5 ,  2 , О) и удаленной от точки В (6 , 1 ,  - 1 ) на расстоянии, 
равном 1 ,  и от точки С(О ,  5, 4) на расстоянии, равном 3 .  

29 . 101 .  Через линию пересечения плоскостей х + 28у - 2z + 
17  = О , 5x+8y- z+ l = О провести плоскости, касающиеся сферы 
с центром в начале координат радиуса 1 . 

29 . 102 . Составить уравнения общих касательных плоскостей 
к сферам с центрами ( 1 , 1 ,  О) , (О ,  1 ,  -2 ) и радиусами 1 ,  2 соответ­
ственно , если известно, что они проходят через начало коорди­
нат. 
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29 . 103 . Составить уравнения общих касательных плоскостей 
к трем сферам с центрами (О , О, О) , ( -2 , 3 , - 1 ) ,  (3 ,  - 1 ,  1 )  и ради­
усами 1 ,  2 ,  4 соответственно. 

§30 . Метрические задачи в аффинной системе 
координат 

П р и м е р  30 . 1 .  Доказать, что расстояние p(Mo , l ) от точки Мо(хо , уо ) 
до прямой l : Ах + Ву + С = О определяется формулой 

(м l ) _ IAxo + Вуо + CI · Jdet G р о , - ' y'g1 1 B2 - 2g1 2AB + 922А2 
(30. 1 )  

где G = (gij ) - матрица Грама базисных векторов аффинной системы коор­
динат. 

Р е ш е н и е. Пусть Р(х1 , у1 ) - основание перпендикуляра, опущенного 
� � 

из точки Мо на прямую l .  Тогда p(Mo , l ) = j PMo l · Найдем вектор РМо . 
Для этого будем искать вектор Ь = {m, k} , перпендикулярный прямой l .  
Так как а = {-В, А} - направляющий вектор прямой l ,  то ( а, Ь ) = О , т.е. 
( -В e i  + А е2 , m e i  + k е2 ) = О,  или, с учетом метрических коэффициентов 
9i1 = ( ei , ej ) , 

-mBg1 1 + mAg12 - kBg12 + kAg22 = О . 
Следовательно , можно взять 

(30 . 2) 
� Тогда РМ0 = t b , t Е JR и 

--+ 

I P Mo l = lt \ · 1 b l = 

== l t l J( (Ag22 -Bg12 ) e i  + (Bg1 1 -Ag1 2 ) е2 , (Аg22 -Вв1 2 ) e i  + (Bg1 1 -Ag12 ) е2 ) = 

== l t l Jв22A2 - 291 2АВ + g1 1 B2Jg1 1 922 - 9�2 · 
Таким образом, 

(30 .3 )  
� 

С другой стороны, Р Мо = { tm, tk} , поэтому х1 = хо - tm, У1 = Уо -
tk . Подставив эти координаты в уравнение прямой l ,  получим (с учетом 
соотношений (30 .2) ) 

t = Ахо + Вуо + С . 922А2 - 2912АВ + g1 1 B2 
Отсюда и из (30 .3) следует, что 

p(Mo , l ) = I JJМ;; I = 

! Аха + Бус + Ci · v'det G 
. Jg1 1 B2 - 2912АВ + 922А2 

• 
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ЗАД АЧИ 

В задачах этого параграфа рассматривается аффинная си­
стема координат {О ; ei , е2 }  на плоскости и {О ; ei , е2 , ез }  в про­
странстве. 

П р я м а я н а  п л 9 с к о с т и  
30 . 1 .  Найти тангенс угла а от оси Ох до прямой у =  kx + Ь, 

если: 
а) известны метрические коэффициенты 91 1 , 912 , 922 базиса 

el , е2 ; 
б) известно, что 1 el l = 1 е2 1 = 1  и ( � ) = w. 
30 . 2 .  Найти тангенс угла 'Р от прямой у =  kix + Ь1 до прямой 

у = k2x + Ь2 , если: 
а) известны метрические коэффициенты 911 , 912 , 922 базиса 

el ' е2 ; 
б) известно , что 1 ei l = 1 е2 1 = 1  и ( �) = w . 
30 .3 .  Найти необходимое и достаточное условие перпендику­

лярности двух прямых Alx + В1у + С1 = О , А2х + В2у + С2 = О , 
зная метрические коэффициенты 91 1 , 912 , 922 базиса el , е2 . 

30.4 .  Базисные векторы аффинной системы координат име­
ют единичную длину. Определить угол w между ними,  если из­
вестно , что прямые у - 2х - 3 = О и 5х + 4у - 5 = О перпендику­
лярны. 

30 .5 .  Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из 
точки (хо , уа ) на прямую Ах + Ву + С =  О ,  если 1 ei 1 = 1 е2 1 = 1 
И ( �) = W. 

30.6 .  Через точку (2 , - 5 ) проведена прямая ,  образующая 
угол 1Г /6 с прямой 4х - Зу + 1 = О . Составить уравнение этой 
прямой , если l e 1 I  = l e2 I = 1 и ( �) = rг/3 . 

30 . 7 . Зная метрические коэффициенты 91 1 , 91 2 , 922 базиса 
аффинной системы координат, составить уравнения семейства 
прямых: 

а)  перпендикулярных к оси Ох ; 
б) перпендикулярных к оси Оу. 
30 .8 .  Найти расстояние d от точки (хо , уа ) до прямой Ах + 

Ву + С = О ,  зная метрические коэффициенты 91 1 , 912 , 922 базиса, 
взаимного к базису аффинной системы координат. 
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30 .9 . Найти расстояние d от точки (хо , у0 ) до прямой Ах + 
Ву + С =  О ,  если 1 e l 1 = 1 е2 1 = 1 и ( el,"e2) = w . 

30 . 10 .  Составить уравнения биссектрис углов между коор­
динатными осями , зная метрические коэффициенты 91 1 , 91 2 , 922 
базиса аффинной системы координат. 

30 . 1 1 .  Составить уравнения биссектрис углов , образованных 
прямыми х - у - 1 = О и х + у +  2 = О ,  если 91 1 = 1 ,  912 = 1 ,  
922 = 2 .  

30 . 12 .  Определить площадь треугольника, заключенного 
между осями координат и прямой Зх - 2у + 6 = О , если известны 
метрические коэффициенты 9ij базиса аффинной системы коор­
динат Оху. 

30. 13 .  Зная метрические коэффициенты 9ij базиса аффин­
ной системы координат Оху, составить уравнение прямой , отсе­
кающей на осях координат ненулевые отрезки равной длины и 
проходящей через точку М(2, - 1 ) .  

30 . 14 .  Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из 
точки A( l ,  2 ) на прямую 2х + у  - 1 = О ,  если 1 ei l = 1 е2 1 = 1 ,  
( �) = 27Г /3 . Какая точка является ортогональной проекцией 
точки А на эту прямую? 

30 . 15 .  Составить уравнение серединного перпендикуляра к 
отрезку с концами ( 1 ,  1 )  и ( 1 ,  3) , если 1 ei l = 1 е2 1 = 1 ,  ( �) = 
1Г/4 . 

30. 16 .  Найти расстояние между параллельными прямыми 
Ах + Ву + С1 = О и Ах + Ву + С2 = О , если \ e1 I = l e2 I = 1 ,  
( el,e"2 )  = w .  

30. 17 .  Н а  плоскости рассматривается аффинная система ко­
ординат {О ; ei , е2 } ,  в которой ( �) = rг/3. Известно , что 
точка A(l , 2) удалена от прямой х + у  - 1 = О на расстояние 
1 и ее ортогональной проекцией на эту прямую является точка 
B( l ,  О) . Найти метрические коэффициенты 9ij базиса. 

30. 18 .  Прямая у =  1 является биссектрисой угла между пря­
мыми х = 1 и у =  х .  Найти угол w между базисными векторами 
ei , е2 , если известно, что они единичные . 

П л о с к о с т ь  в п р о с т р а н с т в е  
30 . 19 .  Плоскость 1Г задана своим уравнением Ax + By + Cz +  

D == О в некоторой аффинной системе координат. Доказать , что 
если векторы f 1 , f 2 , fз образуют базис , взаимный к базису дан-
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ной аффинной системы координат, то вектор р = А f1 +В f2+C fз 
будет перпендикулярен плоскости 1Г .  

30. 20 .  Найти расстояние d от точки (хо , уа ) до плоскости Ах+ 
Ву + С z + D = О, зная метрические коэффициенты 9ij базиса ei ,  
е2 , ез . 

30 . 2 1 .  Найти необходимое и достаточное условие перпенди-
кулярности двух плоскостей Akx + Bky + Ckz + Dk = О ,  k = 1 , 2 ,  
если известна матриЦа Грама G = (9ij ) базисных векторов аф-
финной системы координат. 

-

30 . 22 .  Найти углы между плоскостями Akx+Bky+Ckz+Dk = 

О ,  k = 1 ,  2 , если известна матрица Грама G = (9ij ) базисных 
векторов аффинной системы координат. 

30 .23 .  Зная метрические коэффициенты 9ij базиса аффин­
ной системы координат Oxyz , составить уравнение плоскости, 
проходящей через точку M(l , 2 ,  - 3) и отсекающей на осях коор­
динат ненулевые отрезки равной длины . 

30 . 24 .  Найти объем тетраэдра, заключенного между коорди­
натными плоскостями и плоскостью 2х + Зу - 6z + 12 = О ,  если 
известна матрица Грама G базиса аффинной системы координат 
Oxyz . 

30 . 25 .  Известно, что l e1 I  = l e2 I  = 1 ,  ei 1- е2 , l eз l = 2 , 
( е1,ез) = ( е2,ез) = 1Г /3 . Составить уравнение плоскости, про­
ходящей через начало координат, точку ( 1 ,  1 ,  1 )  и перпендику­
лярной плоскости х + у +  2z - 4 = О . 

30 . 26 .  Известно , что \ e1 I  = \ e2 I = 1 ,  ei 1- е2 , l eз l = 2 ,  
( е!,ез) = ( е2,ез) = 21Г /3 . Составить уравнение плоскости, все 
точки которой равноудалены от точек 0(0 , О, О) и А(О ,  О ,  2 ) . 

30. 27 .  Известно, что l e1 I = l e2 I = 1 ,  ei J_ е2 , l eз l = 2 , 
( е!,ез) = ( е2,ез) = 1Г /3 . Для каждого значения параметра а 
найти угол меж,цу плоскостью х + у + az - 1 = О и ее вектором 
нормали n = { 1 ,  1 , а} . 



§31 . 

Глава VII I .  Прямая и плоскость в 
пространстве 

Уравнения прямой в пространстве. 
Задачи взаимного расположения 

Прямая, проходящая через точку Мо(хо , уо , zo ) , с направляющим векто­
ром а = { m, п, k} определяется уравнениями: 

а) 

или в векторной форме 

{ x = xo + mt , 
у =  Уо + nt , 
z = zo + kt, t Е IR, 

г = го + at , t Е IR, 
где Го - радиус-вектор точки Мо ; 

6) 
х - хо у - уо 
m п 

z - zo 
k 

(31 . 1 )  

(3 1 .2 ) 

(31 . 3) 
Уравнения ( 31 . 1 )  и ( 3 1 . 2) называются параметри'Ческими уравнен и.я­

ми прямой в координатной и векторной формах соответственно, уравнения 
( 3 1 .3 ) - канони'Ческими у'[ХLвнениями прямой . 

Векторное уравнение (31 .2 ) равносильно (согласно критерию коллине­
арности) уравнению 

или 
[ г - го , а] = О 

[ г , а] = М, где М = [ го ,  а] . 
Система уравнений 

(31 .4) 

(31 . 5) 

(31 .6) 

в случае, если rg [1� z� g� ] = 2 , определяет прямую, являющуюся линией 
пересечения плоскостей ?Т1 : А1х + В1 у + C1 z + D1 = О и ?Т2 : А2х + В2у + 
C2z + D2 == О .  Систему (31 . 6) называют общими уравнени.ями прямой в 
пространстве. 

Т е о р е м  а 31 . 1 . Если в аффинной систе.ме координат Oxyz пря­
мая l задана общими уравнениями (3 1 . 6 ) , то вектор 

(31 . 7) 

.являете.я направляющим вектором этой прямой. 
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Для запоминания координат вектора а может быть использован мнемо­
нический определитель 

где е1 , е2 ,  ез - базис, соответствующий системе координат Oxyz . Разложе­
ние этого определителя по первой строке совпадает с разложением вектора 
а по базису е1 , е2 ,  ез . 

В прямоугольной декартовой системе координат, соответствующей ор­
тонормированному базису е1 , е2 , ез , вектор (31 . 7) является векторным про-
изведением [ n1 , n2 ] нормалей n1 и n2 к плоскостям 7Г1 и 7Г2 . 

· 
Взаимное расположение двух прямых в пространстве. Пусть 

каждая из прямых li , i = 1 , 2 , задана лежащей на ней точкой Mi (Xi , yi , Zi )  и направляющим вектором ai = { тi , ni , ki }  в некоторой аффинной системе 
координат Oxyz. 

Т е о р е м  а 31 .2 .  Прямъtе l 1 и l2 лежат в oihtoй плоскости тогда 
и толъко тогда, когда 

когда 

Х2 - Х1 У2 - У1 
т� n1 
т2 n2 

= О. 

Т е о р е м  а 31 .3 .  Прям'Ьtе l 1 и l2 совпадают тогда и толъко тогда, [ Х2 - Х 1 У2 - У1 Z2 - Zt ] 
rg т 1 п 1 ki == 1 ,  

т2 n2 k2 
парал.лелы-1,'Ьt и не совпадают тогда и толъко тогда, когда 

[ ni k [ х2 - х1 У2 - У1 z2 - z1 ] 
rg :� п2 k� ] = 1 ,  rg m1 n 1 ki = 2, 

т2 n2 k2 
пересекаются тогда и тол ъко тогда, когда 

rg [ :� �� z� ] = rg [ Х2 :� Х1 У2 
�� 

У1 Z2 z� 
Z1 ] = 2 _ 

Взаимное расположение прямой и плоскости. Пусть в простран­
стве в некоторой аффинной системе координат Oxyz заданы плоскость 

и прямая 
7Г : Ах + Ву + Cz + D == О  

l : г = го + t а, 
где го = {xo , yo , zo } ,  а =  {т, п, k} . 

Т е о р е м  а 31 .4. Пр.яма.я l лежит в плоскости 7Г тогда и толъко 
тогда, когда { Ат + Вп + Ck = О,  

Аха + Вуо + С zo + D = О; 
прямая l параллелъна плоскости 7Г , но не лежит в ней тогда и толъко то­
гда, когда { Aт + Bn + Ck = O, 

Аха + Вуо + Czo + D -:/=  О; 
пр.яма.я l пересекает nлоскостъ 7Г тогда и толъко тогда, когда 

Ат + Вп + Ck -:/= О . 
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П р и м е р  3 1 . 1 .  Составить уравнение плоскости, параллельной прямой 

l . x - 2 = y + 7 = � . 1 3 -2 
и проходящей через линию пересечения плоскостей 7Г1 : х - у + 2 О и 
7Г2 : у +  z - 4 = О . Система координат аффинная. 

Р е ш е н и е. 1-й с п о с о б . Из системы уравнений { � + ; + � g, най­
дем частное решение (2 ,  4 ,  О) , которое дает точку А(2 ,  4 ,  О) , через которую 
проходит прямая пересечения плоскостей 7Г1 и 7Г2 • Из мнемонического опре­
делителя 

ei е2 

1 - 1  
о 1 

ез 
о = { - 1 , - 1 , 1 }  
1 

находим направляющий вектор р = {- 1 ,  - 1 ,  1 }  этой прямой. Из канониче­
ского уравнения прямой l определим ее направляющий вектор q = { 1 ,  3 ,  -2} . 
Таким образом, искомая плоскость проходит через точку А и параллельна 
неколлинеарным векторам р и q, поэтому она определяется уравнением 

х - 2  у - 4 z 
- 1  - 1  1 = 0  {==::> x + y + 2z - 6 = 0. 
1 3 -2 

2-й с п о с о б . Искомая плоскость принадлежит пучку плоскостей, опре­
деленному плоскостями 7Г1 и 7Г2 , поэтому ее уравнение имеет вид 
а(х - у + 2) + J3(y + z - 4) = О ах + ({3 - а)у + j3z + 2а - 4/3 = О . 

Так как прямая l параллельна этой плоскости, то ее направляющий век­
тор q = { 1 ,  3, -2} параллелен этой плоскости. Следовательно, 

а +  3(/3 - а) - 2{3 = О ,  
откуда получим f3 = 2а (можно взять а = 1 ,  {3 = 2 )  и уравнение искомой 
плоскости х + у + 2z - 6 == О .  • 

П р и м е р  31 .2 .  Составить уравнения прямой , проходящей через точку 
(2, 1 ,  О) и пересекающей две прямые 

x + l  
2 

у - 1 
1 

Система координат аффинная. 

z 
3 и х - 2  

3 
у +  2 z 

4 - 1 · 

Р е ш е н и е. Искомую прямую можно рассматривать как линию, по ко­
торой пересекаются две плоскости, проходящие через данную точку и одну 
из данных прямых. Уравнения этих плоскостей 

x + l 
2 
1 

у - 1 
1 
о 

z 
3 
о 

= о, 
х - 2 

3 
о 

у +  2 z 
4 1 
1 о 

= 0  

{ Зу - z - 3 = О  или Зу - z - 3  = О , х - Зz - 2 = О . Таким образом , х _ Зz _ 2 = о' 
уравнения искомой прямой. • 

П р и м е р  3 1 .3 .  Через точку пересечения прямой 
х - 1 l : 2 

у 
3 

z 
4 

- общие 
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с плоскостью 7Г : х + 2у - z == О провести прямую, перпендикулярную данной 
прямой l и лежащую в данной плоскости 7Г .  Система координат прямоуголь­
ная. 

Р е ш е н и е. 1-й с п о с о б . Обозначим через а =  { 2 , 3 , 4} - направляю­
щий вектор прямой l ,  а через n = { 1 ,  2 , - 1 } - вектор нормали к плоскости 
7Г . Вектор Ь == [ а, n] = {- 1 1 , 6 , 1 } будет направляющим вектором искомой 
прямой. Найдя точку Мо пересечения прямой l с плоскостью 7Г , :можно со-
ставить параметрические уравнения искомой прямой. Имеем М0 ( ! , - � ,  - 1) . 2 4 
и 1 3 х - - - 1 l t  у - - - + 6t z - - 1  + t - 2 ' - 4 , " - . 

2-й с п о с о б . Искомая прямая является пересечением плоскости 7Г и 
плоскости 7Г1 , проходящей через прямую l и перпендикулярной прямой l .  
Следовательно, плоскость 7Г 1  проходит через точку ( 1 ,  О ,  О )  и параллельна 
векторам а =  {2 , 3 , 4} и Ь = [ а, n] == {- 1 1 , 6 ,  1 } , поэтому она определяется 
уравнением 

х - 1 
2 

- 1 1  

у z 
3 4 
6 1 

= О  21х + 46у - 45z - 21 == О .  

Искомая же прямая задается общими уравнениями { х + 2у - z = о, 
21х + 46у - 45z - 2 1  = О . • 

ЗАД АЧИ 

В задачах этого параграфа считается , что система координат 
произвольная аффинная . Случай прямоугольной декартовой си­
стемы координат оговаривается особо . 

х у 
31 . 1 .  В пространстве дана прямая 2 = 3 = 5 .  Найти направ-

ляющий вектор этой прямой. 
31 .2 .  Составить параметрические уравнения прямых:  

l ) { х - 2у + 4z = О , 2) { х + у  - z + 5 = О ,  
3х - 2у + 5z = О ;  2х - у + 2z - 2 = О .  

3 1 . 3 .  Составить уравнения прямой , проходящей через точки 
А и В, в каждом из следующих случаев : 

1 )  А(2 ,  3 ,  1 ) ,  В (4 , 6 ,  9) ; 2) А(7 , - 1 , 2) , В (5 ,  - 1 , 4) ; 
3) A( l , 5 , 1 ) ,  B( l , -5 ,  1 ) . 
31 .4 .  Представить каждую из следующих прямых как линию 

пересечения плоскостей,  параллельных осям Ох и Оу: { х = 3 + 5t , { х = -1 + t , 
1 )  y = 7 - 4t , 2) y = l - t , 

z = -6 + t ;  z = 5t. 
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31 .5 .  Написать уравнения прямой: 
1 )  проходящей через точку (3 , 5 ,  1 ) параллельно прямой 

х = 2 + 4t , у = -Зt ,  z = -3 ;  
2 )  проходящей через точку (О ,  -5 , 4 )  параллельно прямой 

х + 2у + 6 = о, z = 5 . 
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31 .6 .  Дана точка A( l , 2 , 3) .  Считая , что система координат 
прямоугольная : 

1 )  составить уравнения перпендикуляров , опущенных из точ­
ки А на координатные плоскости ;  

2 )  составить уравнения перпендикуляров , опущенных из точ­
ки А на оси координат; 

3) написать уравнения плоскостей, проходящих через точку 
А и перпендикулярных к осям координат. 

31 .7 .  1 )  Составить уравнения прямой , отсекающей на осях 
Ох и Оу отрезки,  соответственно равные 2 и 3 .  

2 )  Написать уравнение плоскости, проходящей через эту пря­
мую и параллельной оси О z .  

3 1 .8 .  Написать уравнения прямой , лежащей в плоскости Oyz , 
параллельной оси Оу и отсекающей на оси О z отрезок, равный 
3 . 

31 .9 .  1) Написать уравнения плоскостей , проходящих через 
ось Oz и делящих пополам двугранные углы, образованные ко­
ординатными плоскостями Oxz и Oyz . 

2) Написать уравнения биссектрисы угла между положитель­
ными направлениями осей Ох и Оу. 

Система координат прямоугольная. 
3 1 . 10 .  Найти ортогональную проекцию прямой на плоскость 

Оху в каждом из следующих случаев : 

l )  { 5х + 8у - 3z + 9 = О, 2)  
х - 3 

2х - 4у + z - 1 = О;  -5 
Система координат прямоугольная . 

у - 4 
6 

z - 6  
8 

31 . 1 1 .  Найти точки пересечения с плоскостями координат 
каждой из сле,цующих прямых: 

1 { 6х + 2у - z - 9 = О, ) Зх + 2у + 2z - 12 = О ; 
х = 6 + 2t , 
y = -2 + 4t, 
z = -5t. 

31 . 12 .  Даны точки пересечения прямой с двумя координат­
ными плоскостями: (О , у1 , z1 ) ,  (х2 , О ,  z2 ) .  Вычислить координаты 
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точки пересечения этой прямой с третьей координатной плоско­
стью. 

Установить, какие из следующих пар прямых скрещивают­
ся , параллельны, пересекаются или совпадают; если прямые па­
раллельны, написать уравнение плоскости, их содержащей; если 
прямые пересекаются , написать также уравнение плоскости, их 
содержащей, и ,  кроме того , найти их точку пересечения . 

31 . 13 .  

1 )  
{ х = 1 + 2t , { х = 6 + Зt , { х = 2 + 4t , { х = 7 - 6t , 

y = 7 + t, и y = - l - 2t , 2) y = -6t ,  и y = 2 + 9t , 
z = 3 + 4t z = -2 + t ; z = -l - 8t z = l2t ; 

{ х = 1 + 2t , { х = -2t, { х = 1 + 9t, { х = 7 + 6t , 
З) у = 2 - 2t, и у = -5 + Зt , 4) у = 2 + 6t , и у = 6 + 4t , 

z = -t z = 4 ;  z = 3 + Зt z = 5 + 2t . 
31 . 14.  

1 )  { 
2) { 
3) { 
4) { 

3 1 . 15 .  

1 )  
{ 

2) 
{ 

З) { 
4) { 

х + z - 1 = о , и { х - 2у + 3 = о , 
Зх + у - z + lЗ = О у +  2z - 8 = О ; 
2х + Зу =  О ,  { z - 4 = 0  и ' 

x + z - 8 = 0  2х + Зz - 7 = О ; 
х + у +  z - 1  = о , и { 2х + Зу +  6z - 6 = О , 
у +  4z = О  Зх + 4у + 7z = О ; 
Зх + у  - 2z = 6 ,  х - 2у + 5z = 1 , 
41х - 19у + 52z = 68 и { ЗЗх + 4у - 5z = 6З . 

х = 9t ' 
у =  5t , 
z = -З + t 
x = t  ' 

у =  -8 - 4t , 
z = -З - Зt 
х = з + t , 
у =  - 1 + 2t , 
z = 4  
Х = -2 + Зt ,  
у =  - 1 ,  
z = 4 - t  

и 

и 

и 

и 

{ 2х - Зу - Зz - 9 = О, 
х - 2у + z + 3 = О; 

{ 
{ 
{ 

х + у  - z = о , 
2х - у +  2z = О; 

х - Зу + z = О , 
х + у - z + 4 = О ; 

2у - z + 2 = о , 
х - 7у + Зz - 17 = О. 
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31 . 16 .  При каком необходимом и достаточном условии две 
прямые { A1x + B1y + C1 z + D1 = 0 , и { Азх + Взу + Сзz + Dз = О , 

А2х + В2у + C2z + D2 = О А4х + В4у + C4z + D4 = О 

лежат в одной плоскости? 
31 . 1  7. Даны две прямые { Aix + В1у + C1z + Di = О , и { Азх + Взу + Сзz + Dз = О , 
А2х + В2у + C2z + D2 = О А4х + В4у + C4z + D4 = О . 

С помощью рангов матриц 

G =  
А1 В1 С1 
А2 В2 С2 
Аз Вз Сз 
А4 В4 С4 

и F =  
А1 В1 С1 Di 
А2 В2 С2 D2 
Аз Вз Сз Dз 
А4 В4 С4 D4 

выразить условия ,  необходимые и достаточные для того , чтобы 
прямые: 1 )  скрещивались ; 2) пересекались ; З) были параллельны; 
4) совпадали. 

Установить в каждом из следующих случаев , лежит ли дан­
ная прямая в указанной плоскости, параллельна ей или пересе­
кает ее; найти точку пересечения прямой и плоскости. 

31 . 18 .  
х - 12 1 ) 4 

2) х + 1 
2 

х - 13 3) 8 
х - 7  4) 5 

3 1 . 19 .  

у - 9 
3 

у - 3  
4 

у - 1  
2 

у - 4 
1 

z -
з 

z - 1  
1 

z - 4 
з 

z - 5  
4 

l ) { 3x + 5y - 7z + l6 = 0 , 
2х - у +  z - 6 = О  

2) { 2х + Зу + 6z - 10 = О , 
x + y + z + 5 = 0  

З) { х + 2у + Зz + 8 = О , 
5х + Зу + z - 16  = О 

и Зх + 5у - z - 2 = О; 

и Зх - Зу + 2z - 5 = О; 

и х + 2у - 4z + 1 = О ;  

и Зх - у + 2z - 5 = О. 

и 5х - z - 4 = О ; 

и у +  4z + 17 = О ; 

и 2х - у - 4z - 24 = О . 
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31 . 20. Найти точку встречи прямой х = 2t , у =  1 - t , z = З + t 
с плоскостью х + у + z - 10 = о .  

31 . 2 1 .  Составить уравнения прямой, лежащей в плоскости 
у +  2z = О и пересекающей прямые х = 1 - t, у = t , z = 4t и 
х = 2 - t, у =  4 + 2t , z = 1 .  

31 . 22 .  Составить уравнения прямой, проходящей через 
точку (З , - 1 ,  -4) , пересекающей ось Оу и параллельной плоско­
сти у +  2z = О. 

3 1 . 23 .  Составить уравнения прямой , параллельной прямой 
х - Зу + z = О, х + у  - z + 4 = О и пересекающей каждую из двух 
прямых х = З + t , у = -1  + 2t , z = 4t и х  = -2 + Зt , у = -1 ,  
z = 4 - t . 

31 . 24. Составить уравнения прямой, проходящей через на­
чало координат и пересекающей каждую из двух прямых х = t ,  
у = 1 - t ,  z = 3 + t и х = 2 + 2t , у = 3 - t, z = 4 + Зt. 

31 . 25 .  Составить уравнения прямой, проходящей через точку 
(2 , З ,  1 )  и пересекающей каждую из двух прямых х + у = О ,  х -
у + z + 4 = О и х + Зу - 1 = О,  у + z - 2 = О. 

31 . 26.  При каком необходимом и достаточном условии пря-
• 

мая х =  хо + mt ,  у =  Уа +  nt ,  z = zo + kt пересекает треугольник 
с вершинами в точках Mi (Xi , Yi , Zi ) ,  i = 1 , 2 , 3 ? 

31 . 27.  Составить уравнение плоскости, проходящей через на­
чало координат и через прямую х = 3 - 2t , у =  1 + t ,  z = t . 

31 . 28 .  Написать уравнение плоскости, проходящей через 
точку ( 1 ,  2 ,  З) ,  параллельной прямой х = у =  z и отсекающей на 
осях Ох и Оу равные отрезки. 

3 1 . 29 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку (-2 , З ,  О) и через прямую х = 1 ,  у = 2 + t ,  z = 2 - t .  

31 . 30.  Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку (-З , 1 ,  О) и через прямую x+2y-z+4 = О , 3x-y+2z- 1 = О. 

31 . 31 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через 
прямую х = 2 + Зt , у = - 1  + 6t , z = 4t и параллельной пря­
мой х = -1 + 2t , у =  Зt , z = -t. 

3 1 . 32 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через ось 
Оу и параллельной линии пересечения двух плоскостей х + 4у -
2z + 7 = О и Зх + 7 у - 2z = О . 

31 . 33 .  При каком необходимом и достаточном условии отре­
зок прямой х = хо + mt ,  у =  Уа +  nt, z = zo + kt между двумя 
пересекающимися плоскостями Aix + Biy + Ciz + Di = О,  i = 1 ,  2 ,  
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лежит в остром угле, образованном этими плоскостями? Система 
координат прямоугольная .  

3 1 . 34 .  Показать , что прямые х = 1 + 2t , у = 2t, z = t и 
х = 1 1  + 8t , у =  6 + 4t , z = 2 + t пересекаются , и написать урав­
нения биссектрисы тупого угла между ними. Система координат 
прямоугольная . 

31 . 35 .  Написать уравнения биссектрисы тупого угла между 
прямой { х - 2у - 5 = о  

у - 4z + 14 = 6 
и ее ортогональной проекцией на плоскость х+у+ 1 = О .  Система 
координат прямоугольная . 

31 . 36 .  Доказать , что уравнение пучка плоскостей с осью 

имеет вид 

х - хо у - Уа z - zo 
т п 

k 

х - х0 у - Уа z - zo а + /3 + / k = О, 
m п 

где произвольные постоянные а , /3, / Е IR таковы, что а+/3+1 = 0. 

§32 . Метрические задачи в пространстве 
Пусть Oxyz - прямоугольная декартова система координат простран­

ства. Угол ер между прямыми li : r == Гi + t ai , i == 1 , 2 , совпадающий с 
углом между их направляющими векторами ai == {mi , ni , ki } , вычисляется 
по формуле 

m1m2 + n1n2 + ki k2 cos ер == . Jmy + пу + kr Jm� + п� + k� 
Угол ер между прямой l :  r = r0 + t а и плоскостью ?Т :  Ax+ By+Cz + D  = 

О находится как дополнительный к углу между направляющим вектором 
прямой а == {m, n , k} и вектором нормали к плоскости n = {А, В , С} и 
вычисляется по формуле 

sin ep = 
IAm + Вп + Ck l , 0 < ер < 7r/2. Jm2 + п2 + k2J л2 + в2 + с2 

Расстояние р( М 1 , l ) от точки М 1 ( r 1 ) до прямой l : r == r0 + t а находится 
как высота h параллелограмма, построенного на векторах а и lv/1Mo : 

( м l ) _ l [ a, r1 - ro] I р 1 , - 1 al . (32 . 1 )  

Расстоянием между скрещивающимися прям'Ыми li : r = r i + t ai , i = 
1 ,  2, называется кратчайшее расстояние между точками этих прямых. Оно 
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совпадает с длиной общего перпендикуляра к прямым l 1 и l2 , т.е .  с расстоя­
нием между параллельными плоскостями, в которых лежат прямые l 1 и l2 . 
Это расстояние p(l 1 , l2 ) находится как высота параллелепипеда, построенно-
го на векторах М1М2 , ai , а2 : 

(32 . 2) 

Соотношения (32. 1 )  и (32 .2) , вообще говоря, не связаны с системой коор­
динат. В случае прямоугольной декартовой системы координат они сводятся 
к простейшим формулам вычисления векторного произведения , смешанно­
го произведения и длин векторов по их координатам в ортонормированном 
базисе. 

П р и м е р  32. 1 .  Доказать, что прямая l ,  проходящая через точку 
А( 1 ,  2 ,  3) и пересекающая прямые 

х - 1 l 1 . . 2 
у - 1 
-1  

z - 1 
2 и х - 2  l2 . . 2 

у - 8 

-9 
z + 3  

6 
образует с этими прямыми равные углы. Система координат прямоугольная . 

Р е ш е н и е. Прямая l является линией пересечения плоскостей ?Т1 и ?Т2 , 
проходящих через точку А и одну из данных прямых. Плоскости ?Т1 и ?Т2 
определяются уравнениями 

х - 1 у - 1 z - 1 
2 - 1  2 = 0  <===> 2х + 2у - z - 3 = О , 
о 1 2 

и 
х - 2 у - 8 z + 3  

2 -9 6 = 0  <===> 6х + 6у + z - 57 = О,  
1 6 -6 

поэтому направляющим вектором прямой l будет вектор {8 ,  -8 ,  О} (являю­
щийся векторным произведением векторов нормали к плоскостям ?Т1 и ?Т2 ) 
или коллинеарный ему вектор а =  { 1 ,  - 1 , 0} . Направляющими векторами 
прямых l 1 и l2 являются векторы ai = {2 ,  - 1 ,  2} и а2 = {2 ,  -9 , 6} . Угол ер 
между прямыми l и l 1 определяется из соотношения 

1Т ер = - , 4 

а угол ф между прямыми l и l2 - из соотношения 

1 
У'2 

1Т ф = - = ер  . •  4 

П р  и м  е р  32 .2 .  Составить уравнение прямой l ,  проходящей через точку 
A{ l ,  О, О) , отстоящей от оси Oz на расстояние 1/J5 и образующей с осью Oz 

2 угол ер = arccos З .  Система координат прямоугольная. 
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Р е ш е  н и  е .  Пусть ai = { l ,  m, п} - направляющий вектор искомой пря­
мой. Ось Oz проходит через точку 0(0 ,  О, О) и имеет направляющий вектор 
а2 = {О ,  О, 1 } .  Согласно (32 .2) 

Имеем 
--+ 

1 
(ОА, а1 , а2 ) = l 

о 

ei е2 
[ а1 , а2 ] = l m 

о о 

поэтоыу 

о 

m 
о 

ез 
п 
1 

о 

п = m; 
1 

= {m, -l , O}  и l [ a1 ,  а2 ] 1 = v'm2 + l2 , 

1 lm l 
v15 )m2 + l2 

Так как координаты вектора а определены с точностью до постоянного 
множителя ,  можно считать, что lm l = 1 ,  m2 + l2 = 5 .  Отсюда получим 
четыре пары ( l , m) : ( 2 ,  1 ) ,  (-2 ,  1 ) ,  (2 ,  - 1 ) ,  (-2 ,  - 1 ) .  

Угол между векторами ai и а2 равен либо ер ,  либо 7Г - ер ;  поэтому со­
гласно (32. 1 )  

п 
)l2 + m2 + п2 

п = ±� ==> п = ±2. )5 + п2 3 
Каждое из этих значений п дает четыре тройки координат { l , m, n} . Отобрав 
из них неколлинеарные векторы, получим четыре прямые: 

х - 1  
±2 

ЗАДАЧ И  

у 
1 

z 
±2 и х - 1 

±2 
у 
1 

z 
=t=2 . • 

В задачах этого параграфа считается , что система коорди­
нат прямоугольная декартова. Случай произвольной аффинной 
системы координат оговаривается особо . 

32 . 1 .  Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из 
точки (3 ,  -2 , 4) на плоскость 5х + Зу - 7z + 1 = О.  

32 . 2 .  Найти ортогональную проекцию точки ( 1 , 2 , -3) на 
плоскость 6х - у + 3z - 41 = О .  

32 . 3 .  Составить уравнение ортогональной проекции прямой 
2х + у  - z + 4 = О , х + у = О на плоскость Oxz .  

32 .4 .  Составить уравнение ортогональной проекции прямой 
х = 3 + 5t, у =  - 1  + t , z = 4 + t на плоскость 2х - 2у + 3z - 5 = О . 
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32 .5 .  Найти точку, симметричную точке (2 ,  7, 1 ) относитель­
но плоскости х - 4у + z + 7 = о . 

32 .6 .  Составить уравнения прямой, перпендикулярной к 
плоскости Oxz и пересекающей каж,цую из двух прямых х = t , 
у = -4 + t ,  z = 3 - t и х = 1 - 2t , у = -3 + t ,  z = 4 - 5t . 

32 . 7 . Написать уравнение плоскости,  проходящей через пря­
мую 

х - хо у - Уо z - zo 
а Ь с 

и перпендикулярной к плоскости Ах + Ву + С z + D = О .  
32 .8 .  Составить уравнение плоскости, зная , что точка Р(2 , 6 ,  

-4) служит основанием перпендикуляра, опущенного из начала 
координат на эту плоскость . 

32 .9 .  Даны две точки А(3 , -2 , 1 ) ,  В (б , О , 5 ) .  Составить урав­
нение плоскости , проходящей через точку В и перпендикулярной 
к прямой АВ. 

32 . 10.  Через начало координат провести плоскость , перпен­
дикулярную к прямой 

х + 2 
4 

у - 3  
5 

z - 1 
-2 

32 . 1 1 .  Написать уравнение плоскости , проходящей через 
точку ( х1 , У1 , z1 ) и перпендикулярной к прямой х = хо + at , у = 
Уо + Ы, z = zo + ct . 

32 . 12 .  Написать уравнение плоскости , проходящей через 
точку ( х1 , У1 , z1 ) и перпендикулярной к прямой { А1 х + В1у + C1 z + Di = О, 

А2х + В2у + C2z + D2 = О. 
32 . 1 3 . Найти точку, симметричную точке (4 , 3 ,  10) относи­

тельно прямой х = 1 + 2t ,  у =  2 + 4t , z = 3 + 5t . 
32 . 14 .  Найти прямую, проходящую через точку М(О, 1 ,  1 ) ,  

образующую прямой угол с прямой у +  1 = О , х + 2 z  - 7 = О  и 
пересекающую прямую х - 1 = О, z + 1  = О . 

32 . 15 .  Составить уравнения прямой, пересекающей ортого­
нально ось Оу и прямую х = 3 + 4t , у = 1 - t, z = 2 + 5t . 

32 . 16.  Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из 
точки (3 ,  2 ,  1 )  на ось Ох. 

32 . 17 .  Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из 
точки (- 1 , 0 , 4) на прямую х = 1 + t , у = 2t ,  z = 4 - t . 

32 . 18 .  Написать уравнение перпендикуляра, опущенного из 
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точки ( х1 , У1 , z1 ) на прямую 
х - хо у - у0 z - zo 

а Ь с 

283 

32 . 19 .  Найти ортогональную проекцию точки ( 1 , 3 , 5 ) на пря­
мую 2х + у +  z - 1 = О ,  3х + у +  2z - 3 = О.  

32 . 20 .  Написать уравнения общего перпендикуляра к двум 
прямым 

х - 1 
8 

32 . 2 1 .  Найти: 

у - 2 
4 

z - 3  
1 и 

х 
2 

у 
-2 

z 
1 

1 )  уравнения общего перпендикуляра к двум прямым 
l . х - у + 4  z 

и l 
. х - 3  у + 2  z + 3 . 

1 . 1 - 3 2 2 . 
2 -3 -2 ' 

2 ) расстояние меж,цу прямыми l1 и l2 ; 
3 ) точки пересечения прямых l 1 и l2 с их общим перпендику­

ляром . 
32 .22 .  К непересекающимся диагоналям граней куба, имею­

щих общее ребро , проведен общий перпендикуляр. В каком от­
ношении точки пересечения диагоналей с их общим перпендику­
ляром делят эти диагонали? 

32 . 23 .  Даны три плоскости: 2x+ 3y - 4z + 5  = О , 2x - z+ 3  = О , 

х + у  - z = О . Через линию пересечения первых двух плоскостей 
провести плоскость так, чтобы линия ее пересечения с третьей 
плоскостью была перпендикулярна к линии пересечения первой 
и второй плоскостей. 

32 . 24 .  Определить направляющие косинусы прямых: 

1 ) 
х - 1 

-
у - 5 z + 2 . 2 ) х у - 7 z + 3 

4 -3  12 ' 12 9 20 . 

32 .25 .  Составить уравнения прямой , которая проходит через 
точку A ( l , -5 ,  3 ) и образует с осями координат углы, соответ­
ственно равные 60° , 45° и 120° . 

32 . 26 .  Определить угол , образованный прямыми 
х - 1  у + 2  z - 5  х у - 3 z + l 

3 6 2 
и 2 9 6 

32 . 27 .  Вычислить направляющие косинусы прямой x-z+3 = 

О , 5х - 6у + 2z + 2 1  = О.  
32 . 28 .  Определить угол между каждой парой сле,цующих 

прямых: 
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{ х = 3 + t , 
1 ) у =  7 - 2t , 

z = 4 + 3t 
и 
{ х = 2 + 5t , 

у =  1 - t ,  
z = 1 ;  

2) { 
3) { 

3х - 4у - 2z = О ,  
2х + у  - 2z = О  
3х + у - z + 1 = О ,  
3х - у +  z· = О 

и 

и 

{ 4х + у - 6z - 2 = О ,  
у - 3z + 2 = О; { х - у +  1 = о,  

2х + 2у - 5z + 1 = О. 

32 . 29 .  Найти угол междУ прямой х = 5+4t ,  у =  l +t ,  z = 2- t  
и плоскостью 7х + 4у - 4z + 5 = О. 

32 .30 .  Найти угол междУ прямой x +y - z  = О , 2x - 3y + z  = О  
и плоскостью 3х + 5у - 4z + 2 = О . 

32 . 31 .  Написать уравнение плоскости, проходящей через пря­
мую 

х + 7  
-2 

у - 6 
3 

z -
1 

и образующей угол 7Г /3 с прямой х - у +  z = О ,  х - у + 2z = О .  
32 . 32 .  Через прямую 

х 
1 

y + l  
- 1  

z - 1 
о 

провести плоскость так, чтобы острый угол меж,цу линиями ее 
пересечения с плоскостями Oxz и Oyz был равен 1Г /3 . 

32 . 32 . 1 .  Плоскость задана уравнением z = ах + Ьу + с. Найти 
тангенсы углов,  которые образуют координатные оси Ох, Оу , Oz 
с этой плоскостью. 

32 . 33 .  Трехгранный угол задан плоскостями х - у - 4z + 13 = 
О ,  3х + у  - 4z + 7 = О , 3х - 5у - 4z + 19 = О  и его внутренней точ­
кой ( 1 ,  3 ,  5) . Найти направляющие косинусы луча, выходящего 
из вершины этого трехгранного угла и образующего с его ребра­
ми равные между собой острые углы. Установить, проходит ли 
этот луч внутри или вне трехгранного угла. 

32 . 34 .  Найти расстояние от точки ( 1 ,  3, 5 ) до прямой, по ко­
торой пересекаются плоскости 2х + у +  z = 1 ,  3х + у +  2z = 3 . 

32 .35 .  Найти расстояние от точки ( 1 , 2 , 5) до каждой из еле-
,цующих прямых: { х = t 

1 ) y = l' - 2t ,  
z = 3 + t ;  

2) { х + у - z + 2 = о ,  
4х - 3z + 3 = О . 

32 . 36 .  Найти уравнение и длину высоты АН треугольника 
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АБС, образуемого пересечением плоскости 3х - у +  4z - 12 = О с 
координатными плоскостями ,  при условии, что вершина А лежит 
на оси Oz . 

32 . 37. Найти расстояние меж,цу каждой парой сле,цующих 
прямых: { х = 3 + t ,  

1 )  у =  1 - t , 
z = 2 + 2t 

и 
{ х = -t , 

у =  2 + Зt , 
z = Зt ; 

2) { х + у - z + 1 = о ,  
х + у = О  и { х - 2у + Зz - 6 = О , 

2х - у +  Зz - 6 = О ; 
3) { х + 2у - z + 1 = о ,  

2х - Зу + z - 4 = О и { х + у +  z - 9 = о , 
2х - у - z = О . 

32 .38 .  Найти расстояние между параллельными прямыми 
х - 2  y + l z х - 7  у - 1 z - 3  

и 3 4 2 3 4 2 
32 . 39 .  Найти кратчайшее расстояние между диагональю ку­

ба и непересекающей ее диагональю грани , если ребро куба равно 
единице. 

32 .40 .  Найти расстояние между двумя скрещивающимися 
медианами двух боковых граней правильного тетраэдра с реб­
ром , равным а .  

32 .41 . Найти угол (j),  образуемый прямой 
х - х0 у - у0 z - zo 

а Ь с 
с плоскостью Ax+By+Cz+D = О , заданными своими уравнени-
ями в аффинной системе координат с известными метрическими 
коэффициентами 9ij . 

32 .42 .  Найти необходимое и достаточное условие перпенди­
кулярности прямой 

х - хо у - Уа· z - zo 
а Ь с 

и плоскости Ах + Ву + Cz + D = О , заданных своими уравнения-
ми в аффинной системе координат с известными метрическими 
коэффициентами 9ij . 
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§33 . 

Глава VIII. Прямая и плоскость в пространстве 

Векторные уравнения прямой и плоскости 

Векторное уравнение прямой, проходящей через точку Мо ( го ) ,  с направ­
ляющим вектором а имеет вид 

г = го + at , t Е IR, или 
[ г - го , а] = О ,  или 
[ .г , а] = М, где ( М, а) =  О .  

(33 . 1 )  

Заметим, что если ( М ,  а) i= О ,  условию [ г ,  а] = М не удовлетворяет ни 
одна точка пространства. 

Геометрические свойства прямой, заданной третьим уравнением (33. 1 ) ,  
рассматриваются в примере 33 . 1 .  

Векторное уравнение плоскости , проходящей через точку Мо (  г0 ) ,  с на-
правляющим векторами ai и а2 имеет вид 

г = го +  aitt + a2v, u , v Е IR, или 
( г - го , ai , а2 ) = О, или 
( г, ai , а2 ) = р. 

Векторное уравнение плоскости , проходящей через точку Мо ( г0 ) и пер­
пендикулярной вектору n ,  имеет вид 

( г - го , n) = О, или 
( г, n) = D.  

П р и м е р  33 . 1 .  Доказать , что уравнение [ г, а] = М,  где а i= О, 
( а, М) = О,  определяет прямую. Найти ее направляющий вектор и какую­
нибудь точку М0 ( го ) ,  ей принадлежащую. Составить параметрическое урав­
нение этой прямой. 

Р е ш е н и е. Рассмотрим вектор ro = [���] . Согласно формуле двой­
ного векторного произведения (пример 25 .6) имеем 

[ ] _ _  [ а, [ а, М]] _ _ а( а, М) - М( а, а) М го , а - l a l 2 - l a l 2 

(так как ( а, М) = О) . Следовательно, точка Мо ( го ) принадлежит линии, 
определяемой рассматриваемым уравнением, которое в силу равенства 
[ го , а] = М эквивалентно соотношению 

[ г - го , а] = О. 
Оно же, в свою очередь, равносильно коллинеарности векторов г - Го и а,  
т.е . существованию такого t Е IR, что r - г0 = at , т.е . 

г = го + at , t Е IR. 
Таким образом, уравнение [ г, а] = М,  где а i= О ,  ( а, М) = О , определя­

ет прямую с направляющим вектором а и проходящую через точку Мо ( го ) ,  
[ а, М] " где Го = 

I a l 2 , а параметрическое уравнение этой прямои имеет вид 

г =  [ а, М] 
1 a l 2 + at , t Е IR. • (33 . 2) 
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П р  и м  е р  33 . 2 .  Найти радиус-вектор г0 точки М пересечения трех 
плоскостей ( г , n1 ) = D1 , ( г, n2 ) = D2 , ( г , nз ) = Dз , где ( n1 , n2 , nз ) -:/= О .  

Р е ш е н и  е. Искомый вектор Го является решением системы уравнений 
{ ( г, n1 ) == D1 , 

( г, n2 ) = D2 , 
( г, nз ) = Dз . 

(33 .3) 

Будем искать го в разложении по базису n; = [ n2 , nз ] ,  n� == [ nз ,  n 1 ] ,  
n� == [ n1 , n2 ] ,  взаимному к базису n1 , n2 , nз , т.е . в виде 

го = x n� + y n� + z n� . 
Умножая скалярно обе части этого равенства на n1 , n2 , nз , получим 

( го , n1 ) = x ( n1 , n2 , nз ) ,  
( го , n2 ) = у ( n1 , n2 , nз ) ,  
( го , nз ) = z ( n1 , n'2 ,  nз ) .  

Так как Го - решение системы (33 .3) , то 
D1 D2 Dз х == ' у == ' ( n1 , n2 , nз ) ( n1 , n2 , nз ) z = -----( n1 , n2 , nз ) '  

Следовательно , 

П р  и м  е р  33 .3 .  Составить параметрическое уравнение прямой l ,  явля­
ющейся линией пересечения плоскостей ( г, n1 ) = D1 и ( г, n2 ) = D2 . 

Р е ш е н и е. Прямая l перпендикулярна как n1 , так и n2 , поэтому век­
тор а ==  [ n1 , n2 ] - направляющий вектор l . В качестве точки Мо ( го) возь­
мем основание перпендикуляра, опущенного из полюса на прямую l ,  так что 
( го , а) == О. Таким образом, вектор Го является решением системы { ( г, n1 ) = D1 , 

( г, n2 ) == D2 , 
( г, а) == О. 

Поступая так же, как и при решении системы (33 .3) , получим, что 
D1 [ n2 , а] +  D2 [ a, n1 ]  [ а, D2 n1  - D1 n2 ] [ [ n1 , n2 ] ,  D2 n1 - D1 n2 ] Го - - - ------------ ( n1 , n2 , а) - ( а, [ n1 , n2] ) - l [ n1 , n2 ] 1 2 

· 
Следовательно, параметрическое уравнение прямой l имеет вид 

_ [ [ n1 , n2 ] , D2 n1 - D1 n2 ] [ ] t  Г - I [ ] l 2 + n1 , n2 , t E IR. • n1 , n2 
П р  и м  е р  33 .4 .  Найти точку А11 ( г1 ) пересечения прямой l : [ г , а] = М 

( а #  О, ( а, М) == О) и плоскости 7r : ( г , n) == D, если известно, что ( n , a) -:j= O. 
Р е ш е н и е. Воспользуемся параметрическим уравнением (33 . 2 )  пряыой 

l . Тогда задача сводится к нахождению такого числа t Е IR, что 

г 1 == 1 al 2 + at ' 
{ [ а , М] 

( г1 , n) == D, 



288 

т.е . 

Глава VIII. Прямая и плоскость в пространстве 

t (  ) ( [ a, M] , n) == D t == D l al 2 - ( a, M, n) а, n + 
1 a j 2 ===> 1 а1 2 ( а, n) . 

Отсюда 

1 ( D I al 2 - ( а, М, n) ) r1 == 
1 al 2 [ а, М] + ( а, n) а . • 

ЗАДАЧИ 

33 . 1 .  Найти геометрическое место середин отрезков , концы 
которых лежат на двух скрещивающихся прямых. 

33 . 2 .  Плоскость 1Г пересекает две скрещивающиеся прямые. 
Найти геометрическое место середин отрезков , параллельных 
плоскости 1Г ,  концы которых лежат на этих прямых. 

33 . 3 .  Доказать, что уравнение ( r ,  n) = D, где n =!= О , опре­
деляет в пространстве плоскость . Найти ее вектор нормали и 
какую-нибудь точку Мо ( ro ) , ей принадлежащую. 

33 .4 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку М1 ( r1 )  и прямую r = ro + at , эту точку не содержащую. 

33 .5 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку М1 ( r1 ) и перпендикулярной к прямой r = ro + at. 

33.6 .  Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку Мо ( ro )  и перпендикулярной к прямой пересечения двух 
плоскостей ( r , n 1 ) = Di и ( r , n2 ) = D2 . 

33 .7 . Найти точку пересечения прямой r = ro + at с плоско­
стью ( r , n) = D.  

33 .8 .  Найти точку пересечения прямой r = ro + at с плоско­
стью r = r1 + Ьи + cv . 

33 .9 .  Найти точку пересечения прямой r = ro + at с плоско­
стью, проходящей через три точки Mk ( rk ) , k = 1 ,  2 , 3 ,  не лежа­
щие на одной прямой . 

33 . 10 .  Составить уравнение прямой, проходящей через точку 
Мо ( ro ) и пересекающей две скрещивающиеся прямые r = r1 + 
ai t и r = r2 + a2t .  

33 . 1 1 .  Составить уравнение прямой, лежащей в плоскости 
( r ,  n) = D и пересекающей под прямым углом прямую r = ro + 
at , если [ а, n] =!= О . 

33. 12 .  Найти ортогональную проекцию точки Мо ( ro ) на пря­
мую r = r 1 + at . 
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33 . 13 .  Найти ортогональную проекцию точки М0 ( r0 ) на пря­
мую [ r , а] = М ( а #  О ,  ( а, М) = О ) . 

33 . 14 .  Найти проекцию точки Мо ( ro ) на прямую r = r1 + at 
параллельно плоскости ( r , n) = D,  если ( а, n) rf О. 

33 . 15 .  Найти точку, симметричную точке Мо ( ro ) относи­
тельно прямой r = r1 + at. 

33 . 16 .  Найти ортогональную проекцию точки М0 ( r0 ) на 
плоскость ( r , n) = D. 

33 . 17.  Найти проекцию точки Мо ( ro ) на плоскость ( r , n) = 
D параллельно прямой r = r1 + at ,  если ( а, n) =1 О . 

33 . 18 .  Найти точку, симметричную точке Мо ( ro ) относи­
тельно плоскости ( r , n) = D. 

33 . 19 . Найти ортогональную проекцию точки Мо ( ro ) на 
плоскость r = r1 + аи + bv . 

33 . 20 .  При каком необходимом и достаточном условии четы­
ре плоскости ( r , nk) = Dk ,  k == 1 , 4, имеют единственную общую 
точку? 

33 . 2 1 .  Даны две плоскости ( r, nk) = Dk ,  k = 1 ,  2. При ка­
ком необходимом и достаточном условии они: 1 ) пересекаются ; 
2) параллельны; 3) совпадают? 

33 .22 .  Даны прямая r = ro + at и плоскость ( r , n) = D.  При 
каком необходимом и достаточном условии : 1 ) они пересекаются ; 
2) они параллельны; 3) прямая лежит в плоскости? 

33 .23 .  Даны две прямые r = rk + akt , k = 1 ,  2. При ка­
ком необходимом и достаточном условии они: 1 )  скрещиваются ; 
2) пересекаются ; 3) параллельны; 4) совпадают? 

33 .24 .  Через прямую r = ro + at провести плоскость , пер­
пендикулярную к плоскости ( r , n) = D, если [ а, n] rf О. 

33 .25 .  Через прямую r = ro + at провести плоскость , пер­
пендикулярную к плоскости r = r1 + Ьи + cv ,  если известно, 
что ( а, Ь)2 + ( а, с) 2 =1 О .  

33 . 26.  Через линию пересечения двух плоскостей ( r , n1 ) = 
D1 и ( r , n2 ) = D2 провести плоскость, перпендикулярную к плос­
кости ( r , nз ) = Dз , если известно , что ( n1 , nз )2 + ( n2 ,  nз ) 2 # О . 

33 . 27 .  Через прямую [ r , а] = М ( а #  О ,  ( а, М) = О) прове­
сти плоскость , перпендикулярную к плоскости ( r , n) = D,  если 
[ a, n] rf O .  

33 . 28 .  Пусть [ а, Ь] # О .  Через прямую r = ro + at провести 
плоскость , параллельную прямой r = r1 + bt . 
1 0-427 1 
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33 . 29 .  Составить уравнение плоскости , проходящей через 
точку Мо ( ro )  и прямую [ r , а] = М, не содержащую точку Мо 
( ( а, М) = О) .  

33 . 30.  Составить уравнение плоскости, содержащей две па­
раллельные прямые r = r 1 + at и r = r2 + at . 

33 .31 . Составить уравнение общего перпендикуляра к скре­
щивающимся прямы.м r = Гk + akt ,  k = 1 , 2 .  

33 . 32 . Составить уравнение общего перпендикуляра к скре-
щивающимся прямым [ r,  ak] == Mk , k = 1 ,  2 .  

• 

-

33 . 33 .  Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из 
точки Мо ( ro ) на прямую r == r 1  + at , если [ r1 - ro , а] =!= О . 

33 . 34.  Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из 
точки Мо ( ro )  на прямую пересечения двух плоскостей ( r ,  nk ) == 

Dk , k = 1 ,  2 ,  не содержащую точки Мо . 
33 .35 .  Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из 

точки Мо ( ro ) на прямую [ r, а] = М ( а  =!= О ,  ( а, М) = О) , не 
содержащую точки Мо . 

33. 36. Найти расстояние от точки Мо ( ro )  до плоскости 
( r , n) = D. 

33 . 37.  На прямой r = ro + at найти точку, отстоящую от 
плоскости ( r , n) = D на расстоянии d. 

33 .38 .  Найти расстояние от точки Мо ( ro ) до прямой r == 

r1 + at. 
33 . 39 .  Найти расстояние от точки Мо ( r0 ) до прямой пересе­

чения двух плоскостей ( r , n1 ) = Di и ( r ,  n2 ) = D2 , не содержа­
щей точки Мо . 

33 .40 . При каком необходимом и достаточном условии три 
плоскости ( r , nk) = Dk ,  k == 1 , 2 , 3 ,  образуют призму? 

33 .41 . При каком необходимом и достаточном условии три 
плоскости ( r ,  nk ) = Dk ,  k = 1 ,  2 ,  3 ,  имеют и притом только одну 
общую прямую? 

33 .42 .  При каком необходимом и достаточном условии четы­
ре плоскости ( r, nk ) = Dk , k = 1 ,  4 , образуют тетраэдр? 

33 .43 .  Найти ортогональную проекцию точки Мо ( ro )  на пря­
мую пересечения двух плоскостей ( r ,  n1 ) = D1 и ( r , n2 ) = D2 .  

33 .44 .  При каком необходимом и достаточном условии пря­
мая r = ro + at пересекает треугольник с вершинами в точках 
Mk ( rk ) ,  k =  1 , 2 , 3 ? 



§34 .  

Глава IX. Алгебраические линии и 
поверхности второго порядка 

Эллипс, гипербола и парабола 
Эллипс .  Эллипсом называется геометрическое место точек М плос­

кости ,  для которых сумма расстояний от двух фиксированных точек F1 и 
F2 плоскости есть постоянное число, большее, чем расстояние между F1 и 
F2 . Это число мы обозначим через 2а. Точки F1 , F2 называются фокуса­
ми эллипса, расстояние между ними называется фокусн'ым расстоянием и 
обозначается через 2с. Числа r1 = p(!vl, F1 ) и r2 = р(М, F2 ) называются 
фокал'ЬН'Ы,Ми радиусами точки М. 

Таким образом, точка М плоскости является точкой эллипса тогда и 
только тогда, когда 

r1 + r2 = 2а , а > с. 
Введем на плоскости канони'Ческую систему ·координат данного эллип­

са. Для этого примем за начало координат О середину отрезка F1 F2 , за ось 
Ох - прямую F1F2 , ориентированную от F1 к F2 ;  ориентацию на оси Оу 
выберем произвольно (рис. 1 ) .  

-t 

Рис. 1 

Фокусы F1 и F2 в канонической системе координат, очевидно, имеют 
координаты (- с, О) и (с, О) соответственно. 

Т е о р е м а 34. 1 .  Утювнение элл1шса в канони'Ческоu системе коор­
динат имеет вид 

х2 у2 
а2 + ь2 == 1 ,  (34. 1 )  

где а > ь > о ,  Ь2 = а2 - с2 . 
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Уравнение (34 . 1 )  называется ?И'НО'Ни'Ческим урав'Не'Нием эллипса. 
Эллипс обладает следующиыи простейшими свойствами. 
1 ° . К оорди'Нат'Нъ�е оси ка'Но'Ни'Ческой системъ� коорди'Нат .явл.яютс.я ос.я­

м и симметрии эллипса, а 'На'Чало коорди'Нат - его 'Це'Нmром симметрш.t . 
Начало координат канонической системы координат называется 'Це'Нтром 
эллипса, числа 2а и 2Ь - болъшой и малой осями эллипса, а числа а и Ь -
его болъшой и малой полуосями. 

2° . Все то'Чки эл.л1шса лежат в пр.ямоуголъ'Нике, огра'Ни'Че'Н'НОМ прям'Ьt­
ми х = ±а и у = ±Ь. Точки (-а, О) , (а , О) , (О , -Ь) , (О , Ь) пересечения эллипса 
с осями координат называются верши'Нами эллипса. 

Число е = с/ а называется экс'Це'Нтриситетом эллипса. Из определения 
следует, что О < е < 1 ,  при этом 

c = Jl �: .  
Для эллипса, не являющегося окружностью, две прямые di и d2 , задан­

ные в канонической системе координат уравнениями 
а а di : х == - - и d2 : х == - , е е 

называются директрисами эллипса (рис. 1 ) .  Директриса di называется со­
ответствующей фокусу Fi , i == 1 ,  2 . 

Т е о р е м  а 34.2 .  Эллипс, 'Не явл.яющийс.я окруж'Ностъю, естъ гео­
метри'Ческое место mо'Чек М плоскости, дл.я котор'ЬtХ от'Ноше'Ние рассто­
.я'Ни.я от да'Н'НОй то'Чки F к 'JЮССтоя'Нию до да'Н'Ной пр.ямой d, 'Не проходящей 
'Через эту то'Чку, рав'Но посто.я'Н'Ному положителъ'Ному 'Числу, ме'Нъшему 
еди'Ни'Ц'ЬL, т. е. 

p(M, F) 
p(M, d) = е , О <  е < 1 .  

Для эллипса, определенного условием (34 .2) , 
а) точка F является фокусом , 
б) прямая d - соответствующей фокусу F директрисой, 
в) число е - эксцентриситето:l\1 , 

те 2 2 ( 2 ) ( ) г) а =  1 2 , с =  ае , Ь == а  1 - е , где m == р F, d . - е  

(34. 2) 

Т е о р е м  а 34.3 .  В ка'Но'Ни'Ческой системе коорди'Нат урав'Не'Ние ка­
сателъ'Ной к эллипсу в его то'Чке (хо , у0 ) имеет вид 

ххо УУо _ 1 а2 + ь2 - . 

Гипербола. Л.tnерболой называется геометрическое место точек А1 
плоскости, для которых абсолютная величина разности расстояний от двух 
фиксированных точек F1 и F2 плоскости есть постоянное положительное 
число, :меньшее, чем расстояние 1\1ежду F1 и F2 . Обозначим это число через 
2а . Точки F1 , F2 называются фокусами гиперболы,  расстояние между ними 
называется фокалъ'Нъш рассто.я'Нием и обозначается 2с. Числа r1 == р( М, F1 ) 
и r2 == р(М, F2 ) называются фокалъ'Нъtми радиусами точки М.  

Таким образом , точка М плоскости является точкой гиперболы тогда и 
только тогда, когда 
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Введем на плоскости к,анони'Ческую снстему координ.ат данной гипер­
болы так же, как это было сделано выше для эллипса (рис. 2) . 

Т е о р е  м а 34.4. Уравнение гипербол'Ьt в канони'Ческой системе ко­
ордин.ат имеет вид 

х2 у2 
а2 - ь2 = 1 ,  (34 .3) 

где ь > о'  Ь2 = с2 - а 2 . 
Уравнение (34 .3) называется кано'Ни'Ческим уравнен.ием гиперболъt. 
Если в каноническом уравнении (34 .3) а =  Ь, то такая гипербола назы­

вается равносторонней. 
Гипербола обладает след.Ующими простейшими свойствами. 
1 ° . К оординатн'Ьtе оси канони-ческой системъt коорд'l.тат являются ося­

ми симметрии гипербол'Ьl, а на'Чало координат - ее 'Центром симметрии. 
Ось Ох, называемая вещественной ( действителъной) осъю гиперболЪt, пе-
ресекает гиперболу в точках (-а , О) , (а , О) - вершннах гиперболъ�. Ось Оу 
не пересекает гиперболу и называется ее мнимой осъю. Начало координат 
называется 'Центром гиперболъt, числа а > О ,  Ь > О - вещественной ( дей-
ств�tтелъной) и мнимой полуосями гипербол'Ьt. 

Рис. 2 

2° . Все то'Чки гипербол'Ьt лежат вне полос'Ьt, определяе.м,ой nрямъ�ми 
х = ±а. Две кривые, на которые распадается гипербола, называются ее 
ветвями. 

3° . Все то'Чки гиперболъt лежат в тех вертикалън.'Ьtх углах, образован­
Ь нъ�х прямъ�ми у = ± -х , котор'Ьtе содержат вещественную осъ. а 

4° . Прямъ�е у =  ±�х являются аснмптотами гиперболъ� при х � оо .  а 
Прямые у =  ±�х являются асимптотаl\1и и к гиперболе, заданной урав­

нением а 
х2 у2 
а2 - ь2 = -1 .  (34 .4) 
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Гиперболы, определяемые уравнениями (34 .3) и (34 .4 ) ,  называются сопря­
женн'ыми. 

Число е = с/ а называется экс'Центриситетом гиперболъt. Из определе­
ния следует, что с > 1 ,  при этом 

я:ми 

� € = у 1 + � · 
Прямые di и d2 , заданные в канонической системе координат уравнени-

· а а di : х = - - , d2 : х = - , 
с с 

называются директрисами гиперболъt (рис. 2) . Директриса di называется 
соответствующей фокусу Fi , i = 1 ,  2 .  

Т е о р е м  а 34. 5 .  Гипербола естъ геометри'Ческое место то'Чек !vl 
плоскости, для которЪtх отношение расстояния от данной то'Чки F к 'JЮС­
стоянию до данной прямой d, не проходящей 'Через эту тotttкy, 'JI06HO по­
стоянному 'Числу с > 1 ,  т. е. 

p(M, F) 
p(NJ, d) == с , € > 1 .  

Для гиперболы ,  определенной условием (34 .5) , 
а) точка F является фокусом, 
6) прямая d - соответствующей фокусу F директрисой , 
в) число с - эксцентриситетом, 
г) а = ;пс 

1 , с =  ас , Ь2 = а2 (с2 - 1 ) ,  где m = p(F, d) . € -

(34 .5) 

Т е о р е м а 34.6. В канони'Ческой системе координат уравнение ка­
сателъной к гиперболе в ее тotttкe (хо , уо ) имеет вид 

ххо УУо _ 1 -;;2 - Ь2 - . 

Рис. 3 

Парабола. Па'[Юболой называется геометрическое место точек плоско­
сти, для которых расстояние от некоторой фиксированной точки F плос­
кости равно расстоянию до некоторой фиксированной прямой d, не прохо­
дящей через точку F .  Точка F называется фокусом парабол'Ьl, прямая d -
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ее директрисой. Расстояние от фокуса параболы до ее директрисы назы­
вается фокал'ЬН'ЫМ параметром параболы и обозначается через р. Число 
r == р( F, М) называется фокалънЪtм JЮ,диусом точки М. Экс'Центриситет 
параболъt по определению считается равным единице. 

Введем на плоскости канони'Ческую систему координат для данной па­
раболы. Примем за ось Ох прямую, проходящую через точку F перпенди­
кулярно прямой d, ориентированную от пряыой d к точке F, за начало О -
середину отрезка F D,  где D - точка пересечения оси Ох с прямой d; ориен­
тацию на оси Оу выбираем произвольно (рис . 3) . 

В канонической системе координат параболы ее фокус F имеет коорди-
Р р на ты ( 2 ,  О) , а директриса d - уравнение х == - '2 .  
Т е о р е  м а 34. 7. Уравнение паJЮ,болъt в канони'Ческой снстеме ко­

ординат имеет вид 
2 у = 2рх, р > О. (34 .6) 

Уравнение (34 .6) называется канони'Ческим уравнением параболъ�. 
Парабола обладает следующими простейшими свойствами. 
1 ° . Осъ Ох канони'Ческой системъ� координат .являете.я осъю симмет­

рии параболъ�. Она называется осъю параболъ�. Начало координат называется 
вершиной па'[ЮболЪt. 

2° . Все то'Чки nа'[Юболъ� JЮ,Споло�енЪt в правой полуплоскости от оси 
Оу . 

Следует отметить , что определение параболы,  по существу, означает ее 
директориальное свойство 

р(А1, F) 
---- = с. p(lv!, d) 

Т е о р е м  а 34.8 .  В канони'Ческой системе координат уравнение ка­
сател ъной к параболе в ее то-чке ( х0 , у0 ) имеет вид 

УУо = р(х + хо ) . 
П р  и м  е р  34 . 1 .  Найти геометрическое место центров окружностей , ка­

сающихся данной окружности и данной прямой l , ее не пересекающей. 
Р е ш е н и е. Пусть А - центр данной окружности, а r - ее радиус . 
Введем на плоскости прямоугольную декартову систему координат сле­

дующим образом (рис. 4) . 

l у 

L о 

н 

Рис. 4 

х 

Проведеl\·I ось Ох перпендикулярно 
прямой l так, чтобы она проходила че­
рез центр А данной окружности. Обо­
значим через L - точку пересечения 
оси Ох и прямой l ,  а через К - точку 
пересечения оси Ох с данной окруж­
ностью, ближайшую к прямой l .  Вы­
берем на оси Ох направление от точки 
L к точке К .  Ось Оу проведеl\1 через 
середину отрезка LK перпендикуляр­
но оси Ох. Будем считать также, что 
точка К имеет координаты ( 1 ,  О) . 

При таком выборе системы коорди­
нат прямая l задается уравнением 

х == - 1  и ,  кроме того, L (- 1 ,  О) и A(r + 1 ,  О) . 
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Рассмотрим произвольную точку М(х, у) , принадлежащую искомому 
геометрическому месту. 

Пусть Н - основание перпендикуляра, опущенного из точки М на пря­
мую l , а В - точка пересечения отрезка МА и данной окружности. Тогда 

р(М, l ) = р(М, В) � р(М, Н) = р(М, А) - r. 

Очевидно, точка М расположена правее прямой l , и потому это соотно­
шение в координатной форме имеет вид: 

х + 1 = J(x - r - 1 ) 2 + у2 - r. 
Отсюда 

х + 1 + r = J(x - r - 1 ) 2 + у2 � 
� х2 + 2(r + 1 )х  + (r + 1 ) 2 = х2 - 2(r + 1 )х + (r + 1 )2 + у2 � 
� у2 = 4(r + 1 )х .  
Последнее соотношение является каноническим уравнением парабол'Ы с 

фокальным параметром р = 2(r + 1 ) .  • 

г 2  у2 
п р и м е р  34 .2 .  Даны ЭЛ. 1 1  п с  а2 + ь2 = 1 и точка Мо (хо ,  Уо ) .  Выяснить , 

при каком расположении точкн Л,f о из нее можно провести касательные к 
эллипсу, и ,  если эти касательные существуют, найти их угловые коэффици­
енты . 

Р е ш е н и е. Отметим сначала, что эллипс имеет лишь две вертикаль­
ные касательные: х = а и х = -а. Тем самым, из точки Мо (хо , уо )  можно 
провести вертикальную касательную тогда и только тогда, когда хо = ±а. 

Рассмотрим теперь произвольную прямую, проходящую через точку Мо 
и заданную уравнением с угловым коэффициентом 

У - Уо = k (x - хо ) .  (34 .7) 
Прямая (34 .7) является касательной к эллипсу, заданному каноническим 

уравнением (34 . 1 ) ,  тогда и только тогда, когда система { У = Уо + k(x - хо ) ,  
х2 у2 
а2 + ь2 = 1 

(34 .8) 

имеет единственное решение . Выясним, при каких k имеет место это свой­
ство. 

Для этого подставим первое уравнение (34 .8) во второе: 

х2 1 2 
а2 + ь2 (Уо + kx - kxo ) = 1 � 

Ь2 + a2k2 2 2k(yo - kxo )  (Уо - kxo )2 - 1 - о 
а2Ь2 х + ь2 х + ь2 - . 

Последнее квадратное уравнение имеет единственное решение тогда и толь­
ко тогда, когда его дискриминант равен нулю: 
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Перепишем последнее соотношение как уравнение относительно углово­
го коэффициента k :  

(34 .9) 
Если хо = ±а , то (34 .9) имеет решение только, если Уа -:/= О, и при этом 

у5 - ь2 
k = . 2хоуо 

Таким образом, из точек М0 (±а, у0 ) можно провести: 
- единственную вертикальную касательную � Уа = О;  
- две касательные � Уа -:/= О .  
Пусть хо -:/= ±а. Тогда уравнение (34 . 9) - квадратное и число его решений 

определяется его дискриминантом 

2 2 2 2 2 2 2 2 Хо Уо ( 2 2 ) 
D = 4ХоУо - 4(хо - а ) (уа - ь ) = 4а ь а2 + ь2 - 1 . 

Уравнение (34 .9) имеет единственное решение, т.е. из точки М0 можно 
провести единственную касательную к эллипсу, если 

х6 уа D = О <====>- а2 + Ь2 = 1 ,  т.е . точка Мо - точка эллипса. 

Уравнение (34 .9) имеет два корня , т.е . из точки М0 можно провести две 
различных касательных к эллипсу, если 

х6 У5 D > О <====>- а2 + Ь2 > 1 ,  т.е . точка !vlo лежит вне эллипса. 

Уравнение (34 .9) не имеет решений, т.е. из точки М0 нельзя провести 
ни одной касательной к эллипсу, если 

хб Уб D < О <====>- а2 + Ь2 < 1 ,  т.е. точка Мо лежит внутри эллипса. 

Отметим, что при D > О угловые коэффициенты касательных к эллипсу 
определяются в силу (34 .9 ) по формуле 

ЗА Д АЧИ 

k = ХоУо ± уП5/4 .  х2 - а2 о 
• 

В задачах этого параграфа считается , что система координат 
прямоугольная декартова. 

34 . 1 .  Составить каноническое уравнение эллипса, если: 
1 ) его полуоси равны 5 и 4; 
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2) расстояние меж,цу фокусами равно 8 и большая полуось 
равна 5 ; 

3) большая полуось равна 13  и эксцентриситет с =  �� ; 
4) расстояния от одного из фокусов до концов большей оси 

соответственно равны 7 и 1 ;  
5 )  прямые х = ±8 являются директрисами, а малая ось 

равна 8 ; 
6) расстояние между вершинами, лежащими на большей оси, 

равно 16 , а расстояние между фокусами равно 10 ; 
7) фокусами эллипса являются точки (±1 , О) , а точка ( v'з , 

v'з/2) принадлежит эллипсу; 
8) фокусами эллипса являются точки (±2 , О) , а директрисами 

являются прямые х = ±18 ;  
9) расстояние от директрисы до ближайшей вершины рав­

но 4 , а до вершины, лежащей на оси, параллельной директрисе, 
равно 8 ;  

10) треугольник с вершинами в фокусах и в конце малой оси 
правильный, а диаметр окружности, проходящей через центр и 
две вершины эллипса, равен 7. 

34. 2 .  Составить уравнение семейства эллипсов ,  имеющих од­
ни и те же фокусы F1 (-c, O) , F2 (c, O) . 

34.3 .  Оси эллипса совпадают с осями координат. Составить 
уравнение эллипса, если известно, что эллипс проходит через 
точки Р(2 ,  2) ,  Q (3 , 1 ) .  

34.4 .  Определить эксцентриситет эллипса, зная , что : 
1 ) его малая ось видна из фокуса под прямым углом ; 
2) расстояние меж,цу фокусами равно расстоянию между вер­

шинами малой и большой осей ; 
3) расстояние между директрисами в четыре раза больше 

расстояния между фокусами; 
4) отрезок между фокусом и дальней вершиной большей оси 

делится вторым фокусом в отношении 2 : 1 .  
34 . 5 .  Известно , что фокус эллипса имеет координаты ( 1 ,  О) , 

ему соответствует директриса х = 7 , а эксцентриситет с равен 
1/2 . Найти второй фокус и вторую директрису этого эллипса. 

34.6 .  Определить эксцентриситет эллипса, если расстояние 
между фокусами есть среднее арифметическое длин его осей . 

х2 у2 
34.7 . Через фокус эллипса 

а2 + 
Ь2 

= 1 проведена хорда, 
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перпендикулярная к большей оси .  Найти длину этой хорды. 
34.8 .  Найти эксцентриситет эллипса, зная , что стороны впи­

санного в него квадрата проходят через фокусы эллипса парал­
лельно его малой оси. 

34.9 .  Составить уравнение прямой, проходящей через сере-
х2 у2 

дины хорд эллипса 
100 + 64 1 , лежащих на прямых 

2х - у + 7 = О и 2х - у - 1 = О . 
х2 у2 

34 .9 . 1 .  Через точку (хо , О) большей оси эллипса 
а2 + Ь2 

= 1 
проведена хорда с угловым коэффициентом k .  Найти длину этой 
хорды.  

34 . 9 . 2 .  Доказать , что среди хорд эллипса, параллельных за­
данной прямой, максимальную длину имеет хорда, проведенная 
через центр эллипса. Такая хорда называется диаметром эллип-
са. 

34 . 9 . 3 . Доказать , что две параллельные хорды эллипса рав­
ны тогда и только тогда, когда они симметричны относительно 
центра эллипса. 

34 .9 .4 .  Многоугольник называется вписш-t/ным в эллипс , ес­
ли все его вершины принадлежат этому эллипсу. Доказать , что 
диагонали параллелограмма, вписанного в эллипс , являются его 
диаметрами. 

34 .9 .5 .  Доказать, что стороны прямоугольника, вписанного 
в эллипс , параллельны его осям . 

х2 у2 
34 . 10 .  Дан эллипс 

а2 + 
Ь2 

1 .  Вычислить длину стороны 
квадрата, вписанного в этот эллипс . 

34 . 10 . 1 .  Доказать, что максимальная площадь параллело­
х2 у2 

грамма, вписанного в эллипс 
а2 + 

Ь2 
= 1 и две стороны которого 

параллельны заданной прямой , равна 2аЬ. 
34. 10 .2 .  Доказать , что стороны прямоугольника максималь-

х2 у2 
НОЙ площади ,  ВПИСаННОГО В ЭЛЛИПС а2 + 

Ь2 
= 1 ,  равны J2a И 

veiь. 
34 . 10 . 3 .  Доказать , что геометрическое место середин хорд 

х2 у2 
эллипса 

а2 + 
Ь2 

= 1 с угловым коэффициентом k есть диаметр 
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эллипса с угловым коэффициентом k1 = -Ь2 / (ka2 ) . 
34 . 10 .4 .  Доказать , что сторона ромба, вписанного в эллипс 

х2 у2 
а2 + Ь2 = 1 ,  пересекает большую ось эллипса в точке с абсциссой 

abv'l + k2 
хо - --=== -

kv'a2 + Ь2 ' 
где k - угловой коэффициент этой стороны. 

34. 1 1 .  Доказать , что если di и d2 - длины взаимно перпенди­
кулярных диаметров эллипса, то величина d}2 + d22 постоянна. 

34. 12 .  Написать уравнения эллипса и гиперболы с фокусами 
(7 , О) и (-7, О) , проходящих через точку (-2 , 12) . 

34. 13 .  Составить каноническое уравнение гиперболы,  если: 
1 ) действительная и мнимая полуоси соответственно равны 5 

и 3 ;  
2) фокальное расстояние равно 10  и вещественная полуось 

равна 4 ;  
3) вещественная полуось равна 24 и эксцентриситет с = i� ;  
4) действительная полуось равна 8 , а угол 'Р меж,цу асимпто­

той и действительной осью равен arctg � ;  
5) расстояние между вершинами равно 10 ,  а расстояние меж­

ду фокусами равно 12 ;  
6) действительная полуось равна 1/2 , а точка ( 1 , 3 ) принад­

лежит гиперболе; 
7) угол между асимптотами, содержащий фокус, равен 60° , а 

расстояние от директрисы до ближайшей вершины равно 3 (2 -
V3)/2 ; 

8) эксцентриситет гиперболы равен 7 /5 , а расстояние от вер­
шины до ближайшего фокуса равно 2 ;  

9 )  точка (-1 , 3 ) принадлежит гиперболе, а асимптотами яв­
ляются прямые у = ±2х . 

34. 14.  Известно, что фокус гиперболы имеет координаты 
(3 , 0 ) , ему соответствует директриса х = -1/5 ,  а эксцентриси­
тет с равен 5/3 . Найти второй фокус и вторую директрису этой 
гиперболы. 

34 . 15 .  Пусть две гиперболы имеют общие асимптоты. Дока­
зать , что : 

1 ) если эти гиперболы лежат в одной и той же паре верти­
кальных углов , образованных их асимптотами ,  то их эксцентри-
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2) если эти гиперболы лежат в разных парах вертикальных 
углов , образованных их асимптотами, то произведение их эксцен­
триситетов больше или равно 2 ,  причем это произведение равно 
2 только для равносторонних гипербол . 

34. 16 .  Написать уравнение гиперболы, зная четыре точки 
(±4, 2) , (±4, - 2) пересечения ее директрис и асимптот. 

34 . 1  7 .  Найти эксцентриситет равносторонней гиперболы.  
34. 18 .  Дана равносторонняя гипербола х2 -у2 = 8 .  Найти ги­

перболу с теми же фокусами,  проходяrцую через точку М(-5 , 3) . 
х2 

у2 
34. 19 .  Н а  гиперболе - - - = 1 найти точку, для которой 

16 9 
фокальные радиусы взаимно перпендикулярны. 

34. 20 .  Доказать , что произведение расстояний от любой точ­
ки гиперболы до двух ее асимптот есть величина постоянная . 

34 . 2 1 .  Составить уравнение такой хорды гиперболы 
х2 у2 
g - 4 = 1 ,  которая точкой М(5 , 1 ) делится пополам . 

34.2 1 . 1 .  Доказать , что любая прямая пересекает гиперболу 
пе более чем в двух точках. 

34 . 2 1 . 2 .  Хордой гиперболы называется отрезок, концы кото­
рого лежат на гиперболе. Показать , что хорды гиперболы лежат 
на прямых, не параллельных ее асимптотам . 

х2 у2 
34 . 2 1 . 3 . Найти длину хорды гиперболы 

а2 -
Ь2 

- 1 ,  если 
ее угловой коэффициент равен k (k2a2 - Ь2 =/= О) и она проходит 
через точку (х0 , О) действительной оси гиперболы. 

34 . 2 1 .4 . Доказать , что при l k l  < I Ь/a l хорда гиперболы 
х2 у2 
а2 - ь2 = 1 с угловым коэффициентом k соединяет две раз-
личные ветви гиперболы. Показать , что среди всех таких хорд 
наименьшую длину имеет хорда, проходящая через центр гипер­
болы.  Эта хорда называется диаметром гиперболы. 

34.2 1 . 5 .  Доказать , что две параллельные хорды гиперболы 
равны тогда и только тогда, когда они симметричны относитель­
но центра гиперболы.  

34 . 2 1 .6 .  Многоугольник называется вписшн/нъ�м в гиперболу, 
если все его вершины принадлежат этой гиперболе . Доказать , 
что диагонали параллелограмма, вписанного в гиперболу, явля-
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ются его диаметрами. 
34. 2 1 .7 .  Доказать , что стороны прямоугольника, вписанного 

в гиперболу, параллельны ее осям. 
х2 у2 

34. 22 .  Дана гипербола а2 -

Ь2 
= 1 .  Найти вершины квадра-

та, вписанного в эту гиперболу, и указать , в каком случае такое 
построение возможно.· 

34 .22 . 1 .  Стороны квадрата, вписанного в гиперболу, -прохо-
дят через ее фокусы. Найти ее эксцентриситет. 

34 . 23 .  Составить каноническое уравнение параболы,  если: 
1) расстояние от фокуса до вершины параболы равно 3 ; 
2) расстояние от фокуса до директрисы равно 12 ;  
3 )  длина хорды, проходящей через фокус параллельно дирек­

трисе, равна 5 ;  
4 )  длина хорды, проходящей через фокус под углом 45° к оси 

параболы ,  равна 18 .  
34.  24 .  Найти координаты фокуса и уравнение директрисы 

параболы у2 
= 6х. 

34. 25 .  На параболе у2 
= 8х найти точку, фокальный радиус 

которой равен 20. 
34. 26 .  На параболе у2 

= 10х найти точку М такую, что : 
1 )  прямая, проходящая через точку М и фокус параболы, 

образует с осью Ох угол 60° ; 
2) площадь треугольника с вершинами в искомой точке М, 

фокусе параболы и точке пересечения оси параболы с директри­
сой равна 5 ; 

3) расстояние от точки М до вершины параболы равно рас­
стоянию от точки М до фокуса; 

4) расстояния от точки М до вершины параболы и до фокуса 
параболы относятся как 8 :  7 . 

34. 27.  Через фокус параболы у2 = 2рх проведена хорда, пер­
пендикулярная к ее оси.  Определить длину этой хорды. 

34. 28.  Найти такую хорду параболы у2 
= 4х , которая точкой 

(3 ,  1 )  делится пополам . 
34 . 29 .  Найти длину стороны равностороннего треугольника, 

вписанного в параболу у2 
= 2рх так, что одна из вершин тре­

угольника совпадает с вершиной параболы.  
х2 у2 

34.30 .  Написать уравнение касательной к эллипсу - + - = 

32 18  
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1 в точке М(4, 3) . 
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х2 у2 
34 .31 . Составить уравнения касательных к эллипсу 25 + 16 = 

1 ,  проходящих через точку N( lO, 4) . 
34 .32 .  Дана прямая х + у  - 1 = О .  Составить уравнения каса­

х2 у2 
тельных к эллипсу 16 + g = 1 :  1 )  параллельных данной прямой ; 
2) перпендикулярных данной прямой. 

34 .33 .  Доказать , что произведение расстояний от фокусов 
эллипса до любой его касательной есть величина постоянная , 
равная квадрату малой полуоси. 

х2 у2 
34. 34. Дан эллипс 

а2 + 
Ь2 

= 1 и прямая Ах + Ву + С = 
О .  Найти условия , необходимые и достаточные для того , чтобы 
данная прямая:  

1 ) пересекала эллипс в двух точках; 
2) касалась эллипса; 
3) не имела с эллипсом общих точек. 
34 . 35 .  Эллипс , имеющий фокусы в точках F1 (-3 , О) , F2 (3 , О) , 

касается прямой х + у - 5 = О .  Составить уравнение эллипса. 
34. 36.  Найти геометрическое место точек, из которых мож­

но провести взаимно перпендикулярные касательные к эллипсу 
х2 у2 
а2 + ь2 = 1 .  

34. 36 . 1 .  Точка М называется внутренней по отношению к 
эллипсу, если любая прямая ,  проходящая через М, пересекает 
эллипс в двух точках. Найти условие, необходимое и достаточное 
для того , чтобы точка М(хо ,  Уа )  была внутренней для эллипса 
х2 у2 
а2 + ь2 = 1 . 

34. 36 . 2 .  Доказать , что точка М будет внешней по отношению 
к эллипсу тогда и только тогда, когда из М можно провести к 
этому эллипсу две различные касательные. 

34 . 37.  Составить уравнение касательной к гиперболе х2 -
у2 = 8 в точке М(3 , - 1 ) .  

34 . 38 .  Составить уравнение касательных к гиперболе х2 -
у2 4 = 1 , проходящих через точку M(l ,  4) .  
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34.39 .  Составить уравнение касательной к гиперболе 
х2 у2 
g - 36 

= 1 ,  если касательная : 

1 )  параллельна прямой Зх - у - 1 7 = О ;  
2 )  перпендикулярна к прямой 2х + 5у + 1 1  = О . 
34.40 .  Составить уравнение гиперболы , зная уравнения ее 

1 . 
асимптот у = ±-х и уравнение одной из ее касательных 5х -2 . 
6у - 8 = о .  

34.41 . Гипербола, оси которой совпадают с осями координат, 
касается прямой х - у - 2 = О  в точке М(4, 2) .  Составить урав­
нение этой гиперболы. 

х2 у2 
34.42 . Даны гипербола 

а2 - Ь2 
= 1 и прямая Ах + Ву + С  = 

О.  Найти необходимые и достаточные условия для того , чтобы 
данная прямая : 

1 )  касалась гиперболы;  
2) пересекала каждую ветвь гиперболы ровно в одной точке; 
3) пересекала одну из ветвей гиперболы в двух точках; 
4) пересекала ровно одну ветвь гиперболы в единственной 

точке. 
34 .43 . Дана произвольная гипербола. 
1 ) Существует ли общая касательная к обеим ветвям гипер­

болы? 
2) Существует ли прямая , пересекающая каждую ветвь ги­

перболы в двух точках? 
х2 у2 

34 .44 .  Можно ли к гиперболе 
а2 - Ь2 

= 1 провести касатель-
ные с любым угловым коэффициентом k и если нет, то какому 
ограничению должен удовлетворять параметр k ? 

34 .45 .  При каком условии из точки М(хо , у0 ) к гиперболе 
х2 у2 
а2 - Ь2 

= 1 можно провести две касательные? Составить урав-

нения этих касательных. 
34 .46. Определить произведение расстояний от фокусов ги­

х2 у2 
перболы 

а2 - Ь2 
= 1 до какой-либо ее касательной . 

34 .47. Найти площадь треугольника, образованного асимп-
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х2 у2 
татами гиперболы 

а2 -
Ь2 

- 1 и произвольной касательной к 
этой гиперболе. 

34 .48. Доказать, что точка гиперболы служит серединой от­
резка касательной к этой гиперболе , заключенного между асимп­
тотами. 

34 .49 . Эллипс и гипербола имеют общие фокусы. Доказать , 
что они пересекаются под прямым углом , т. е. касательные, по­
строенные в точке пересечения к этим эллипсу и гиперболе, вза­
имно перпендикулярны. 

34 .50 .  Найти геометрическое место точек , из которых можно 
провести взаимно перпендикулярные касательные к гиперболе 
х2 у2 
а2 - ь2 = 1 . 

34.50 . 1 .  Точка М называется внутренней по отношению к 
гиперболе, если любая прямая , проходящая через М и  не парал­
лельная ни одной из асимптот, пересекает гиперболу в двух точ­
ках. Найти условие, необходимое и достаточное для того , чтобы 

х2 у2 
точка М(х0 , у0 ) была внутренней для гиперболы 

а2 - Ь2 
= 1 . 

34.50 .2 .  Доказать , что точка М, не совпадающая с центром 
гиперболы,  будет внешней для этой гиперболы тогда и только 
тогда, когда из М можно провести к гиперболе по крайней мере 
одну касательную . 

34. 5 1 .  Дано уравнение касательной х - Зу + 9 = О к параболе 
у2 = 2рх .  Составить уравнение параболы. 

34 . 52 .  Дана парабола у2 = 2рх и прямая Ах + Ву + С = 
О. Найти условия , необходимые и достаточные для того , чтобы 
данная прямая :  

1 ) касалась параболы ;  
2 )  пересекала параболу в одной точке; 
3) пересекала параболу в двух точках; 
4) не имела с параболой общих точек. 
34 . 53 .  Доказать , что если из любой точки , не лежащей на 

параболе, можно провести либо две, либо ни одной касательной 
к этой параболе. 

34 . 54 .  Найти геометрическое место середин отрезков каса­
тельных к параболе у2 = 2рх , заключенных меж,цу осями коор­
динат. 



306 Глава IX. Линии и поверхности второго порядка 

34 .54 . 1 .  Найти геометрическое место оснований перпендику­
ляров , опущенных из фокуса параболы у2 = 2рх на ее касатель­
ные . 

34 . 55 .  Найти геометрическое место точек, из которых мож­
но провести взаимно перпендикулярные касательные к параболе 
у2 = 2рх . 

34.55 . 1 .  Точка М называется внутренней по отношению к 
параболе, если любая прямая ,  проходящая через М и пересека­
ющая ось параболы, имеет с этой параболой две общие точки. 
Найти условие, необходимое и достаточное для того , чтобы точ­
ка М(хо , уа) была внутренней для параболы у2 = 2рх . 

34 .55 .2 .  Доказать , что точка д1 будет внешней для парабо­
лы тогда и только тогда, когда из М можно провести к этой 
параболе две различные касательные. 

34 . 56 .  Найти геометрическое место точек , делящих в отно­
шении Л -=/= 1 хорды окружности х2 + у2 = а2 , параллельные оси 
Оу. 

34.57.  Отрезок постоянной длины скользит своими концами 
по двум взаимно перпендикулярным прямым . Точка М делит 
этот отрезок на два отрезка, длины которых равны а и Ь. Найти 
линию, описываемую точкой М при движении отрезка. 

34 . 58 .  Даны точки А1 (-а , О) и А2 (а , О) .  Найти геометриче­
ское место точек пересечения прямых, проходящих через точки 
А1 и А2 и отсекающих на оси ординат отрезки, произведение 
величин которых равно Ь2 . 

34 . 59 .  Около начала координат О как центра описаны две 
окружности радиусами а и Ь. Луч, вращающийся вокруг точки 
О, пересекает эти окружности соответственно в точках А и В. 
Через точку В проводится прямая ,  параллельная оси абсцисс, 
а через точку А - прямая , параллельная оси ординат. Найти 
геометрическое место точек М пересечения этих двух прямых 
при вращении луча. 

34.60 .  Найти геометрическое место центров окружностей , ка­
сающихся двух данных окружностей, одна из которых располо­
жена строго внутри другой . 

34 .61 . Найти геометрическое место центров окружностей , ка­
сающихся данной окружности и проходящих через данную точ­
ку, лежащую внутри этой окружности. 

34 .62 .  Даны точки А1 (-а , О) и А2 (а , О) . Найти геометриче-
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ское место точек пересечения прямых, проходящих через точки 
А1 и А2 и отсекающих на оси ординат отрезки, произведение 
величин которых равно -Ь2 .  

34 .63 .  Найти геометрическое место центров окружностей , ка­
сающихся внешним образом двух данных окружностей, одна из 
которых расположена вне другой. 

34 .64 .  Найти геометрическое место точек, произведение рас­
стояний от которых до двух противоположных сторон заданного 
прямоугольника равно произведению расстояний до двух других 
его противоположных сторон. 

34 .65 .  Найти геометрическое место центров окружностей, ка­
сающихся данной окружности и проходящих через данную точ­
ку, лежащую вне этой окружности. 

34 .66 .  Найти геометрическое место точек, для каждой из ко­
торых произведение расстояний до двух пересекающихся пря­
мых равно заданному положительному числу. 

34 .67.  Найти геометрическое место точек, для каждой из ко­
торых сумма или разность расстояний до данной точки и до дан­
ной прямой есть величина постоянная . 

§35 . Линии второго порядка, заданные общими 
уравнениями 

Пусть Оху - аффинная система координат на плоскости. Алгебраиче­
ская линия второго порядка на плоскости определяется уравнением 

(35 . 1 )  
где ау 1 +ai2 +a�2 -:/= О. Уравнение (35 . 1 )  называется общим уравнением линии 
второго порядка. Группа слагаемых a i 1x2 + 2а 1 2ХУ + а22У2 называется квад­
рати'Чной 'Частъю уравнения (35 . 1 )  (или группой старших -ч,ленов) ,  группа 
слагаемых 2а1зх + 2а2зУ - линейной 'Частъю, азз - свободн'Ьlм членом. 

В основе ·классификации линий второго порядка лежит принцип разбие­
ния их на непересекающиеся классы так, чтобы были выполнены следующие 
условия: 

- в каждом классе содержалось уравнение (35 . 1 )  одного, наиболее про-
стого вида (например, такого, как канонические уравнения эллипса, гипер­
болы и параболы) , 

- все уравнения линий одного класса могли быть приведены к выбран­
ному простейшему ВИдУ некоторым преобразованием системы координат. 

В соответствии с этим принципом все линии второго порядка делятся 
на девять классов . 

Т е о р е м  а 35. 1 .  Общее уравнение (35 . 1 )  линии второго порядка пе-
реходом к новой аффинной системе координат О' х' у' можно привести к 
одному u толъко одному uз следующих дев.ятu видов: 
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У ]Хl,вн.ен.ие Название линии 
1 (х' ) 2 + (у' ) 2 = 1 Эл.л,нпс 
2 (х' ) 2 + (у' ) 2 = - 1  Мнимиu эл.л,ипс 
3 (х' ) 2 + (у' ) 2 == О Пара мн.имих пересекающихся пр.ям'ЫХ 
4 (х' ) 2 - (у' ) 2 = 1 Гипербола 
5 (х' ) 2 - (у' ) 2 = О П a]Xl, пересекающихся пр.ям'Ьlх 
6 (у' ) 2 = х' Парабола 
7 (у' ) 2 == 1 Пара пшралле.лън'Ых пр.ямъtх 
8 (у' ) 2 == -1 ПaJXL мнимъtх параллелънъtх пр.ямъtх 
9 (у' ) 2 == о Пара совпадающих пр.ямъ�х 

Наиболее простым способом построения такого преобразования аффин­ной системы координат является метод въtде.лени.я полнъtх кваi)ратов ( ме­
тод Л аграижа ) . 

П р  и м  е р  35 . 1 .  Определить вид линии второго порядка, заданной урав-не ни ем 
2х2 - 4ху + у2 + 4х - у = О .  (З5 .2) 

Р е ш е н и е. В уравнении (З5 .2) коэффициент ан = 2 при х2 отличен от нуля. Выделим полный квадрат в группе слагаемых левой части , содержа­щих переменную х: 
2х2 - 4ху + 4х = 2(х2 - 2ху + 2х) = 2(х2 - 2х(у - 1) + (у - 1 ) 2 ) - 2(у - 1 ) 2 = 
== 2(х - у +  1 ) 2 - 2у2 + 4у - 2 . 

Тем самым, уравнение (З5 .2 ) перепишется в виде 
2(х - у +  1 ) 2 - у2 + Зу - 2 = О. 

В результате этого преобразования слагаемые -у2 + Зу - 2 в левой ча­
сти получившегося соотношения уже не содержат переменной х и, так как 
коэффициент при у2 , равный - 1 ,  отличен от нуля, к ним также можно при­
менить процедУРУ выделения полного квадрата: 

2 ( 2 
3 9 ) 9 

( 
З
)
2 1 -у + Зу - 2 == - у - 2 . 2У + 4 + 4 - 2 = - у - 2 + 4 · 

Таким образом, уравнение (З5 .2) примет вид 

2 ( 
3
) 
2 1 ( з ) 2 2 2 (х - у +  1 ) - у - 2 + 4 = О <===> 4 у - 2' - В(х - у +  1 ) = 1 <===> 

� ( 2у - 3) 2 - ( 2v'2x - 2./2у + 2v'2) 2 = 1 .  
Переходя к новым переменным х' , у' по формулам 

получим уравнение 
{ 
х' == 2у - З , 
у' = 2v'2x - 2./2у + 2./2, 
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(х' ) 2 - (у' ) 2 = 1 .  
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В силу теоремы 35. 1 приходим к выводу, что исходное уравнение (35.2) за­
дает гиперболу. • 

П р  и м  е р  35 .2 .  Определить вид линии второго порядка, заданной урав-
нением 

2ху + х - 2у - 1 = О. (35 .3) 
Р е ш е  н и  е. В отличие от предыдущего примера левая часть уравнения 

(35 .3) не содержит слагаемых с х2 и у2 . В этом случае следует сделать про­
межуточную замену переменных 

х = х1 + у1 , у = х1 - у1 . 
В результате уравнение (35 . 3) примет вид: 

2 (ху - yf ) + х1 + У1 - 2(х1 - У1 ) - 1 = О  <====> 2xi - 2yf - х1 + 3у1 - 1 = О. 
Здесь уже присутствуют слагаемые, содержащие ху и yf , и поэтому в 

этом уравнении можно выделить полные квадраты относительно х1 и у1 по 
схеме, описанной в приl\·tере 35 . 1 .  Имеем 

Вводя новые переменные х' и у' по формулам 

{ 
/ 

1 Х = Х1 - 4 '  
1 3 у = У1 - -4 

получим уравнение 

{ х' = !х + !у - ! 2 2 4 ' <====> 
' 1 1 3 У = 2х - 2у - 4 '  

(х' ) 2 - (у' ) 2 = О ,  
относящееся к пятому виду классификации теоремы 35 . 1 ,  и следовательно, 
исходное уравнение (35 .3)  задает пару пересекающихся прямых. • 

Если общее уравнение (35 . 1 )  линии второго порядка задано в прямо­
угольной декартовой системе координат, то метод Лагранжа, вообще гово­
ря , не позволяет выяснить форму или расположение линии данного вида 
на плоскости, так как матрица перехода в получающемся преобразовании 
может быть неортогональной. 

Если для линии второго порядка необходимо выяснить какие-либо ее 
метрические характеристики, применяют так называемый метод вращений 
в комбинации с последующим переносом на'Чала координат. 

П р  и м  е р  35 .3 .  Определить форму и расположение на плоскости линии 
второго порядка, заданной в прямоугольной декартовой системе координат 
Оху уравнением 

2х2 - 4ху + 2у2 + 3х - 5у + 1 = О. (35 .4) 
Р е ш е н и е . Выполним поворот системы координат так, чтобы в новой 

системе координат Ох 1 у1 уравнение (35 .4) линии не содержало слагаемо-
го с х 1у1 . Для общего уравнения (35 . 1 )  такой поворот осуществляется по 
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формулам: 

{ х = C?S ер . Х 1  - sin ер . У1 ' 
у == sш ер . х 1 + cos ер . У1 ' 

где t 2 а н - а22 с g ер =  2 . 
a i 2  

(35 . 5) 

В случае уравнения (35 .4) имеем ер == 1Г/4, и формулы (35.5) принимают 
вид 

Подставляя эти соотношения в ( 35 .4) , получим 

т.е . 
(35 .6) 

Отметим, что новая ось абсцисс Ох1 задается в исходной системе коор­
динат уравнением у =  х,  а новая ось ординат Оу1 - уравнениеl\,I у == -х. 

Покажем теперь, что уравнение (35 .6) переносом начала координат мо­
жет быть приведено к каноническому уравнению параболы. 

Для этого выделим полный квадрат относительно переменной у1 : 

и введем новые переменные по формулам 
' 1 ' 1 

х = х1 + J2 '  у == у1 - J2 '  
описывающим параллельный перенос системы координат в точку с коорди-

1 1 натами х1 = - J2 ,  у1 = J2 или , что то же самое, с координатами х = - 1 ,  

у = О в исходной системе координат. 
Таким образом, в построенной систе�·1е координат линия (35 .4)  задается 

уравнением 

( ' )2 - J2 / 

у -
4 

х ' 

описывающим параболу с фокальным параметром р = J2/8. 
Учитывая преобразования системы координат, получим,  что уравне­

ние ( 35 .4) задает параболу с вершиной ( - 1 , 0) ,  осью у =  х + 1 и фокусом 
1 5 1 F (- 16 ' 1 6 ) .  • 
В случае общего уравнения (35 . 1 ) линии второго порядка на плоскости 

справедливо следующее утверждение. 
Т е о р е м  а 35.2 .  Дл.я любой линии второго порядка существует 

прямоуголъна.я декартова систе.м,а координат Оху,  в которой у'JЮвнение 

этой линии имеет один из следующих видов: 
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К анони'Ческое Название линии 
у'[Ювнение 

1 
х2 у2 
а2 + ь2 == 1 ,  а � Ь > О Эл.л,ипс 

2 х2 у2 
а2 + ь2 = - 1 , Мним'Ый эл.л,ипс 

3 1 1  

3 х2 у2 
а2 + ь2 = о , Пара мним'ых пересекающихся прямЪtх 

4 х2 у2 
а2 - ь2 = 1 ,  Гипербола 

5 
х2 у2 
а2 - ь2 == о , П a]Ja пересекающихся прямъ�х 

6 у2 == 2рх , р > О Парабола 

7 у2 = а2 , а > О  Пара парал.л,елън'Ых прям'ЫХ 

8 у2 == -а2 , а > О  Пара мнимъ�х пшрал.л,елънЪtх прямЪtх 

9 у2 = о Пара совпадающих прямъ�х 

Отметим, что вид, форму и расположение на плоскости линии второго 
порядка, заданной общим уравнением (35 . 1 ) ,  можно определить и непосред­
ственно с помощью коэффициентов aij , используя так называемые инвари­
анты линий второго порядка. 

Введем матрицы 

А = [ 
Числа 11 == tr А, /2 == IA I , Кз = I B I называются инвариантами линии 

второго порядка, число К2 = 1 ��� ��: 1 + 1 ��� ��: 1 - ее по.луинвариан-

том. Уравнение 

det(A - ЛI) == О  <==:::> Л2 - l1 Л + /2 = О  

называется характерисrпи'Ческим. 

(35 . 7) 

Т е о р е м  а 35.3. 1) При повороте прямоуголъной декартовой си­
стемъ� координат tтвариантЪt 11 , /2 , Кз и полуинвариант К2 линии вто­
рого порядка не изменяются. 

2) При переносе на'Чала координат инвариантъt 11 , /2 , Кз не изменя­
ются, а полуинвариант К2 остается прежним, если 12 == Кз = О . 

В силу (35 .7) корни Л1 , )..2 характеристического многочлена линии вто­
рого порядка также не меняются при переходе от одной прямоугольной де­
картовой системы координат к другой прямоугольной декартовой системе. 

Связь инвариантов с каноническиыи уравнениями линий второго поряд­
ка показана в нижеследующей таблице. 

Признаки линий, приведенные в этой таблице, справедливы и в случае 
аффинной системы координат. Что же касается канонических уравнений , то 
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для их представления через инварианты необходимо использова 
ские коэффициенты базиса исходной системы координат1 . 

Приведенное 
уравнение 

2 2 Кз Л1х + Л2у + 12 = О ,  

Л1 Л2 -:/= О 

2 н l1y ± 2  - -у;-х = О, 

l1 Кз -:/=  О 

2 К2 l1 y + -у;- == 0, 

11 i= о 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

Каноническое 
уравнение 

линии 
х2 у2 
а2 + ь2 = 1 , 
а > Ь > О 

х2 у2 
- + - = - 1 а2 ь2 

х2 у2 
а2 + ь2 = 0  

х2 у2 
- - - = 1  а2 ь2 

х2 у2 - - - = О а2 ь2 

у2 
= 2рх ,  

р > О 

у2 = а2 , 

а > О 

у2 = -а2 , 
а > О 

у2 == о 

Название 
линии 

Эллипс 

Мнимый 
ЭЛЛИПС 

Пара мнимых 
пересекающихся 

прямых 

Гипербола 

Пара пересекаю-
щихся прямых 

Парабола 

Пара параллель-

ных прямых 

Пара мнимых 
параллельных 

прямых 
Пара совпадаю-

щих прямых 

Центром линии второго порядка называется ее центр симм 
Т е о р е м  а 35 .4. То'Чка Мо (хо ,  уо ) .являете.я 'Центром 

рого пор.яд'Ка, заданной в аффинной систе.м,е координат уравне 
тогда и толъко тогда, когда ее координат'Ьt хо , Уо .являются pt 
стемъt { а1 1 х + ai 2Y + а�з = О , 

ai2x + а22У + а2з = О .  
1 Подробнее сведения о связи различных параметров линий 

рядка с коэффициентами aij их общих уравнений можно полу'(. 
мер , из ( 1 ,  с . 1 28-139] . 
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Отметим, что первые пять линий второго порядка, характеризуемые 
условием 12 -:/= О ,  имеют единственный центр и называются 'Цен.m'[ХJ,Л'ЬН'Ы­
ми. Последние три линии ( /2 = Кз = О) имеют прямую целиком состоящую 
из их центров, и ,  наконец, единственная линия - парабола - вообще не имеет 
центра (/2 = О, Кз -:/= О) . 

ЗАДАЧ И 

В задачах этого параграфа считается , что система коорди­
нат прямоугольная декартова. Случай произвольной аффинной 
системы координат оговаривается особо . 

35 . 1 .  Эллипс с полуосями а и Ь перемещен так, что его центр 
совпал с точкой С(хо , Уа) , а оси остались параллельными осям 
координат. Какое уравнение имеет эллипс в своем новом поло­
жении? 

35 . 2 .  Написать уравнение эллипса, пересекающего ось Ох в 
точках ( 1 , О) , (9 , О) и касающегося оси Оу в точке (О , 3) ,  зная , что 
его оси параллельны осям координат. 

35 . 3 .  Написать уравнение эллипса, оси которого параллель­
ны осям координат, если он касается осей Ох и Оу соответствен­
но в точках (5 ,  О) и (О , 3) . 

35 .4 .  Эллипс касается оси ординат в начале координат, а 
центр его находится в точке (5 , О) . Составить уравнение эллипса, 
зная ,  что его эксцентриситет с равен 4/5 . 

35.5 .  Составить уравнение эллипса, фокусы которого имеют 
координаты F1 (О , 1 ) ,  F2 ( 1 ,  О) , а большая полуось равна 1 .  

35 .6 .Написать уравнение эллипса с полуосями а= 2 , Ь = 1 ,  для 
которого прямые х + у - 1 = О и х - у +  1 = О суть соответственно 
большая и малая оси. 

35 . 7 . Эллипс при движении по плоскости касается двух вза­
имно перпендикулярных прямых.  Какую линию описывает центр 
эллипса? 

35 .8 .  Написать уравнение гиперболы , проходящей через точ­
ку ( 1 , О) , если известно, что ее асимптотами являются прямые 
х = о  и у =  1 .  

35 .9 .  Составить уравнение гиперболы, фокусы которой име­
ют координаты ( 1 , О) ,  (О , 1 ) ,  а асимптоты параллельны осям ко-
ординат. 

35 .9 . 1 .  Доказать , что уравнение у ах +  Ь d ,  где с =!= О и сх + 
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ad =!= Ьс , задает на координатной плоскости равностороннюю ги­
перболу. Найти ее фокусы. 

35 . 10 .  Написать уравнение равносторонней гиперболы,  зная 
ее фокус ( 1 , 1 )  и асимптоту х + у = О .  

35 . 1 1 .  Написать уравнение равносторонней гиперболы,  зная 
ее фокус (2 ,  О) и асимптоту х = 1 .  

35 . 12 .  Составить .уравнение гиперболы, зная один из ее фо­
кусов (-2 , 2) и асимптоты 2х - у +  1 = О , х + 2у - 7 = О  . . 

35 . 13 .  Составить уравнение параболы, зная , что фокус имеет 
координаты: а) (5 , О) , б) ( -3 , 1 ) , а ось ординат служит директри­
сой. 

35 . 14 .  Определить фокус параболы у = х2 - 4х + 5 .  
35 . 15 .  Составить уравнение параболы, зная , что ее вершина 

имеет координаты (а , Ь) , фокальный параметр равен р и направ­
ление оси симметрии совпадает : 1 )  с положительным направле­
нием оси Ох; 2) с отрицательным направлением оси Ох; 3) с 
положительным направлением оси Оу; 4) с отрицательным на­
правлением оси Оу. 

35 . 16 .  Написать уравнение параболы, вершина которой на­
ходится в точке (2 , 6) , а ось параллельна оси Оу, зная , что на 
оси Ох эта парабола высекает хорду длины 6 .  

35 . 17.  Доказать, что параболы, имеющие общий фокус и сов­
падающие, но противоположно направленные оси , пересекаются 
под прямым углом (т.е . касательные, проведенные к ним в каж­
дой точке их пересечения , взаимно перпендикулярны) . 

35 . 18 .  Написать уравнение параболы, касающейся оси Ох в 
точке (3 ,  О) , а оси Оу в точке (О , 2) . 

35 . 19 .Написать уравнение параболы, проходящей через точ­
ки (О , О) , (О , 1 ) , осью которой служит прямая х + у +  1 = О . 

35 . 20 .  Написать уравнение параболы , зная ее директрису х­
у + 8 = О  и фокус F(- 1 , -2) . 

35 . 2 1 .  Написать уравнение параболы, вершина которой на­
ходится в начале координат, а фокус - в точке F( l ,  1 ) . 

35 . 2 1 . 1 .  Составить уравнение линии второго порядка, зная 
ее фокус F( l ,  1 ) , директрису х + 2у - 1 = О и эксцентриситет 
с = VБ. 

35 . 2 1 . 2 .  Составить уравнение линии второго порядка, зная ее 
фокусы F1 ( 1 , 1 ) ,  F2 (-2 , -2) и одну из ее директрис х + у - 1 = О .  

35 . 21 .3 .  Составить уравнение линии второго порядка, зная ее 
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фокус F(-3 ,  -7) , центр (- 1 ,  -3) и одну из директрис х+2у- 4  = 
о .  

35 . 22 .  Пользуясь методом Лагранжа, определить вид сле,цу-
ющих линий второго порядка (система координат аффинная ) :  

1 )  2х2 + Зху + 4у2 - 5х + 2у - 1 = О ;  
2 )  4х2 - 4ху + у2 - 8х + 6у - 2 = О; 
3) 2ху - 4у2 + 6х + 6у + 1 = О ; 
4) х2 - 4ху + у2 - 4х + 2у - 2 = О ; 
5) х2 - 2ху + 4у2 + 2х - 2у - 4 = О ; 
6) х2 + 4ху + 4у2 - 6х - 8у = О . 
35 . 23 .  Пользуясь методом Лагранжа, показать, что каждое 

из нижесле,цующих уравнений определяет пару прямых, и найти 
уравнения этих прямых (система координат аффинная) : 

1 ) 2х2 - 5ху - 12у2 - х + 26у - 10 = О ; 
2) Зх2 + ху - 2у2 - 5х + 5у - 2 = О ; 
3) 4х2 + 16ху + 15у2 - 8х - 22у - 5 = О ;  
4) 4х2 - 4ху + у2 - 6х + Зу - 4 = О . 
35 . 24 .  Используя параллельный перенос , выяснить вид и рас­

положение на координатной плоскости следующих линий второ­
го порядка: 

1 )  х2 + у2 - 2х + 6у - 5 = О ; 
2) х2 + 4у2 + 4х - 8у - 8 = О; 
3) х2 + 2у2 + 8х - 4 = О ;  
4) 9х2 - у2 - 18х - 20у - 316 = О ; 
5) 6х2 - 5у2 + 12х - 10у + 31 = О ;  
6 )  х2 - 4у2 + 6х + 5 = О ;  
7 )  у2 - 10х - 2у - 19 = О ;  
8 )  у2 - 6х + 14у + 49 = О ;  
9 )  у2 + 8х - 16 = О; 
10) х2 - 6х - 4у + 29 = О;  
1 1 ) 2х2 + у2 - 4х + 4у = О ; 
12 ) 6х2 + 8у2 + 3х - 4у + 1 = О ; 
13) 2х2 + 9у2 - 12х - 6у + 19 = О ;  
14) 3х2 - 2у2 + 6х + 4у + 1 = О ; 
1 5) х2 + х - 6 = О;  
16) у2 - 5у + 11 = О; 
17) 25х2 - 30х + 9 = О .  
35 .25 .  Линия второго порядка определяется уравнением 

х2 - 2у + Л(у2 - 2х) = О .  
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Определить тип линии при каждом вещественном значении па­
раметра Л и описать ее расположение относительно данной си­
стемы координат. 

35 . 26. При каком необходимом и достаточном условии урав­
нение Ах2 + Ву2 + 2Сх + 2Dy + Е = О задает: 1 )  эллипс ; 2) ги­
перболу? Система координат аффинная . 

35 .27 .  Используя . метод вращений, определить форму и рас-
положение на плоскости следующих линий второго порядка: 

1 )  х2 - 2ху + у2 - lOx - 6у + 25 = О ; 
2) ху + х + у  = О ;  
З) 5х2 + 8ху + 5у2 - 18х - 18у + 9 = О ; 
4) 5х2 + 6ху + 5у2 - 16х - 16у - 16 = О ; 
5) х2 + 2ху + у2 - 8х + 4 = О ; 
6) 5х2 + 4ху + 8у2 - З2х - 56у + 80 = О ;  
7) 5х2 + 12ху - 22х - 12у - 19  = О ;  
8) 4х2 - 12ху + 9у2 - 2х + Зу - 2 = О ; 
9) 4ху + Зу2 + 16х + 12у - 36 = О ;  
10 )  2х2 + 4ху + 5у2 - 6х - 8у - 1 = О; 
1 1 )  6ху - 8у2 + 12х - 26у - 1 1  = О ; 
12) 4х2 - 4ху + у2 - 2х - 14у + 7 = О ; 
lЗ) х2 - 4ху + 4у2 + 4х - Зу - 7 = О ; 
14) 4х2 - 4ху + у2 - 6х + Зу - 4 = О . 
35 .28 .  Линия второго порядка определяется уравнением 

х2 + 2Лху + у2 = 1 .  
Определить вид линии при каждом вещественном значении па­
раметра Л и описать ее расположение относительно данной си­
стемы координат. 

§36 .  Эллипсоиды, гиперболоиды, параболоиды 
Эллипсоиды. Поверхность , определяемая в некоторой прямоугольной 

декартовой системе координат Oxyz уравнением 

х2 у2 z2 

2 + ь2 + 2 = l , 
а с (36 . 1 ) 

называется эллипсоидом (рис. 1 ) .  Уравнение (36 . 1 ) называется канони'Че­
ским уравнением эллипсоида, а соответствующая система координат Oxyz 
- канони'Ческой для данного эллипсоида. 

Числа а ,  Ь, с в каноническом уравнении (36 . 1 ) называются полуосями 
эллипсоида. Если а , Ь, с попарно различны , то эллипсоид называется трех­
оснЪtм. Если две полуоси эллипсоида совпадают, то такой эллипсоид называ-
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z 

Рис. 1 

ется эллипсоидом вращения. Если же а =  Ь = с, то эллипсоид (36 . 1 ) является 
сферой радиуса а с центром в начале координат. 

Эллипсоид обладает следующими простейшими свойствами. 
1 ° . К оординатнъtе плоскости канони'Ческой систе.м,'Ь(, координат эллип­

соида явл.яютс.я плоскосrп.ями симметрии, координатные оси - ос.ями сим­
метрии, а 'Центр координат - 'Центром симметрии эллипсоида. Коорди­
натные оси канонической системы координат называются главными осями, 
а начало координат - 'Центром эллипсоида. 

2° .  Эллипсоид - ограни'Ченна.я поверхностъ, заклю'Ченна.я в параллеле­
пипеде \х \ < а, I Y \ < Ь, \ z l < с. Если эллипсоид трехосный, то точки (а, О, О) , 
(-а,  О ,  О) , (О , Ь, О) , (О , -Ь, О) , (О , О , с) , (О , О, - с) пересечения эллипсоида с его 
главными осями называются вершинами эллипсоида. 

3° . Лини.я nересе'Чени.я эллипсоида с любой плоскостъю его се'Чени.я .яв­
ляете.я эллипсом. 

Отметим, что для любого эллипсоида существует семейство плоскостей , 
пересекающих этот эллипсоид по окружностЯI\11 . Например, если эллипсоид 
трехосный и а > Ь > с, то таковыми являются плоскости 

cva2 - Ь2х ± aJb2 - c2z + ЛасJа2 - с2 = О , 
где \ Л I < 1 . 

П р и м е р  36. 1 .  Дан эллипсоид 

(36 .2) 

и плоскость 
3х + 4у + 6z - 12  = О. (36 . 3) 

Установить , пересекает ли эта плоскость эллипсоид, и в случае положитель­
ного ответа найти центр линии сечения. 

Р е ш е н и е. Плоскость (36 .3) проходит через три точки М0 (0, О , 2) , М1 (6 , 
О, -1 ) , М2(О, 6 , -2) . Если за направляющие векторы этой плоскости взять 
векторы ei = { 6 , О, -3} и е2 == {О , 6 , -4} , то ее параметрическое уравнение 
будет иметь вид { х = 6и , 

у == 6v , 
z = 2 - 3и - 4v. (36 .4) 
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Соотношения (36.4) означают, что и и v - декартовы координаты точки 
плоскости (36 .3) в плоскостной системе координат {Мо ; е 1 , е2 } · 

Подставляя (36 .4 )  в уравнение эллипсоида (36 . 2) , получим уравнение 
линии пересечения в плоскостной системе координат {М0 ;  e i , е2 } 

или 
4и2 + 9v2 + (2 - 3и - 4v) 2 = 1 

1 3и2 + 24uv + 25v2 - 12и - 16v + 3 = О. 
Это уравнение опре�еляет эллипс , так как (см .  §35) 

1 1 3 12 = 1 2 
12 1 25 > о, 

13 
12 
-6 

12 
25 
-8 

-6 
-8 
3 

Координаты центра эллипса определяются из системы 
54 32 

< о. 

{ 13и + 12v - 6 = О ,  
12и + 25v - 8 = О :::=::} и = 181 ' v = 181 . 

Отсюда и из (36 .4) находим координаты центра в исходной системе ко­
ординат Oxyz : 

324 192 72 х = 181 ' у = 181 ' z = 18 1 . • 
П р  и м  е р  36 .2 . Составить уравнение эллипсоида, оси которого совпа­

дают с осями координат, если известно, что он проходит через окружность 
х2 + у2 + z2 = 9 , z = х, и точку .Л10 (3 , 1 ,  1 ) .  Система координат прямоуголь­
ная. 

3 3 Р е ш е н и е. Точки М1 (О , 3 ,  О} , 1\12 ( J2 '  О,  J2) лежат на окружности. Так 
как оси эллипсоида совпадают с осями координат, то уравнение эллипсои-

х2 у2 z2 да имеет вид 2 + 
Ь2 + 2 = 1 .  Величины а, Ь, с находятся из того , что 

а с 
координаты точек lvlo ,  А11 , М2 удовлетворяют этому уравнению: 

{ 
9а-2 + ь-2 + с- 2 = 1 ,  
9ь-2 = 1 ' 

9 -2 + 9 -2 - 1 2 а 2 с -
:::=::} а2 = 12 , Ь2 

= 9 , с2 = 7, 2. 

Таким образом , искомое уравнение имеет вид 
х2 у2 z2 
12 + 9 + 7, 2 = l . • 

Гиперболоиды. Поверхность , определяемая в некоторой прямоуголь-
ной декартовой системе координат Oxyz уравнением 

х2 у2 z2 

2 + ь2 - 2 = l , 
а с 

(36 .5 ) 
называется оih-юполосmн'Ым гиперболоидом (рис . 2) , а поверхность , опреде­
ляемая уравнением 

х2 у2 z2 
2 + ь2 - 2 = - l ,  а с 

(36 .6 )  
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Рис. 2 Рис. 3 

называется двуполостнъш гиперболоидом (рис . 3) . 
Уравнения (36 .5 ) и (36 . 6) называются каною_t'Ческими уравнениями соот­

ветственно однополостного и двуполостного гиперболоидов, а соответству­
ющие системы координат Oxyz - канони'Ческими для данного гиперболоида. 

Числа а, Ь, с в канонических уравнениях (36 . 5) и (36.6) называются по­
луосями гиперболоидов. Если полуоси а и Ь гиперболоида равны, то такой 
гиперболоид называется гиперболоидом вращею.t.я. 

Однополостный и двуполостный гиперболоиды обладают следующиl\Iи 
простейшими свойствами. 

1 ° . К оординатньtе плоскости канони'Ческой систем'Ьt координат гипер­
болоида являются плоскостями симметрии, координатные оси - осями 
си.мметрии, а v,ентр координат - 'Це'Нтром симметрии гиперболоида. Ко­
ординатные оси канонической системы координат называются главнъtми 
осями, а начало координат - v,ентром гиперболоида. 

Для однополостного гиперболоида (36. 5) с неравными полуосями а f Ь 
точки (а ,  О;О) , ( - а ,  О , О) , (О ,  Ь, О) , (О , -Ь, О) пересечения гиперболоида с его 
главными осями Ох и Оу называются его вершинами. Вершинами же дву­
полостного гиперболоида (36 .6) называются точки (О , О, с) , (О , О, - с) пересе­
чения гиперболоида с его главной осью Oz . 

2° . Гиперболоидъt - неограни-ченнъ�е поверхности, при'Чем двуполостнЪtй 
гиперболоид состоит из двух симметр'l.L'ЧН'ЬtХ непересекающихся поверхно­
стей (полостей) , 'JЮСположеннЪLх в полупространствах l z l > с . 

3° . Се'Чения гиперболондов плоскосrп.ями z == h , где h любое - для од­
нополостного гиперболонда u l h l > с - для двуполост'Ного гиперболонда, 
представляют собой эллипсъ�, 'ЧЪU полуоси неограни'Ченно возрастают при 
h ---+- оо .  Эллипс, получающийся в сечении однополостного гиперболоида при 
h = О , называется его горлов'Ьtм эллипсом. 

4 ° . Се'Чения гиперболоидов плоскостями х = h и у = h представляют 
собой гиперболъt за исклю'Чение.м, одного слу'Чая: плоскости х = ±а и у = 
±Ь пересекают однополостн'Ьtй гиперболоид (36 .5) по паре пересекающихся 
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прям'ыХ. 
Последнее свойство указывает на важную особенность однополостного 

гиперболоида - наличие прямых, целиком на нем лежащих . Прямые, все 
точки которых лежат на поверхности, называются nрямолин.ей'Н'Ыми об]Jа­
зующими этой поверхности. 

Т е о р е м а 36. 1 .  Через каждую то'Чку одн.оnолостн.ого гиперболо­
ида (36 . 5) проходят две пр.ямолин.ейн.ъtе образующие, общие уравн.ен.ия ко­
торъtх имеют вид 

а (: - � ) · /3 ( 1 - t) , 
,В ( х + � ) = а (1 + !t ) , и 

а с Ь 
Ct2 + ,в2 -:/= о 

!' (� - .:.) = 8 ( 1 + !t ) , 
а с Ь _ 

8 ( х + � ) = 1 ( 1 - !t ) , 
а с Ь 

"2 + 82 -:/= о . 

П р  и м  е р  36.3 . Определить вид линии пересечения двуполостного ги­
перболоида 2 2 2 х + у  - z = -4 
с плоскостью 

х + у - z + 3 = о. (36 . 7) 
Р е ш е н и е. Запишем уравнение плоскости (36 .7) в параметрической 

форме 

{ � �,' z = и + v + 3 . 
Значит, и и v - плоскостные координаты точки плоскости (36 . 7) в системе 
координат {Мо ;  e i , е2 } ,  где Мо (О, О , 3) , ei = { 1 ,  О, 1 } ,  е2 = {О , 1 ,  1 } . 

или 

Уравнение линии пересечения в этой системе координат имеет вид 
и2 + v2 - (и + v + 3) 2 + 4 = О  

2иv + 6и + 6v + 5 == О . 
п б ' ' / / рео разование координат и= и + v , v = и  - v приводит это уравнение 

к виду (и' )2 - (v' ) 2 + 12и' + 5 = О  или (и' + 6) 2 - (v' )2 = 3 1 .  Перенос начала 
координат и" = и' + 6 , v" = v' дает уравнение гиперболы (и" ) 2 - (v") 2 = 3 1 .  • 

П р  и м  е р  36 .4 . Составить уравнения прямолинейных образующих од-
нополостного гиперболоида 

х2 у2 z2 - + - - - = 1  1 6 9 4 ' 
проходящих через точку Мо(4 , 3 , 2) . 

Р е ш е н и е. Согласно теореме 36 . 1 через каждую точку гиперболоида 
проходят две прямолинейные образующие 

а (� - � )  = /3 (1 - � ) , 
/3 (� + �) = a (l + �) , и 12 : 
Ct2 + ,в2 -:/= о 

т (� - �) = 0 ( 1 + � ) ,  

О (� + � ) =  1 (1 - � ) , 
"2 + 82 -:/= о . 
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Так как они пересекаются в точке Мо , то а =  /3 = 1 ,  6 = О. Таким образом , 
искомые прямые имеют уравнения 

. { : - � = 1 - � · 
l 1 . х z у - + - = 1 + -

4 2 3 
и l . { � - � = о, 

2 . у 1 - З = О. • 

Параболоиды. Поверхность , определяемая в некоторой прямоуголь­
ной декартовой системе координат Oxyz уравнением 

х2 у2 
а2 + ь2 = 2z , (36.8) 

где а, Ь > О, называется эл.лиnти-ческим nа'раболоидом (рис. 4) , а поверх­
ность, определяемая уравнением 

х2 у2 
а2 

- ь2 = 2z , (36 .9) 

где а ,  Ь > О , называется гиnерболu'Ческttм параболоидом (рис. 5) . 
Уравнения (36.8) и (36 .9) называются канонu'Ческнми уравнени.ями со­

ответственно эллиптического и гиперболического параболоидов, а соответ­
ствующие системы координат Oxyz - канонu'Ческими для данного парабо­
лоида. 

Если в уравнении (36 .8) эллиптического параболоида а = Ь, то такой 
параболоид называется nа'раболоидом вращения. 

z 

z 

Рис. 4 Рис . 5 

Эллиптический и гиперболический параболоиды обладают следующими 
простейшими свойствами. 
1 1 -427 1 
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1 ° .  Координатнъ�е плоскости Oxz и Oyz канони'Ческой систе.м,ъ� коорi}н­
нат пшраболоида .явл.яютс.я плоскостями симметрии, а координатная осъ 
Oz - осъю симметрии параболоида. Точка 0(0, О, О) пересечения параболои­
да с его осью симl\11етрии называется вершиной параболоида. Плоскость Оху 
служит касательной плоскостью к параболоиду в его вершине . 

2° . Пшраболоидъ� - неогранн'Ченнъ�е поверхности, при'Чем элл1tnти'Ческий 
параболоид целиком расположен в полупространстве z > О .  

3° . Плоскостн х == h и у == h пересекают эллипти'Ческий параболоид по 
параболам, ветви котор'ЬtХ направлен'Ьl вверх. Се'Чени.я же эллипти-ческого 
параболоида плос·костями z == h, h > О, представляют собой эллипс'Ьl, 'Ч'Ьи 
полуоси неогранн'Чеюю возрасп�ают при h � оо .  

-

4° . Плоскости х = h 'l.L у == h пересекают гиперболи'Ческий параболо­
ид по параболам, при'Чем ветви первой параболъ� направленъt вннз, а вто­
рой - вверх. Се'Чени.я же гиперболи-ческого параболоида плоскостями z == h 
представляют собой гиперболъ� за uсклю'Чение.м, одного слу'Ча.я: касателъ­
на.я плоскостъ z = О пересекает эту поверхностъ по паре пересекающихся 
пр.ЯМ'ЬtХ. 

Как и однополостный гиперболоид, гиперболический параболоид по­
крыт двуl\,IЯ семействами прямолинейных образующих. 

Т е о р е м а 36.2 .  Через каждую то-чку гиперболи'Ческого пшраболо­
ида (36 .9) проход.яrп две пр.ямолинейнъtе образующие, общие уравненu.я ко­
rпор'ЫХ имеют вид: 

a z = /J (: + t ) , 
2/j = а (� - 1;) , tt 
о? + /32 -:/= О 

J'Z = 8 ( � - � ) ,  
а Ь 

28 == !' ( � + ]!_ )  ' 

а Ь 
1'2 + 82 -:/= О. 

П р  и м  е р  36 .5 .  Составить уравнения прямой , на которой лежат центры 
сечений эллиптического параболоида 

х2 у2 
1 6 + 9 == 2z 

плоскостяl\ш , параллельными плоскости х == z .  
Р е ш е н и е. Плоскость , параллельная плоскости х == z ,  иыеет уравнение 

х - z + t == О, t Е IR. Она проходит через точку Мо (О, О , t) и имеет направ-
ляющие векторы е 1 == { 1 ,  О , 1 } , е2 == {О , 1 ,  О} , поэтому ее пара.метрическое 
уравнение имеет вид { х = и, 

у == v ,  
z == t + и, 

(36 . 1 0) 

где и и v - плоскостные координаты точки плоскости в декартовой системе 
координат {Мо ; е1 , е2 } · 

Уравнение линии пересечения параболоида с такой плоскостью имеет 
вид 

tt2 v2 
1 6 + 9 == 2(t + u) 

поэтому центр линии пересечения (эллипса или пары пересекающихся пря-u v 
мых) определяется из условий 4 == 4 ,  g = О. 

С учетом (36 . 1 0) получим, что центры сечений лежат на прямой х 
16 , у == о  . •  
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ЗАД АЧИ 

В задачах этого параграфа считается , что система координат 
прямоугольная декартова. 

36 . 1 .  Составить уравнение эллипсоида, оси которого совпа­
дают с осями координат, если он пересекает координатные плос­

х2 z2 
кости Oxz и Oyz соответственно по линиям у = О ,  25 + 16 = 1 

у2 z2 
и х = О ,  g + 16 = 1 .  

36 . 2 .  Составить уравнение эллипсоида, оси которого совпа­
дают с осями координат, если он проходит через эллипс z = О ,  
х2 у2 

g + 16 = 1 и через точку M( l ,  2 , v'23) . 
36 . 3 . Составить уравнение эллипсоида, оси которого совпа­

дают с осями координат, если он проходит через окружность 
х2 + у2 + z2 = 9 ,  z = х и точку М(3 , 1 , 1 ) .  

36.4 .  Написать уравнение эллипсоида с вершинами в точках 
(О , О ,  6) и (О ,  О ,  -2) , зная , что плоскость Оху пересекает его по 
окружности радиуса 3 .  

36.4 . 1 .  Составить уравнение эллипсоида, оси которого парал­
лельны осям координат, зная , что в его сечении плоскостью Oyz 
лежит эллипс 2у2 + 4z2 - 4у + 8z + 3 = О, а плоскостью Oxz -
эллипс х2 + 4z2 - 2х + 8z + 3 = О .  

36 . 5 .  Написать уравнение поверхности, получающейся при 
х2 у2 

вращении эллипса а2 + Ь2 = 1 (а > Ь) , z = О: 

1 )  вокруг его большой оси ;  2) вокруг его малой оси .  
36 .6 .  Установить, при каких значениях D плоскость 2х+ 2у+  

z - D = О пересекает эллипсоид 4х2 + 4у2 + z2 = 4 .  
36. 7 . Найти ортогональную проекцию на плоскость Оху ли­

нии пересечения эллипсоида х2 + 4у2 + 16z2 = 16 и плоскости 
х + 4z - 4 = О . 

36 .8 .  Найти центр сечения эллипсоида х2 + 2у2 + 4z2 = 10 
плоскостью: 

1 ) x + y + 2z = 5 ; 2) x + y + z = 7. 
36.9 .  Найти уравнение множества центров сечений эллипсо­

ида х2 + 2у2 + 3z2 = 4 плоскостями , параллельными плоскости 
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x + y + z = l . 
36. 10 .  Найти уравнение плоскости, пересекающей эллипсоид 

х2 + 2у2 + 4z2 = 9 по эллипсу, центр которого находится в точке 
С(З , 2 , 1 ) . 

36. 1 1 .  Определить координаты центра окружности, лежащей 
в сечении сферы x2 + y2 + z2 = R2 плоскостью Ax + By + Cz + D  = 
О. При каком необходимом и достаточном условии такое сечение 
существует? 

· 
36. 12 .  Доказать , что если и и v - большая и малая Полуоси 

эллипса, получающегося при пересечении эллипсоида 

х2 у2 z2 
2 + ь2 + 2 = 1 , а > ь > с > о , а с 

плоскостью, проходящей через его центр , то 
а > и >  Ь > v > с. 

36. 13 .  Найти полуоси эллипсов, лежащих в сечении: 
у2 ..,2 

1 ) эллипсоида х2 + 4 + -<-9 = 1 плоскостью х + у = О ;  

2) эллипсоида 4х2 + у2 + 4z2 = 4 плоскостью х - у = 1 ; 
3) эллипсоида 4х2 + 4у2 + z2 = 4 плоскостью х + у + z = О ; 
4) эллипсоида 2х2 + у2 + z2 = 1 плоскостью х + у - z = 1 .  
36. 13 . 1 .  Доказать , что сечения эллипсоида 

плоскостями, 

х2 у2 z2 
2 + ь2 + 2 = 1 , а > ь > с > о,  а с 

cJa2 - Ь2х ± аJЬ2 - c2z + D = О , 
где I D I < acv1 а2 - с2 , представляют собой окружности .  Найти их 
радиусы. 

36 . 14 .  Выяснить, по какой линии пересекаются два эллипсо­
ида 

х2 у2 z2 х2 у2 z2 
ь2 + 2 + 2 = l , 2 + ь2 + 2 = 1 , а > ь. а с а с 

36. 15 .  Написать уравнение однополостного гиперболоида 
вращения , проходящего через прямые у = ±х , z = О и через 
точку ( 1 , 2 , 3) , если известно, что ось Oz является его осью сим­
метрии. 
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36 . 16 .  Написать уравнение двуполостного гиперболоида с 
вершинами (О ,  О ,  ±6) , зная,  что плоскости Oxz и Oyz являют­
ся его плоскостями симметрии и пересекают его по гиперболам , 
асимптоты которых образуют с осью О z углы, соответственно 
равные 1Г /6 и 1Г /3 . 

36. 1 7. Написать уравнение плоскости, параллельной плоско-
х2 у2 

сти Oyz и пересекающей однополостный гиперболоид g + 4 -
z2 = 1 по гиперболе, действительная полуось которой равна 1 . 

36 . 18.  Найти прямолинейные образующие поверхности х2 + 
у2 = 2 (z2 + 1 ) , проходящие через точку ( 1 ,  1 ,  О) . 

36. 19 .  Определить угол между прямолинейными образую­
щими однополостного гиперболоида х2 + у2 - z2 = 1 , проходящи­
ми через произвольную точку. 

36. 20. Найти уравнение плоскости, пересекающей гиперболо­
ид х2 + 4у2 - 9z2 = 36 по паре прямых, проходящих через точку 
М(6 ,  -3 , 2) . 

36. 2 1 .  Составить уравнения плоскостей, проходящих через 
точку (а , О ,  О) и пересекающих однополостный гиперболоид 
х2 у2 z2 
2 + ь2 - 2 = 1 по двум r1араллельным прямым . а с 

36. 22 .  Пусть Р - множество всех точек гиперболоида 
х2 у2 z2 
2 + ь2 - 2 = 1 , в которых его прямолинейные образующие а с 
пересекаются под прямым углом .  Доказать , что : 

а) множество Р непусто тогда и только тогда, когда выпол­
нено условие n1ax ( а, Ь) > с; 

б) при а = Ь > с множество Р является объединением сечений 
гиперболоида плоскостями z = ±cJ(a2 - с2) / (а2 + с2) ; 

в) множество Р является пересечением гиперболоида с шаром 
х2 + у2 + z2 = а2 + ь2 - с2 . 

36 . 23 .  Доказать , что проекции прямолинейных образующих 
гиперболоида х2 + у2 - z2 = 1 на плоскость Оху касаются окруж­
ности х2 + у2 = 1 .  

36 . 24 .  Доказать,  что прямолинейные образующие однопо-
х2 у2 z2 

лостного гиперболоида 2 + ь2 - 2 = 1 проектируются на плос-а с 
кость Оху в касательные к горловому эллипсу. 

36 .25 .  Определить , какие линии второго порядка могут по-
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лучиться в сечении: 
а) однополостного гиперболоида; 
б) двуполостного гиперболоида 

произвольной плоскостью. 
36 . 26 .  Исследовать линию пересечения гиперболоида 

х2 у2 
g + 4 - z2 = 1 с плоскостью 4х - Зу - 12z - 6 = О ,  пользуясь 
ее проекциями на координатные плоскости. 

36. 27. Определить вид линии пересечения гиперболоида х2 + 
у2 - z2 = 1 и плоскости 3х + 4у - 5z = О .  

36 . 28 .  Выяснить , по какой линии плоскость х + у  - z + 3 = О 
пересекает гиперболоид х2 + у2 - z2 = -4. 

36. 29 .  Найти центр сечения гиперболоида x2 + 2y2 - 4z2 = -4 
плоскостью х + у + 2z = 2 . 

36. 30 . Найти уравнение множества центров сечений гипербо­
лоида х2 + у2 - Зz2 = 2 плоскостями , параллельными плоскости 
x + y + z = l . 

36. 31 . Выяснить, по какой линии пересекаются однополост­
ный гиперболоид 

х2 у2 z2 
2 + ь2 - 2 = 1 ,  а > ь, а с 

и сфера х2 + у2 + z2 = а2 . 
36. 32 .  Доказать , что прямая при вращении в пространстве 

вокруг оси ,  которая не пересекается с ней и ей неортогональна, 
описывает однополостный гиперболоид вращения . 

36 . 33 .  Определить поверхность, которую описывает пря1\11ая ,  
скользящая по трем прямым 

х у - 1  z х - 2  у z 
2 о - 1 ' о 

= 1 = l '  
х 
2 

у + 1  
о 

из которых никакие две не лежат в одной плоскости . 
36 . 33 . 1 .  Доказать,  что сечения гиперболоидов 

плоскостями 

х2 у2 z2 
а2 + ь2 - с2 = ±1 ,  а > ь > о, 

cJ а2 - Ь2у ± ьy'di + с2 z + D = О 

представляют собой окружности : 

z 
1 '  
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а) для двуполостного гиперболоида при ID I > ЬсJЬ2 + с2 ; 
б) для однополостного гиперболоида при любом D. 

Найти их радиусы. 
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36. 34 . Написать уравнение эллиптического параболоида с 
вершиной ( 2 ,  3 ,  6)  и осью, параллельной оси Oz ,  зная , что плос­
кость Оху пересекает его по эллипсу, оси которого параллельны 
осям Ох и Оу , причем эллипс касается этих осей координат. 

36 . 35 .  Написать уравнение гиперболического параболоида, 
х2 у2 

проходящего через гиперболу а2 -
Ь2 = 1 ,  z = с, зная , что его 

плоскости симметрии совпадают с двумя плоскостями координат 
Oxz и Oyz и что третья координатная плоскость Оху пересекает 
его по паре прямых. 

36. 36.  Написать уравнение эллиптического параболоида, 
зная , что плоскости х = а и у = Ь пересекают его по парабо­
лам с вершинами (а , О ,  с) и (О ,  Ь, с) , плоскость Оху касается па­
раболоида в его вершине, а плоскости Oxz и Oyz являются его 
плоскостями симметрии. 

36 . 37 .  Написать уравнение гиперболического параболоида, 
проходящего через точку ( 10 , 6 ,  1 1 ) , зная , что плоскости Oxz и 
Oyz являются его плоскостями симметрии, а плоскость Оху пе­
ресекает его по паре прямых, один из углов между которыми 
равен 27Г /3 . 

36. 38 .  Написать уравнение гиперболического параболоида, 
проходящего через прямые у = ±х, z = О и через точку ( 1 ,  2 ,  3) , 
если известно , что ось Oz является его осью симметрии. 

36 . 39 .  Найти уравнение проекции линии пересечения поверх­
ностей х2 + 2у2 = 2z , х + 2у + z = 1 на плоскость Оху. Что 
представляет собой эта линия? 

36 .40 .  Выяснить , по какой линии пересекаются параболоид 
х2 - у2 = 2z и плоскость х + у + z = 1 .  х 

36.41 .  Доказать , что плоскость а 
параболоид 

х2 у2 
- - - = 2z а2 ь2 

по прямой, и составить ее уравнение. 

у 
+ h = О пересекает ь 

36.42 . Найти уравнение множества центров сечений пара­
болоида х2 + у2 = 2z плоскостями, параллельными плоскости 
x + y + z = 1 . 
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36.43.  Найти условие, необходимое и достаточное для того , 
чтобы плоскость z = ах+Ьу+с пересекала параболо�д вращения 
х2 + у2 = 2pz (р > О) по эллипсу. 

36 .43 . 1 .  Доказать , что плоскость пересекает параболоид 
х2 у2 
а2 + 

Ь2 
= 2pz по параболе тогда и только тогда, когда она па-

раллельна оси Oz . 
36.44 .  Доказать , что гиперболический параболоид не имеет 

плоских эллиптических сечений. 
36 .44 . 1 .  Какие кривые второго порядка могут получиться в 

сечениях гиперболического параболоида? 
36.45.  Найти прямолинейные образующие параболоида 4х2 -

у2 = 16z ,  пересекающиеся в точке (2 , О ,  1 ) . 
х2 у2 

36 .46. На параболоиде - - - = z найти прямолинейные 
16 4 

образующие, параллельные плоскости Зх + 2у - 4z = О.  
36 .47. На гиперболическом параболоиде х2 - у2 = 2z найти 

геометрическое место точек пересечения двух взаимно перпен­
дикулярных образующих. 

36 .48 .  Найти геометрическое место точек на поверхности па-
х2 у2 

раболоида 
а2 - ь2 = 2z , через каждую из которых проходят две 

взаимно перпендикулярные прямолинейные образующие этой по­
верхности. 

36 .49 .  Доказать, что прямые, по которым плоскость Оху пе­
ресекает гиперболический параболоид х2 - у2 = 2pz (р > О) , 
являются его осями симметрии . 

36 . 50 .  Доказать , что проекции прямолинейных образующих 
х2 у2 

параболоида 
а2 - Ь2 = 2z на плоскость Oxz касаются параболы 

х2 = 2a2z .  
36 .51 .  Найти геометрическое место точек, равноудаленных 

от данной точки и от данной плоскости , не проходящей через 
данную точку. 

36 . 52 .  Найти геометрическое место точек, равноудаленных 
от двух данных скрещивающихся прямых в пространстве . 

36 . 53 .  Составить уравнение поверхности , образованной пря­
мой , которая скользит по прямым 

х - 6 у z - 1  х 
и 

3 2 1 3 
у - 8  

2 
z + 4  
-2 ' 
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оставаясь все время параллельной плоскости 2х + Зу - 5 = О. 
36 .54 .  Определить вид линии пересечения поверхностей х2 + 

у2 = 2z и х2 + у2 + z2 = 8 .  
х2 у2 

36.55 .  Доказать, что эллиптический параболоид 25 + 16 = 2z 
и сфера х2 + у2 + z2 = 50z пересекаются по двум окружностям . 
Найти центры и радиусы этих окружностей . 

36. 56.  Найти линию пересечения поверхностей 
х2 + у2 - z2 = а2 , х2 - у2 = 2az . 

36.57.  Написать уравнения проекций линии пересечения по­
верхностей х2 + у2 - z2 = 1 , х2 - у2 = 2z на координатные плос­
кости и выяснить , что представляет собой эта линия . 

§37. Конусы и цилиндры 
Конус .  Поверхность , определяемая в некоторой прямоугольной декар­

товой системе координат Oxyz уравнением 

называется кон.усом (рис . 1 ) . 

х2 у2 z2 
2 + ь2 - 2 = о

, а с 

Конус обладает следующими простейшими свойствами. 

(37. 1 ) 

1 ° . Координ.атн.ие плоскости кан.он.и'Ческой системъt координ.ат кон.уса 
.являются плоскост.ями симметрии, координ.атн.ъtе оси - осями симмет­
рии, а н.а'Чало координат - 'Центром сим.м,етрии конуса. Ось О z канони­
ческой системы координат называется осъю конуса, а начало координат -
вершиной конуса. 

2° .  Конус - неограни'Чен.ная поверхн.остъ. 
3° . Се'Чени.я конуса плоскостями z = h ,  h i= О, представляют собой 

эл.л,ипсъt, полуоси которих неогранu'Ченно возрастают при h � оо .  Любое 
такое сечение называется направляющей конуса. 

Если в уравнении ( 37 . 1 ) конуса а =  Ь, то такой конус называется круго­
вим конусом (или конусом вращения) . 

4° . Се'Чения конуса плоскостями х = h и у = h,  h i= О, представляют 
собой гиперболъt, а плоскости х = О u у == О пересекают конус по парам 
пересекающихся пр.ямъ�х. 

Из этого свойства следует, что через каждую точку конуса, кроме его 
вершины , проходит ровно одна прямолинейная образующая и все эти пря­
молинейные образующие пересекаются в вершине конуса. 

Отметим, что круговой конус может быть получен вращением образую­
щей конуса вокруг его оси . 

5° . Се'Чени.я конуса (37 . 1 ) плоскостями z = h + сх/а и z = h + су/Ь, 
h -:/; О, представляют собой парабол и. 

Таким образом, и эллипс, и гипербола, и парабола являются плоскими 
сечениями конуса. На этом основании эти линии обычно называют кони'Че­
скими се'Чени.ями. 
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z 

Рис. 1 

П р  и :м е р  37 . 1 .  Определить вид поверхности , заданной в прямоугольной 
декартовой системе координат уравнением 

z == 5 

Р е ш е н и е. Уравнение (37 .2) равносильно системе уравнений { х2 у2 z2 
32 + 1 8 == 25 ' 
z > о, 

( 37. 2) 

которая определяет верхнюю часть (над плоскостью Оху) конуса, вершина 
которого - начало координат, а ось совпадает с осью Oz .  Точки 0(0, О ,  О) и 
N/0 (4 , 3 , 5) лежат на конусе , поэтому образующей конуса является прямая 
х == 4t , у = 3t , z = 5t . • 

П р  и м  е р  37. 2 . Определить вид сечения конуса х2 + у2 == z2 плоскостью 
3х - у +  4z + 1 2 == О. ( 37 .3 ) 

Р е ш е н и е. Записав уравнение плоскости (37 .3) в параметрической фор-
l\Ie 

х == -4 + tt + 4v , у == 3и , z == -3v , (37.4) 
получим выражение пространственных координат х , у ,  z точки плоскости 
через ее плоскостные координаты и,  v в системе координат {Мо ;  e i , е2 } , где 
Мо (-4 , 0 , 0) , e i  == { 1 , 3 , 0 } ,  е2 == {4 , 0 , -3 } . 
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Подставив (37 .4) в уравнение· конуса, получи:l\1 уравнение линии пересе­
чения конуса с плоскостью в плоскостной системе координат: 
16+и2+ 16v2 -8u-32v+8нv+9u2 == 9v2 <===> 1 0н2 + 7v2+8uv-8u-32v+ 1 6 == О. 

Применим к этому уравнению линии второго порядка на плоскости тео­
рию инвариантов. Имеем 

11 = 1 7 > О , 12 = \ 1� i \ > О, Кз = 
10 4 
4 7 
-4 -16 

-4 
- 16 < о. 
1 6 

Условия /2 > О ,  I1 Кз < О означают, что линией пересечения конуса плоско­
стью (37 .3) является эллипс. • 

З ам е 'Ч а н и е . Плоскость (37.3) не проходит через вершину конуса и пе­
ресекает все его образующие. l\1ожно показать , что в сечении конуса такими 
плоскостями всегда лежит эллипс. 

П р  и м  е р  37 .3 . Определить вид сечения конуса х2 + у2 == z2 плоскостью 

х + z + 1 = о. (37 . 5) 

Р е ш е н и е . Параметрические уравнения плоскости (37. 5 ) 
х = -v, у =  и , z == -1 + v 

выражают пространственные координаты х , у ,  z точки плоскости через ее 
плоскостные координаты u, v в системе координат { Afo ; ei , е2 } , где Мо (О, О ,  
- 1 ) , ei == {О ,  1 , О} , е2 == { - 1 ,  О,  1 } . Подставив эти выражения в уравнение 
конуса, получим уравнение линии пересечения конуса с плоскостью: 

v2 + и2 = 1 - 2v + v2 {::=:::> и2 = -2 (v - � ) ,  
которое определяет параболу. • 

3 ам е 'Ч а н  и е . Плоскость (37 .5) не проходит через вершину конуса и па­
раллельна только одной образующей (х == t , у = О,  z = -t) . 11Iожно показать , 
что в сечении конуса такими плоскостями всегда лежит парабола. 

П р  и м  е р  37.4 . Определить вид сечения конуса х2 + у2 = z2 плоскостью 

х - 4  = о . (37 .6) 

Р е ш е н и е. Подставив параметрические уравнения х == 4 , у == и +  v, 
z == и - v плоскости в уравнение конуса, получим уравнение линии пересе­
чения конуса с плоскостью: 

uv + 16 = о  
в плоскостной системе координат { А1 о ;  е 1 , е2 } , где М о == ( 4 , О, О) , е 1 == 
{О ,  1 ,  1 } , е2 = {О ,  1 ,  - 1 } . Полученное уравнение определяет гиперболу. • 

3 а м е 'Ч а н  и е . Плоскость (37 .6) не проходит через начало координат и 
параллельна двум образующиl\I конуса. l\1ожно показать, что в сечении ко­
нуса такими плоскостями всегда лежит гипербола. 

Цилиндры. Поверхности, определяемые в некоторой прямоугольной 
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декартовой системе координат Oxyz уравнением 

х2 у2 
а2 + ь2 = 1 ,  (37. 7) 

х2 у2 
а 2 - ь2 = 1 ,  (37. 8) 

2 у = 2рх , (37.9) 
называются соответственно эл.л,ипти'Ческим, гиnерболи'Ческим и параболи­
'Ческим цилиндрами (рис . 2-4) . 

z z 

Рис. 2 Рис. 3 Рис . 4 

Цилиндры обладают следующими простейшими свойствами. 
1 ° .  Дл.я эл.л,ипти'Ческого u гиперболи'Ческого цилиндров координатнъ�е 

плоскости кано'Н'l.t'Ческой cucrne.м,ъi координат цилинdра .являются плоско­
ст.ямн симметрии, координатнъ�е ocu - ос.я.м,1� симметрии, а кажда.я то'Ч­
ка оси Oz - центром симмеrпрнн цилинdра. Ось Oz канонической системы 
координат называются осъю цилиндра. 

2° . Дл.я параболи'Ческого цuлuнdра (37.9) координатная плоскостъ Oxz 
.являете.я плоскосrпъю сuмметри1�, коорд1�наrпная осъ Ох - осъю симмет­
рии. Центра симметрии параболический цилиндр не имеет. 

3° . Все се'Чени.я цнлиндров плоскостями z = h ,  h Е IR, одинаковъ� и 
.являются: элл1�псами дл.я эл.л,ипти'Ческого цuлиндра, гиперболами дл.я гu­
перболи'Ческого и параболами дл.я па<раболи'Ческого цилинdра. Любое сечение 
цилиндра плоскостью z = h называется его направляющей. 

Если в уравнении (37. 7) эллиптического цилиндра а = Ь, то такой ци­
линдр называется круговЪLм. 

4° . Пр.ям'ЬLе, проходящие 'Через то'Чку цuлиндров (37.7)-(37.9) пара.ллелъ­
но оси О z, .явл.яютс.я пр.я.м.олинейн'ЬLми образующими. 

Отметим, что поверхности (37.7) , (37 .8) и (37.9) могут быть получены 
движением образующей, когда какая-либо точка на образующей описывает 

х2 у2 х2 у2 соответственно эллипс 
а2 + ь2 = 1 ,  z = о , гиперболу 

а2 - ь2 = 1 ,  z = о, и 



§37. Конусы и цилиндры 333 

параболу у2 = 2рх , z = О. 
П р и м е р  37.5 .  Выяснить, по какой линии пересекаются цилиндр 

2 2 2 х + у = 1 (37 . 10) 

и плоскость 
у - z = 2. (37. 1 1 ) 

Система координат прямоугольная. 
Р е ш е н и е. Выберем ортонормированный базис плоскости (37 . 1 1 ) из ее 

направляющих векторов - напрш\.1ер ,  из векторов ei = { 1 , 0 , 0} ,  е2 = 
1 1 {О , J2 , J2 } , и дополним его до ортонормированного базиса всего простран-

1 1 ства вектором е3 = {О , J2 ' - J2 } .  Тогда (как следуег из §23) новые коорди-
наты х' , у' , z' точки пространства будут связаны со старыми координатами 
х, у, z по формулам 

1 х = х , 1 ( / 1 ) y = J'2 y + z ' 
1 ( / ' ) z = V2, y - z .  

Отсюда и из (37 . 10) и (37. 1 1 ) следует, что координаты точки искомого 
сечения в новой системе координат должны удовлетворять соотношениям: { (х' )2

' 
+ 2 (у' � z' ) 2 = 1 ,  � { (;' ) 2 + (у' + -/:2)2 = 1 ,  

Гn2 2 z = J2. у L.Z = 
Таким образом, искомым сечением является окружность радиуса 1 с 

центром в точке х' = О , у' = -J2, z' = J2 
или ,  что то же самое, х = О , 

у =  о,  z = -2 . • 

ЗАД АЧИ 

В задачах этого параграфа считается , что система координат 
прямоугольная декартова. 

37. 1 .  Найти уравнение цилиндра с образующей, параллель­
ной оси Oz и направляющей - окружностью х2 + у2 + z2 = 3 ,  
z = 1 .  

37. 2 .  Образующая цилиндра параллельна оси Oz , его направ­
ляющая - окружность х2 + у2 = 2z , х2 + у2 + z2 = 8 .  Найти 
уравнение цилиндра. 

37. 3 .  Найти уравнение конуса с вершиной в точке 0(0 ,  О, О )  
и направляющей - окружностью х2 + у2 + z2 = 1 ,  х + у + z = 1 . 

37.4 .  Написать уравнение конуса с вершиной (2 ,  3 , 6) , зная ,  
что плоскость Оху пересекает его по эллипсу, оси которого па­
раллельны осям Ох и Оу, причем эллипс касается этих осей ко­
ординат. 
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37 . 5 .  Написать уравнение поверхности, получающейся при 
вращении прямой у =  kx + Ь, z = О  вокруг оси Ох. 

х - 2 у z 
37.6 .  Прямая 3 = 2 = 6 вращается около оси Ох. Найти 

уравнение описанной ею поверхности. 
37 .7 . Написать уравнение кругового цилиндра радиуса r , 

осью которого является прямая 
х - хо у - Уа z - z0 

а Ь с 
37 .8 .  Написать уравнение кругового цилиндра, проходящего 

через точку ( 1 ,  -2 ,  1 ) , осью которого служит прямая 
х у - 1 z + З  
1 2 -2 

37.9 .  Составить уравнение кругового цилиндра, образующие 
которого касаются сферы х2 + у2 + z2 = 1 и составляют равные 
углы с осями координат. 

37 . 10 .  Найти острый угол между образующими конуса х2 + 
у2 - z2 = О, по которым его пересекает плоскость 5х + 10у = 1 1z . 

37. 1 1 .  Найти уравнение семейства прямолинейных образую­
щих цилиндра х2 - у2 = 1 .  

37. 12 .  Найти уравнение семейства прямолинейных образую-
щих конуса х2 + у2 - z2 = О . 

· 
37. 13 .  Показать , что линия пересечения двух цилиндров х2 + 

у2 = 1 и х2 + z2 = 1 не является плоской кривой. 
37. 14.  Доказать,  что линия пересечения двух параболиче­

ских цилиндров у2 = х и z2 = 1 - х лежит на круговом цилиндре. 
Каково уравнение этого цилиндра? Является ли рассматривае­
мая линия пересечения плоской кривой? 

37. 15 .  Показать, что сечение конуса х2 + 2у2 - 4z2 = О  плос­
костью х + 2z = 5 представляет собой параболу. Найти ее фокус 
и ось симметрии . 

37 . 16 .  Показать, что сечение конуса х2 + 2у2 - 4z2 = О плос­
костью х - z = 2 представляет собой гиперболу. Найти ее центр 
и полуоси .  

37. 17 .  Показать , что сечение конуса x2 -2y2 - 4z2 = О плоско­
стью 2х + z + 5 = О  представляет собой эллипс . Найти его центр 
и полуоси. 

37. 18 .  Доказать , что плоскость v'a2 - b2y± bz = О  пересекает 
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эллиптический цилиндр 
х2 у2 
а2 + ь2 = 1 ,  а > Ь, 

по окружности . 
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37. 19 .  Показать , что сечение цилиндра у2 = 2х плоскостью 
х + у +  z - 1 = О представляет собой параболу. Найти ее ось и 
фокальный параметр . 

37 . 20 .  Найти фокусы эллипса, получающегося при пересече­
нии цилиндра х2 + у2 = 36 плоскостью 3х + 4у + 12z = О . 

37. 2 1 .  Какую поверхность образуют точки всех прямых с на-
правляющим вектором а, которые пересекают: 

а) окружность х2 + у2 = 1 ,  z = О , если а =  { 1 , 1 ,  1 } ;  
б) эллипс х2 + 2у2 = 8 , z = 1 ,  если а =  { 1 ,  О ,  1 } ;  
в) параболу у2 = 2рх , z = О  (р > О) , если а =  {2 ,  - 1 ,  1 } ?  
37 . 22 . Какую поверхность образуют точки всех прямых: 
а)  пересекающих окружность х2 + у2 = 1 ,  z = 1 и проходящих 

через точку ( 1 ,  О ,  О) ; 
б) пересекающих параболу у2 = х ,  z = О  и проходящих через 

точку (2 , о, 1 ) ;  
в )  пересекающих гиперболу х2 - у2 = 8 ,  z = О  и проходящих 

через точку (О ,  О, 2) ? 

§38 . Поверхности второго порядка, заданные 
общими уравнениями 

Пусть Oxyz - аффинная система координат в пространстве . Алгебраи­
ческая поверхность второго порядка определяется уравнением 

где не все коэффициенты aij ( i , j = 1 , 3) равны нулю, aiJ = aj i (i , j = 1 , 3 ) .  
Уравнение (38 . 1 )  называется общим уравнением поверхности второго поряд-
ка. 

В основе классификации поверхностей второго порядка лежит тот же 
принцип, что и для линий второго порядка (см. §35) . В соответствии с этим 
принципом все поверхности второго порядка делятся на семнадцать классов . 

Т е о р е м  а 38. 1 .  Общее у]Jав'нение ( 38 . 1 ) поверхности второго по-
�_ д .... rr.rr.. ... д О' , , , р.яиr.;а перехо ом к новоtt а'J11Jлmнои системе коор tmaт х у z можно при-

вестн к одному и толъко одному из следующих семнадv,ати видов: 
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1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 
10  
1 1  
12 
13 
14 
15 
1 6  
1 7  
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Уравнение 
(х' ) 2 + (у' ) 2 + (z' ) 2 = 1 
(х' ) 2 + (у' ) 2 + (z' ) 2 = - 1  
(х' ) 2 + (у' ) 2 + (z' ) 2 = О 
(х' ) 2 + (у' ) 2 - (z' ) 2 = 1 

(х ' ) 2 + (у' ) 2 - (z' ) 2 = - 1 

(х' ) 2 + (у' ) 2 - (z' ) 2 . О 

(х' ) 2 + (у' ) 2 = z' 
(х' ) 2 - (у' ) 2 = z' 
(х' ) 2 + (у' ) 2 = 1 

(х' ) 2 + (у' ) 2 = - 1  

( х' ) 2 - (у' ) 2 = 1 

(у' ) 2 = х' 

(х' ) 2 - (у' ) 2 = О 

(х' ) 2 + (у' ) 2 = О 

(у' ) 2 = 1 
(у ' ) 2 = - 1 

(у' ) 2 = о 

Название поверхности 
Э Jl,./1,и псоид 
Мним'ый ЭJ1,J1,ипсоид 
В'Ьtроэкденный ЭJ1,J1,иnсоид 
Однополостны,й гиперболоид 
Д вуполостнъtй гиперболоид 
Конус 
Эллипти'Ческий пшраболоид 
Гиперболи'Ческий параболоид 
ЭJl,./1,ипти'Ческий цилиндр 
Мю.tмъtй эл.липти'Ч.еский цилиндр 
Гиперболи'Ческий цилиндр 
П араболи'Ческий цилиндр 
Пара пересекающихся плоскостей 
Пара мнимъtх пересекающихся плоскостей 
Пара параллел'ЬН'ЫХ плоскостей 
Пара мнимъ�х параJl,./1,елънъ�х плоскостей 
Пара совпадающ1�х плоскостей 

Как и для линий второго порядка, наиболее простым способом постро­ения такого преобразования аффинной системы координат является метод 
Л агранэка . 

П р  и м  е р  38 . 1 .  Определить вид поверхности второго порядка, заданной уравнением 
х2 + 2у2 - 2ху + 4yz - 4х + 2у + 12z = 7. (38 .2) 

Р е ш е н и е. В уравнении (38 .2) коэффициент а 1 1  при х2 отличен от нуля 
и равен единице. Выделим полный квадрат в группе слагаемых левой части , 
содержащих переменную х : 
х2 - 2ху - 4х = (х2 - 2х(у + 2) + (у + 2)2 ) - (у + 2) 2 = (х - у - 2) 2 - у2 - 4у - 4 . 
Тем самым, уравнение (38 .2) перепишется в виде 

(х - у - 2) 2 + у2 + 4yz - 2у + 12z = 1 1 .  
Применим аналогичную процедуру выделения полного квадрата снача­ла по переменной у : 
(х - у - 2) 2 + у2 + 2y(2z - 1 )  + ( 2z - 1) 2 - (2z - 1 ) 2 + 12z == 1 1  {=::> 
{=::> (х - у - 2) 2 + (у + 2z - 1 ) 2 - 4z + 16z = 12 ,  
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а затем по переменной z :  

(х - у - 2)2 + (у +  2z - 1 ) 2 - 4(z2 - 4z + 4)  + 16 = 12 {==::> 
{==::> (х - у - 2) 2 + (у +  2z - 1 ) 2 - 4(z - 2)2 = -4 <==? 
<=* ( х ; у _ l ) 2 + ( у +  2

2
z - 1 ) 2 _ (z _ 2) 2 = - l . 

Перейдем к новым координатам по формулам 
х' = х - у _ 1 , _ у + 2z - 1 , _ _ 2 2 , у - 2 , z - z . 

Тогда уравнение поверхности примет вид 
(х' ) 2 + (у' ) 2 - (z' ) 2 = - 1 ,  
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из которого в силу теоремы 38. 1 следует, что исходное уравнение (38 .2) за­
дает двуполостный гиперболоид. • 

П р  и м е р  38 .2 .  Определить вид поверхности второго порядка, заданной 
уравнением 

ху + yz + xz = О .  (38 .3) 
Р е ш е н и е. Так как уравнение (38 .3) не содержит слагаемых с х2 , у2 , 

z2 , то, как и в примере 35 .2 , сделаем промежуточную замену переменных 
х = х1 + у1 , у == х1 - у1 , z == z1 . 

В результате уравнение (38.3) примет вид 
(xI - Yf ) + (х 1 - y1 ) z1 + (х 1 + y1 ) z1 = О  {==::> ху - у� + 2x 1 z1 = О . 

Выделим полный квадрат относительно переменной х1 : 
(ху + 2x1 z1 + zr ) - у� - zr = О  {==::> (х1 + z1 ) 2 - yr - zr = О . 

Вводя новые переменные х' , у' , z' по формулам 

{ х; = х 1 + z1 , 
у == У1 ' 
' z == z1 

получим уравнение 
(х' ) 2 - (у' ) 2 - (z' ) 2 == О ,  

относящееся по классификации теоремы 38 . 1  к шестому виду. Следователь­
но, исходное уравнение (38 .3) задает конус . • 

П р  и м  е р  38 .3 .  Определить вид поверхности 

z2 == 3х + 4у + 1 5 . 

Р е ш е н и  е .  Преобразование координат 

х' = х ,  у' = 3х + 4у + 15 ,  

приводит (38 .4) к уравнению 
( ' ) 2 / z == у ' 

1 z = z 

которое в силу теоремы 38 . 1  определяет параболический цилиндр. • 

( 38 .4) 

(38 . 5) 
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Если общее уравнение (38. 1 ) поверхности второго порядка задано в пря 
юугольной декартовой системе координат, то метод Лагранжа, вообще го 
юря , не позволяет выяснить форму или расположение поверхности данног< 
.ида в пространстве . Как и для линий второго порядка, метрические харак 
·еристики поверхности могут быть выяснены, только если проводимое пре 
1бразование системы координат ортогонально. Niожно показать , что любо« 
акое преобразование сводится к последовательному выполнению поворот01 
. пространстве вокруг специальным образом выбираемых осей и параллель· 
юму переносу. 

Т е о р е м  а 38. 2·. Дл.я любой алгебJЮи'Ческой поверхности второгс 
�ор.ядка существует пр.ямоуголъна.я декартова система координцт Oxyz 
: которой уравнение этой поверхности имеет один 'l.tЗ следующих видов: 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 0  

1 1  

12 

13  

14 

15 

К анони'Ческое 
уравнение 
х2 у2 z2 - + - + - = 1  а > Ь > с > О а2 ь2 с2 ' - -
х2 у2 z2 - + - + - = - 1 а2 ь2 с2 
х2 у2 z2 
2 + ь2 + 2 = О а с 
х2 у2 z2 
2 + ь2 - 2 = 1 , а >  ь > о ,  с >  о а с 
х2 у2 z2 - + - - - = -1 а > Ь > О с > О а2 ь2 с2 ' - ' 
х2 у2 z2 
2 + Ь2 - 2 == О, а > Ь > О , с > О а с 
х2 у2 
а2 + ь2 = 2z , а > ь > о 
х2 у2 
а2 - ь2 = 2z 
х2 у2 
а2 + ь2 = 1 , а > ь > о 
х2 у2 
- + - = - 1  а2 ь2 

х2 у2 - - - = 1 а2 ь2 
у2 = 2рх , р > О 
х2 у2 
а2 - ь2 = о, 

х2 у2 
а2 + ь2 = о , 

у2 = а2 , а '# О 

Название поверхности 

Эллипсоид 

Мним'Ый эллипсоид 

Въtрожденнъtй эллипсоид 

Оih-t,ополостн'Ь/,й гнперболоид 

Д вуполостнъtй гиперболоид 

Конус 

Эллипти'Ческий параболоид 

Гиперболи'Ческий параболоид 

Эллипти'Ческий 'Цилиндр 

Мним'Ый эллипти'Ческий 
цилиндр 
Гиперболи'Ческий 'Цилиндр 
Параболu'Ческий 'Цилиндр 

П аJЮ пересекающихся 
плоскостей 

П аJЮ мнимъtх пересекаю­
щихся плоскостей 
Пара параллелънъ�х 
плоскостей 
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16 у2 = -а2 , а -:/= О Па'{Хl мнимЪtх параллелън'Ых 
плоскостей 

1 7  у2 == о Па]Jа совпадающих 
плоскостей 

П р  и м  е р  38 .4 . Определить вид и расположение поверхности, заданной 
в прямоугольной декартовой системе координат уравнением 

2 2 2 
о 2х - Зу - 3z + 4х + 6z - 7 = . (38 .6 ) 

Р е ш е н и е. Уравнение (38 .6) не содержит слагаемого с xz , поэтому толь­
ко переносом начала координат можно освободиться от переменных х и z в 
первой степени. Имеем 

2 (х2 + 2х + 1 )  - 2 - 3у2 - З( z2 - 2z + 1 )  + 3 - 7 == О <==:::> 
<==:::> 2(х + 1 )2 - Зу2 - 3(z - 1 ) 2 = 6 . 

Положив х + 1 = z' , у == у' , z - 1 == х' , получим уравнение 
( х' ) 2 (у' ) 2 ( z' ) 2 

-2
- + -2

- - -
3
- == - l , 

которое является каноническим уравнением двуполостного гиперболоида с 
полуосями а = Ь = ../2, с == JЗ. Каноническая система координат это­
го гиперболоида получена переносом исходной системы координат в точку 
О' ( - 1 ,  О, 1 ) .  Эта точка является центром гиперболоида. • 

П р  и м  е р  38 .5 .  Определить вид и расположение поверхности, заданной 
в прямоугольной декартовой системе координат уравнением 

3х2 + 4у2 - 12х + Ву + 16z = О. (38. 7) 

Р е ш е н и е . Уравнение (38 .7) не содержит слагаемых с ху и z2 , поэтому 
только переносом начала координат можно освободиться от переменных х, у 
в первой степени. Имеем 

3 (х - 2) 2 + 4(у + 1 ) 2 + 16 (z - 1 )  == О. 
Положив х - 2 = х' , у + 1 = у' , z - 1 = z' , получим уравнение 

(х' ) 2 (у' ) 2 ' 
8/3 + -2- == -2z ' 

которое определяет эллиптический параболоид с вершиной в точке О' (2 , - 1 ,  
1 ) , для которого а2 == 8/3, Ь2 == 2 . Направление оси параболоида совпадает 
с отрицательным направлением оси Oz. • 

П р  и м  е р  38 .6 . Определить форl\1у и расположение поверхности, задан­
ной в прямоугольной декартовой системе координат уравнением (38 .4 ) . 

Р е ш е  н и е. Для определения расположения поверхности допустимы 
лишь ортогональные преобразования координат, так что преобразование 
(38 .5) здесь не подходит. 

Выполним поворот плоскости Оху вокруг оси Oz на угол , определенный 
соотношением (35 . 5) . В нашем случае cos ер = 4/5, sin ер == 3/5 .  Формулы 
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преобразования координат будут иметь вид 
4 3 Х1 = SX - 5У ,  
3 4 У1 = 5х + 5У ,  

z1 = z 

4 3 х = 5х1 + 5У1 , 
3 4 у =  - 5х 1 + 5У1 , 

z = z1 . 

(38.8) 

Отсюда Зх + 4у 
Положив 

5у1 и уравнение (38 .4) примет вид zr 5 (у1 + 3) . 
х1 = х' , У1 + 3 = у' , z1 = z' , (38 .9) 

получим уравнение (z' )2 = 5у' , т.е .  уравнение параболического цилиндра. 
Из (38.8) и (38.9) находим 

1 4 3 / 3 4 / х = 5х - 5 У, у = 5х + sY  + 3 , z = z .  
Для всех точек цилиндра у' > О , т.е .  цилиндр лежит в положительном 

полупространстве относительно плоскости Зх + 4у + 15 = О. Образующие 
цилиндра. параллельны оси х' , т.е . прямой Зх + 4у + 1 5  = О,  z = О . На­
правляющей цилиндра служит парабола с параметром р = 5/2 , лежащая в 
плоскости х' = О ,  т.е .  в плоскости 4х - Зу =  О ,  с вершиной (-9/5 , - 12/5 , О) 
и фокусом (-21/20, -7/5, 0) . •  

П р и м  е р  38. 7. Определить вид и расположение поверхности, заданной 
в прямоугольной декартовой системе координат уравнением 

z2 = 2ху. (38 . 10) 
Р е ш е н и е. Выполняя поворот плоскости Оху вокруг оси Oz на угол 

тr/4 (см . соотношение (35 .5 ) ) 
1 ( / ' ) 1 / ' ) / х = v12 х - у , у =  J2 (x + у , z = z ,  

приведем уравнение (38. 10) к виду 
(z' ) 2 = (х' ) 2 _ (у' ) 2 . 

Это каноническое уравнение конуса· вращения с вершиной в начале коорди­
нат. Осью конуса является ось Ох' , т.е .  биссектриса угла хОу. Образующие 
конуса наклонены к оси конуса под углом тr / 4 . • 

П р  и м  е р  38.8 .  Определить форму и расположение в пространстве по­
верхности , заданной в прямоугольной декартовой системе координат урав­
нением 

2 2 2 2 ( ) х + 2у + z  - xz + x - 1 y + z = - 1 .  38. 1 1  
Р е ш е н и е. В уравнении (38 . 1 1 ) присутствует лишь слагаемое с x z  (сла­

гаемые с ху и yz отсутствуют) ,  поэтому выполним поворот вокруг оси Оу на 
угол , который согласно (35 .5 ) равен 1Г/4. Формулы преобразования в этом 
случае имеют вид 

1 1 х == J2(x1 - z 1 ) , у =  у1 , z == J2 (x1 + z1 ) .  

Подставляя эти соотношения в (38 . 1 1 ) ,  получим 
1 2 2 1 ) 2 1 2 2 1 1 
2 (х1 - z1 ) +2У1 +2 (х 1 +z1 - 2 (х 1 -z1 ) +  J2 (x1 -z1 ) - 12у1 + J2 (х1 +z1 ) = - 1 ,  
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т.е . 
xi + 4yi + 3z� + 2v'2x1 - 24у1 = -2. 
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Выделим теперь полные квадраты относительно переменных х1 и у1 : 
(х1 + J2)2 + 4(у1 - 3) 2 + 3z� = 36 . 

Последнее равенство показывает, что при переносе начала системы ко­
ординат Ox1y1 z1 , т.е . в результате преобразования 

х' = х1 + J2, у' = у1 - 3 ,  z' = z1 , 
получится каноническое уравнение эллипсоида 

(х' ) 2 + 4(у' ) 2 + 3(z' ) 2 = 36 � (�{ + (у�) 2 + (�'�2 = 1 .  
Итак, уравнение (38 . 1 1 ) задает эллипсоид с центром 
х' = у' = z' = О  <====>- х 1  = -../2, у1 = 3 , z1 = О <===> х = - 1 , у  = 3 , z = - 1 ,  
полуосями а =  6 , Ь = 3 ,  с =  2../3 и осями симметрии 

1 - / - о { У1 = 3 ,  { у = 3 , у - z - <====>- Z1 = о <===>- z - х = О; 
х' = z' = 0 <===> { Х1 = Q-v12, <===:>- { Х = - 1 , 

Z1 == Z == -1 ;  

х' = у' = Q <===> { Х 1  = 3-v12, <===:>- { Х + Z = -2 ,  
8 У1 = у =  3. 

Отметим, что вид, форму и расположение в пространстве поверхности 
второго порядка, заданной общим уравнением (38. 1 ) ,  можно (так же, как 
для линий второго порядка) определить непосредственно с помощью инва­
риантов2 . 

ЗАДАЧ И 

В задачах этого параграфа считается , что система коорди­
нат прямоугольная декартова. Случай произвольной аффинной 
системы координат оговаривается особо . 

38 . 1 . Составить уравнение кругового конуса, проходящего 
через все три координатные оси.  

38 . 2 .  Составить уравнение кругового конуса, касающегося 
плоскостей Oxz и Oyz по прямым Ох и Оу соответственно . 

38 .3 .  Направляющая цилиндра дана уравнениями х = y2 + z2 , 
х = 2z , а образующая его перпендикулярна к плоскости направ­
ляющей. Составить уравнение цилиндра. 

38 .4 .  Найти прямые, проходящие через начало координат и 
целиком лежащие на поверхности y2 + 3xy + 2yz - xz + 3x + 2y = О. 
Система координат аффинная . 

2См. [1 , с . 3 1 2-327] . 
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38.5 .  Найти те прямолинейные образующие поверхности х2+ 
у2 + 5z2 - 6ху + 2yz - 2xz - 12 = О , которые параллельны прямой 
х - 1 у + 3  z -- = = - . Система координат аффинная . 2 1 - 1  

38 .6 .  Найти линию пересечения поверхности: 
1) Зх2 + 4у2 - 5z2 + 2ху - Зуz + 5х - 8 = О  с плоскостью Оху ;  
2) х2 + Зz2 + 2ху + 4xz + 2yz + 5х - z = 1 с плоскостью Oyz ; 
3) х2 + у2 - 2ху + 5yz + xz - х + Зу - z = О  с плоскостью Ozx. 

Система координат аффинная . 
38.7 .  Определить вид линии пересечения поверхности х2 + 

2у2 + z2 + 4ху - 2xz - 4yz + 2х - 6z = О с плоскостью х - z = О 
и исследовать ее форму и расположение в пространстве. 

38.8 .  Пользуясь методом Лагранжа, показать, что следую­
щие уравнения в общей аффинной системе координат определя­
ют поверхности, распадающиеся на пару плоскостей , и найти эти 
плоскости: 

1 )  у2 + 2ху + 4xz + 2yz - 4х - 2у � О ; 
2) х2 + 4у2 + 9z2 - 4ху + 6xz - 12yz - х + 2у - 3z - 6 == О ;  
3) Зх2 - 4у2 + Зz2 + 4ху + lOxz - 4yz + 6х - 20у - 14z - 24 = О ; 
4) 5х2 + 4у2 + Зz2 + 9ху + 8xz + 7yz + 7х + 6у + 5z + 2 = О. 
38 .9 .  Определить вид поверхности , пользуясь методом 

Лагранжа (система координат аффинная) : 
1 )  4х2 + 6у2 + 4z2 + 4xz - 8у - 4z + 3 = О ; 
2) х2 + 5у2 + z2 + 2ху + 6xz + 2yz - 2х + 6у - lOz = О ;  
3 )  х2 + у2 - Зz2 - 2ху - 6xz - 6yz + 2х + 2у + 4z == О ;  
4) х2 - 2у2 + z2 + 4ху - 8xz - 4yz - 14х - 4у + 14z + 16 = О ;  
5) 2х2 + у2 + 2z2 - 2ху - 2yz + х - 4у - 3z + 2 = О ; 
6) х2 - 2у2 + z2 + 4ху - lOxz + 4yz + х + у  - z = О ;  
7 )  2х2 + у2 + 2z2 - 2ху - 2yz + 4х - 2у = О ; 
8) х2 + у2 + 4z2 + 2ху + 4xz + 4yz - 6z + 1 = О ;  
9) 4ху + 2х + 4у - 6z - 3 = О; 
10) ху + xz + yz + 2х + 2у - 2z = О . 
38 . 10.  Определить вид и расположение поверхности, пользу-

ясь переносом системы координат: 
1) х2 + 4у2 + 9z2 - 6х + 8у - 36z = О; 
2) 4х2 - у2 - z2 + 32х - 12z + 44 = О ;  
3 )  Зх2 - у2 + Зz2 - 18х + lOy + 12z + 1 4  = О ; 
4) 6у2 + 6z2 + 5х + 6у + ЗОz - 11 = О; 
5) z = 2х2 - 4у2 - 6х + 8у + 1 ;  6) z = х2 + Зу2 - 6у + 1 ;  



§38. Поверхности, заданные общ1пни уравнениями 

7) х2 + 2у2 - 3z2 + 2х + 4у - 6z = О ; 
8) х2 + 4у2 - z2 - 10х - 16у + 6z + 16  = О ;  
9 )  3х2 + 3у2 + 3z2 - 6х + 4у - 1 = О ;  
1 0 )  Зх2 + 3у2 - 6х + 4у - 1 = О ;  
1 1 )  4х2 - у2 - 4х + 4у - 3 = О . 
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38. 1 1 .  Определить вид поверхности и ее расположение отно­
сительно системы координат, пользуясь поворотом системы ко­
ординат вокруг одной из ее осей : 

1 )  z2 = 2ху ; 2) z = ху ; 3) z2 = 3х+ 4у; 4) z2 = х2 + 2ху+у2 + 1 . 
38 . 12 .  Определить вид поверхности и ее расположение отно­

сительно системы координат, пользуясь переносом и поворотом 
системы координат вокруг одной из ее осей: 

1 )  х2 + 4у2 + 5z2 + 4ху + 4z = О ;  
2) х2 + 2х + Зу +  4z + 5 = О ; 3 )  z = х2 + 2ху + у2 + 1 ;  
4) 2ху + z2 - 2z + 1 = О; 
5) х2 + у2 - z2 - 2ху + 2z - 1 = О ; 
6) 2ху + 2х + 2у + 2z - 1 = О ;  
7) х2 + у2 + 2z2 + 2ху + 4z = О ; 
8) х2 + у2 + z2 - 2yz - 2х - у + 1 == О; 
9) z2 - 2ху - 4х - 2у + 2z - 3 = О . 
38. 13 .  Определить форму и расположение в пространстве 

геометрического места точек, равноудаленных от оси О z и от 
прямой у = z ,  х = 1 ,  не лежащей с осью О z в одной плоскости. 
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§39 . Группа 
Непустое множество G с заданной на нем алгебраической операцией * 

называется группой, если: 
1 )  операция ассоциативна: 

(а * Ь) * с = а * ( Ь * с) , \/а, Ь, с Е G ;  
2) операция обладает нейтральным элементом е Е G: 

а * е = е * а = а, Va Е G ;  
3) для любого элемента а Е G найдется симметричный элемент а' Е G: 

а * а' = а' * а = е .  

О б о з н а ч е н и е : G или (G, *) . Условия 1 )-3) называются аксиомами 
груnпъt. Группа с коммутативной операцией называется ком.м,утативной 
или абелевой. 

Если групповая операция названа умножением, то группу G называ­
ют мулътипликативной, нейтральный элемент - единицей (и обозначают 
символом 1 ) ,  симметричный элемент к элементу а - обратным к а (и обозна­
чают символом а- 1 ) .  Аналогично аддитивна.я группа - это группа, в кото­
рой групповая операция названа сложением, при этом нейтральный элемент 
называют нулем (и обозначают символом О) , симметричный элемент к эле­
менту а - противоположным к а (и обозначают символом -а) . 

Обычно при исследовании группы используется терминология мульти­
пликативной группы. 

Из аксиом группы и свойств алгебраической операции следует, что 
1 )  в любой группе существует, и притом единственный, нейтральный 

элемент; 
2) в любой группе для каждого элемента существует, и притом единст­

венный, симметричный элемент. 
Т е о р е м  а 39. 1 .  Множество С с ассо'Циативной алгебраи'Ческой 

опера'Цией .являете.я группой, если оно обладает правой едини'Цей еп u по 
отношению к ней кажi}ый эле.м,ент а Е G обладает прав'Ьlм обратнъш. 

Сл е д с т в и е . В группе люба.я права.я едини'Ца .являете.я левой и той 
единственной едuни'Цей, которой эта группа обладает, а любой правЪtй об­
ратнЪtй эле.м,ент к элементу а группъt .является левЪtм и тем единстве'Н­
Н'ЬtМ обратнъLМ, которЪtм обладает элемент а .  

Т е о р е м  а 39.2 .  Множество G с ассо'Циативной алгебраи'Ческой 
опера'Цией .является группой тогда и толъко тогда, когда эта оnера'Ци.я 
обладает обратной. 

В адцитивной группе обратная операция называется въt'Читанием ( спра­
ва и слева}, а элементы х = Ь + (-а) и у = (-а) + Ь - разностъю ( правосто­
ронней и левосторонней соответственно) . В абелевой группе обе разности 
совпадают и обозначаются единым символом Ь - а. Аналогично определяет­
ся деление и частное в мультипликативной группе. 
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Т е о р е м  а 39.3.  В любой группе действует закон сокращения сле­
ва и справа: 

ах = ау <===:>- х = у; 
ха = уа <====>- х = у. 

Две группы G1 и G2 с операциями *1 и *2 называют изомоrхfтими, если 
существует биективное отображение f : G1 -+ G2 , которое сохраняет груп­
повую операцию, т.е .  

f(a * 1 Ь) = f(a) *2 f(b) , \/а, Ь Е G1 . 
О б о з н а ч  е н и  е : G 1 l"V G2 . Само отображение f при этом называют изо­
морфизмом. 

Изоморфизм обладает следующими свойствами: 
1 )  отношение изомо'fХfiизма являете.я отношением эквивалентности 

на множестве всех групп; 
2) в изомо'fХfiнъtх группах G1 и G2 образ (и прообраз) едини'Ц'Ьt являете.я 

едини'Цей; 
3) в изомо'fХfiн'Ь/,Х группах G1 и G2 образ (и прообраз) обратного элемен-

та является обратнъtм эле.ментом, т. е. f(a- 1 ) == (f (a) ) - 1 • 
Непустое подмножество Н группы G называется подгруппой группы G, 

если оно само является группой относительно алгебраической операции в 
G. 

Т е о р е м  а 39.4. Подмножество Н группъt G являете.я подгруппой 
этой групп'Ь/, тогда и толъко тогда, когда имеют место следующие импли­
ка'Ции: 

1 )  
2) 

а, Ь Е Н 
а Е Н 

=> аЬ Е Н; 
=> а- 1 Е Н. 

Пусть G - группа, М и N - два ее подмножества. Произведением М N 
этих подмножеств называется множество всевозможных произведений mn , 
где m Е М, п Е N. Очевидно, что имеет место свойство ассоциативности: 
(М N)K = Nl(N К) .  

Если одно из подмножеств состоит только из одного элемента, например 
NJ = { m} , то произведение М N обозначается символом mN, а произведение 
NM - символом Nm. 

Пусть Н - подгруппа группы G, а - элемент группы G. :tv1ножество аН 
называется левъtм смеЖН'ЫМ классом группы G по подгруппе Н, порожден­
Н'ЬLМ элементом а, а множество На - правъtм смежнъtм классом. 

Из определения смежных классов следует, что : 
1 ) а Е аН, а Е На , Va E G; 
2) смежнъtй класс состоит из элементов группЪL, при'Чем любой эле­

мент группъt входит в какой-нибудъ смежнЪLй класс; 
3) подгруппа Н .является од'Ним из смежнъtх классов (как левых , так и 

правых) ; 
4) в абелевой группе аН = На, \/а Е G. 

Т е о р е м а 39. 5 .  Смежнъи.t класс порождается люб'Ь/,м своим эле­
ментом. 

Т е о р е м а 39.6 .  Люб'Ь/,е два левъtх (прав'Ь/,х) смежнЪLх класса либо 
совпадают, либо не пересекаются. 

Итак , вся группа разбивается на непересекающиеся левые (правые) смеж­
ные классы по подгруппе Н. Это разбиение называется левосторонним (со­
ответственно правосторонним) разло;ж:.ением групп'Ь/, G по подгруппе Н . 
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Группа, состоящая из конечного числа элементов , называется конеtttной 
группой. Число элеl\1ентов конечной группы называется ее порядком и обо­
значается символом card G. 

Т е о р е м  а 39. 7 (теорема Лагранжа) . Во всякой коне'Чной группе 
порядок ее подгрупп'ы являете.я делителем порядка самой группъt. 

Если а - элеыент группы С ,  п Е Z, то п-й степенъю а называется эле­
мент 

1 ,  n = O ; 

n аа . . .  а , п > О; 
а - � n 

(a- 1 ) -n , п < О. 

В аддитивной группе п-я степень элемента а обозначается символом па 
и называется элементом, кратн'Ьtм элементу а. 

Т е о р е м  а 39.8 .  Дл.я любъ�х m, п Е Z 
аmап = anam == am+n ' 
(a'n )n = amn . 

Если все степени элемента а группы различны, то а называется элемен­
том бесконе'Чного порядка. Если же имеются совпадения: am = an , m -:/= п, то 
(пусть m > п) аm - п == 1 ,  т.е . существуют положительные степени элемента 
а , равные 1 .  Наиl\·Iеньшее положительное п, для которого ап = 1 ,  называется 
порядком элемента а, при этом а называется элементом коне'Чного порядка 
п. 

Т е о р е м  а 39.9. Множество {а} всех степеней элемента а групп'ЬL 
G образует подгруппу группъ� G. 

Подгруппа {а} называется цнклн-ч,еской подгруппой, поро:ж;денной эле­
ментом а . 

Группа G называется 'Цикли'Ческой, если она состоит из степеней одного 
из своих элементов а , т.е . совпадает с одной из своих циклических подгрупп 
{а} ; элеl\lент а называется о6'разующнм элементом группы G. 

Подгруппа Н группы G называется нормалы-1,ъ�м делителем, если для 
любого элемента а Е С 

аН == На, 
т.е . если любой левый (правый) смежный класс одновременно является пра­
вым (левым) смежным классом . 

Элементы а и Ь группы G называются сопр.яженнъ�ми, если существует 
элемент с Е С такой , что а =  с- 1 ьс. 

Т е о р е м  а 39. 10. Подгруппа Н групп'Ьt G являете.я нормалън'Ьtм 
делителе.м тогда и толъко тогда, когда она вместе с каждъtм элементом 
содержит все сопр.яженн'Ьtе с ним элементъt. 

Т е о р е м  а 39. 1 1 .  СмеЖ'Н'Ьtе классъt по нормалъному делителю об­
разуют группу относителъно умножен.и.я подмножеств группъt. 

Группа смежных классов группы G по нормальному делителю Н назы­
вается фактор-группой группъt С по подгруппе Н.  О б  о з н а ч е н и е : G / Н .  

П р  и м  ер  39 . 1 .  Доказать, что множество G всех ненулевых матриц вида ( 21, � ) с рациональньши а , Ь образует абелеву группу относительно обыч­
ной операции умножения матриц. 

Р е ш е н и е. Прежде всего следует проверить, что операция умножения 
1\Iатриц является алгебраической операцией на множестве G. В самоl\1 де-
ле, для любых А = ( 21, � ) Е G, В = ( 2d � ) Е G имеем АВ 

= 
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( ас + 2bd ad + Ьс ) 
2 (ad + Ьс) ас + 2bd . Следовательно ,  АВ Е G. 

Проверим справедливость всех аксиоы абелевой группы. 
1 .  Операция коммутативна. Это проверяется непосредственным вычис­

лением БА. 
2. Операция ассоциативна. Это можно не проверять, так как операция 

умножения матриц ассоциативна на множестве всех квадратных матриц 
второго порядка. 

3 . Единичная матрица I = ( 6 � ) = ( 2 . 6 � ) Е G является нейтраль­
ным элементом в С .  

4 .  Если А = ( 2Ь � )  Е G, А i: О, то det А = а2 - 2Ь2 # О, так как а , Ь Е Q. 

Следовательно, матрица А обраТИl\,Iа. Осталось проверить , что л- 1 Е G. 
Действительно, 

- 1 1 -- 1 ( а -Ь ) А = 
det А А = а2 - 2ь2 -2Ь а Е G. • 

П р и м е р 39 .2 .  На множестве G = { (а , Ь) 1 а , Ь  Е IR, a -:/= О} определено 
произведение 

(а, Ь) (а' , Ь' ) = (аа' , аЬ' + Ь) . (39 . 1 )  
Доказать , что G - неабелева группа. 

Р е ш е н и е. Очевидно, равенство (39 . 1 )  определяет на множестве G ал­
гебраическую операцию. Эта операция ассоциативна, так как 

( (а, Ь) (а1 , Ь1 ) ) (а" , Ь11 ) = (аа'а" , аа'Ь" + аЬ' + Ь) , 
(а ,  Ь) ( (а' , Ь' ) (а" ,  Ь" ) )  = (а ,  Ь) (а' а" , а'Ь" + Ь) = (аа' а" , аа'Ь" + аЬ' + Ь) .  

Она некоммутативна, так как, например, 
(2 , 0) ( 1 , 1 )  == (2 , 2) , ( 1 , 1 ) (2 , О) = (2 , 1 ) .  

Элеl\1ент ( 1 , 0) ,  как легко видеть, нейтральный. Симметричным к (а , Ь) яв­
ляется элемент 

1 ь 1 ь так как (а , Ь) ( - , - - ) == (а - , а ( - - ) + Ь) = ( 1 ,  О) . • а а а а 
П р и м е р  39 .3 .  Рассматривается группа (cl\1 . пример 39 .2 ) G = 

{ (а ,  Ь) 1 а ,  Ь Е IR, а -:/=  О} относительно произведения (а ,  Ь) (а' , Ь' ) == (аа' , аЬ' + Ь) . 
Доказать, что пары (а , О) Е С образуют подгруппу Н группы С ,  изоморф­
ную мультипликативной группе ненулевых действительных чисел . · 

Р е ш е н и е. 1\'Iножество Н является подгруппой группы G, так как 
а) если (а ,  О) , (а' , О) Е Н , то (а , О) ( а' , О )  = ( аа' , О) Е Н; 
б) если (а ,  О) Е Н, то (а ,  О) - 1 == ( -!_ , О) Е Н . 

а 
Эта подгруппа изоморфна мультипликативной группе ненулевых дей-

ствительных чисел , так как отображение ер( а) = (а ,  О) есть биекция множе-
ства IR \ {О} на Н , для которой 

ср(аа' ) = (аа' , О) = (а , О) (а' , О) = ср(а)ср(а' ) ,  \:/а, а' Е IR. • 
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П р и м е р  39 .4 . С и м м е т р и ч е с к а я г р у п п а Sn . Доказать , что мно­
жество Sn всех перестановок множества М == { 1 ,  2 ,  . . .  , п} образует группу 
относительно умножения (суперпозиции) отображений. 

Р е ш е н и е . Очевидно, умножение перестановок множества Sn является 
алгебраической операцией в Sn , так как произведение биективных отобра­
жений биективно. Эта операция ассоциативна (в силу ассоциативности в об-
щем случае произвольных отображений) , обладает нейтральным элементом ( 1 2 . " п ) ( 1  2 . . .  п ') S е = 1 2 . . . п ; при э�ом для каждого элемента s = Gl а2 . . . Gn Е п 
существует обратный элемент s - l 

= 
( f 1 �2 : : : �n ) Е Sn . 

Таким образом , Sn - группа. Отметим, что эта группа не абелева. На­
пример, 

2 
4 
2 
1 

3 
3 
3 
4 

2 
1 
2 
4 

3 
4 
3 
3 

2 
2 
2 
3 

3 1 
3 
4 

Группа Sn называется симметри'Ческой группой степени п. Очевидно , 
это конечная группа и card Sn = п! . • 

П р и м е р  39 .5 . З н а к о п е р е м е н н а я г р у п п а  Аn . Доказать , что мно­
жество An всех четных перестановок множества М = { 1 ,  2 ,  . . .  , п} образует 
группу относительно умножения отображений. 

Р е ш е н и е. Для решения задачи достаточно показать, что множество 
всех четных перестановок множества М является подгруппой симметриче­
ской группы Sн (пример 39.4) .  Проверим справедливость всех условий под­
группы (теорема 39.4) . 

1 .  Пусть s = ( : : " · � ) , а ( а ) = k и t = ( {31 {3
2 

" · {Зп ) , а ([3) = l .  L.f.1 \Л2 • • • \Л Н  1 2 • • • n 
Переставим столбцы s так, чтобы на месте 1 ,  2 ,  . . .  , п оказалась переста­

новка {31 ,  . . . , !Зн (для этого в силу четности перестановки f3 и теоремы 4 .3 до­
статочно выполнить четное число l 1 транспозиций) . Пусть при этом нижняя 
строка а 1 , а2 , . . .  , Gп в перестановке s перейдет в перестановку 111 , 112 , . . .  , /'n . 

т t ( {31 {32 . . . fЗп ) ( 1 2 
" 

. n ) ( 1 2 " . n ) В огда s = {3 {3 {3 = . силу /'1 /'2 · · · /'п 1 2 · · · п /'1 /'2 · · · /'n 
теоремы 4 .2  при переходе от а 1 , а2 , . . .  , йп к 111 , 112 , . . .  , /'п четность числа 
а (а ) = k изменится l 1 раз, и так как k и l 1 - четные числа, то st - четная 
перестановка. 

2 Е  ( 1 2 " . п ) " . ели s = 
Л1 Л1 Л1 

- четная перестановка, то , очевидно, четнои \,Л l \,Л2 " ·  \Л п  

будет и перестановка s- 1 = ( f 1 �2 : : : �n ) (теорема 4 .4) . 
Группа An четных перестановок :множества, состоящего из п элемен­

тов ,  называется знакопеременной группой n-й степени. Очевидно, порядок 
группы равен п !/2 ,  п > 1 .  • 

П р  и м  е р  39 .6 . Доказать, что любая конечная группа изоморфна неко­
торой группе перестановок на множестве своих элементов (теорема Кэли) . 

Р е ш е н и е. Пусть G = {90 = е , 91 , . . .  , 9п- 1 } - группа п-го порядка. 
Построим отображение ер группы G на некоторое множество S перестановок 
множества G, положив cp(g) = (909 , 919 , . . .  , 9п- 19) для любого 9 Е G. Так 
как группа G замкнута относительно групповой операции , то 909 , g19 , . . . , 
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9п- 19 Е G. Более того , эти произведения различны, так как из равенства 
9i9 = 919 в силу закона сокращения в группе следует, что 9i = 9j , т.е . i = j .  
Следовательно , 909 , 919 , . . .  , 9п- 19 - перестановка элементов 90 , 91 ,  . . .  , 91i - 1 
группы G, ер(9) - перестановка множества G: 

cp(g) = ( lo� 
91 
919 

9п- 1  ) 
9п- 19 

и S - множество всех таких перестановок ер(9) - является подмножеством 
симметрической группы всех перестановок множества G. 

Покажем, что ер - изоморфизм: 
1 )  ер - инъективно, так как если 9 -:/= 91 (91 Е G) ,  то ер(9) -:/= ер(91 ) (хотя 

бы потому, что go9 -:/= 9091 , так как 90 = е) , т.е . различным элементам из G 
соответствуют различные перестановки из S; 

2) ер сохраняет групповую операцию, так как 

ер(99, ) = ( 90
( ' ) 

· · · 9i
( ' ) 

" ·  9n- 1  
( ' )

) 
, 90 99 · · · 9i 99 · · · 9п- 1 99 

ер(9
' )ср(9) = ( 90 

1 
• • • 9i 

1 
• • • 9п- 1 

1
) ( 90 · · · 9i · · · 9п- 1  ) 

909 • · · 9i9 · · · 9n- 19 909 · · · 9i9 · · · 9
n- 19 

909 9i9 9п- 1 9 ( 90 " · 9i " ·  9n- 1 ) 
(909)9

' (9i9)9
' (9п- 1 g)9

' 9о9 · · · 9i9 · · · 9n- 19 

9о 
(909)g

' 
9п- 1 = ер(99

' ) . (9п- 19 )91 

Осталось отметить, что S - группа, т.е . подгруппа группы всех переста­
новок :множества G. Это автоматически вытекает из того , что S - изоморф­
ный образ группы G. • 

П р  и м  е р  39. 7. Пусть а - элемент группы, имеющий конечный порядок 
п и  ak = 1 , k Е Z. Доказать, что п является делителем k. 

Р е ш е н и е. Деля k на п , получаем 
k = nq + r , О <  r < п .  

Поэтому ak = (an ) q + ат = ar = 1 .  Так как п - наименьшее положительное 
число, для которого ап = 1 ,  то r = О. •  

П р и м е р  39 .8 .  Доказать, что если а - элемент группы , имеющий ко­
нечный порядок , то его порядок совпадает с порядком циклической группы 
{а} . 

Р е ш е н и е. Пусть а - элемент порядка п.  Тогда все элементы 

1 2 n- 1 , а , а , . . .  , а  (39 .2) 

различны, так как если ak = al , k < п - 1 , l < п - 1 , то (пусть k > l ) ak- l  = 1 ,  
где k - l < п , что противоречит тому, что п - порядок элемента а.  

Всякая другая степень а равна одному из элементов (39 . 2 ) ,  ибо ak = ат , 
k > п, О < r < п - 1 (см.  пример 39 .7) . Следовательно, 

{а} = { 1 , a, a2 , . . .  , an- I }  
и card{a} = п .  • 

П р и м е р  39 .9 . А дд и т и в н ая г р у п п а  в ы ч е т о в  п о  м о д у л ю р. 
Пусть р Е N, р > 1 .  Два целых числа m и п называются C'JIOBH'l.lM'ЫMU по 
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модулю р, если при делении на р они дают одинаковые остатки , т.е . если 
m - п = pk , k Е Z. О б о з н а ч е н и е :  m = n(mod p) . 

Рассматривается адцитивная группа Z целых чисел и подгруппа Н чи­
сел , кратных р. Сl\,1ежный класс по подгруппе Н, порожденный элементом 
m Е Z, имеет вид (будем придерживаться терминологии адцитивной группы 
в соответствии с исходной операцией) : 

m + Н == {m + pk 1 k Е Z} = {п 1 п = m(mod p) } , 
т.е . это множество всех целых чисел , дающих при делении на р тот же оста­
ток, что и m .  Так как о<;татками при делении на р могут быть то"т�ько числа 
О,  1 ,  2 ,  . . . , р - 1 ,  то аддитивная группа Z целых чисел разбивается на р смеж-
ных классов по подгруппе Н: Со , С1 , . . .  , Ср- 1 , где Cr == {п \ п = r (mod p) } ,  
r = О, п - 1 .  Обозначим Zp = {Со , С1 , . . .  , Ср- 1 } . 

Так как Z - абелева группа, то подгруппа Н является нормальным дели­
телем, поэтому Zp - группа относительно сложения смежных классов (тео-
рема 39. 1 1 ) .  Согласно общей теории 

Ст + Сп = Cr , где r = (m + n) (mod p) , 
т.е . Ст + Сп - смежный класс , который содержит m + n .  

Рассмотренная группа Zp называется адд'l.tтивной группой В'Ы'Чеmов по 
модулю р. Отметим, что Zp - фактор-группа Z/ Н. 

ЗАД АЧИ 

П р  и м  е р ы  г р у п п. П р о с т  е й  ш и е с в о й  с т  в а 
39 . 1 .  Какие из следующих числовых множеств образуют 

группу: 
1 )  целые числа Z относительно сложения ; 
2) четные числа 2Z относительно сложения ; 
3) целые числа pZ, кратные данному натуральному числу р, 

относительно сложения ; 
4) степени данного действительного числа а (а =!= О ,  ± 1 )  с 

целыми показателями относительно умножения ; 
5) неотрицательные целые числа относительно сложения ; 
6) нечетные числа относительно сложения ; 
7) целые числа Z относительно вычитания ; 
8) рациональные числа Q относительно сложения ; 
9) рациональные числа Q относительно умножения ; 
10) ненулевые рациональные числа относительно умножения ; 
1 1 )  положительные рациональные числа Q+ относительно 

умножения;  
12 ) положительные рациональные числа Q+ относительно де­

ления ; 
13 ) двоично-рациональные числа, т.е . рациональные числа, 
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знаменатели которых - степени числа 2 с целыми неотрицатель­
ными показателями ,  относительно сложения; 

14) все рациональные числа, представимые в виде дробей с 
нечетным знаменателем , относительно сложения ; 

1 5 ) множество { 1 , - 1 }  относительно умножения ; 
16)  положительные действительные числа IR+ относительно 

операции 
а * Ь = аь ·  

' 

1 7) положительные действительные числа IR+ относительно 
операции 

а * Ь = а2Ь2 ? 
39 . 2 .  Для каждого из следующих множеств квадратных ве­

щественных матриц выяснить, образует ли оно группу; в случае 
положительного ответа указать , будет ли эта группа абелевой:  

1 ) матрицы порядка п относительно умножения; 
2) матрицы порядка п относительно сложения ; 
3) невырожденные матрицы порядка п относительно умно­

жения;  
4) невырожденные матрицы порядка п относительно сложе­

ния ; 
5) матрицы порядка п с целыми элементами относительно 

умножения ; 
6) матрицы порядка п с определителем , равным d, относи­

тельно умножения; 
7) матрицы порядка п с  целыми элементами и определителем , 

равным ± 1 ,  относительно умножения ; 
8) симметрические (кососимметрические) матрицы порядка 

п относительно сложения ; 
9) симметрические (кососимметрические) матрицы порядка 

п относительно умножения ; 
10)  диагональные матрицы порядка п относительно сложе­

ния ; 
1 1 )  диагональные матрицы порядка п относительно умноже­

ния ; 
12 )  диагональные матрицы порядка п ,  все элементы диаго­

нали которых отличны от нуля , относительно умножения ; 
13 )  верхние треугольньJе матрицы порядка п относительно 

умножения ; 
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14) невырожденные треугольные матрицы одинакового вида 
относительно умножения ; 

15 )  ортогональные матрицы порядка п относительно умно­
жения; 

16) ненулевые матрицы вида ( -� � ) , а , Ь Е IR., относительно 
умножения ; . 

17) ненулевые матрицы вида ( :ь � ) , а , Ь Е Q ( q -Е N - за­
данное число, не являющееся полным квадратом) , относительно 
умножения ; 

18) ненулевые матрицы вида ( ;с � 
2Ь 2с сительно умножения . 

! ) , а , Ь, с Е Q, 
отно-

39 . 3 . Для каждого из следующих множеств отображений вы­
яснить , образует ли оно группу относительно умножения (супер­
позиции) отображений; в случае положительного ответа указать , 
будет ли эта группа абелевой: 

1 ) взаимно однозначные отображения множества натураль­
ных чисел на себя , каждое из которых перемещает лишь конеч­
ное число чисел ; 

2) все отображения множества первых п натуральных чисел 
в себя ; 

3) все инъективные отображения множества первых п нату­
ральных чисел на себя ; 

4) все сюръективные отображения множества первых п на­
туральных чисел на себя ; 

5) взаимно однозначные отображения множества первых п 

натуральных чисел на себя ; 
6) все перестановки первых п натуральных чисел ; 
7) четные перестановки первых п натуральных чисел ; 
8) нечетные перестановки первых п натуральных чисел ;  
9) все перестановки первых п натуральных чисел , оставляю­

щие неподвижными элементы некоторого заданного подмноже­
ства; 

10) параллельные переносы трехмерного пространства Vз ; 
1 1 ) повороты трехмерного пространства Vз вокруг заданной 

оси ; 
12) все повороты плоскости V2 ; 
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13) все повороты плоскости вокруг центра заданного пра­
вильного n-угольника, совмещающие этот n-угольник с самим 
собой. 

39 .4 .  Какие из сле,цующих множеств действительных много­
членов от одной переменной образуют группу относительно сло­
жения многочленов : 

1 )  многочлены степени не выше п (включая нулевой много-
член) ; 

2) многочлены степени п ;  

3) многочлены всех степеней (включая нулевой многочлен) ; 
4) многочлены степени не выше п ,  для которых х = 1 - ко­

рень; 
5) многочлены степени не выше п ,  для которых х = 1 - про­

стой корень? 
39 . 5 . Доказать, что множество дробно-линейных функций, 

ах + Ь т.е. функций вида у = d ' где а, Ь, с, d Е JR и ad - Ьс i= О ,  сх + · 
образует группу относительно операции суперпозиции функций. 
Абелева ли она? 

39 .6 .  Доказать , что множество М всех подмножеств некото­
рого непустого множества М образует абелеву группу относи­
тельно операции симметрической разности: А 6 В = (А U В ) \ 
(А n В) . 

39 .7 . Выяснить, образует ли группу множество М всех под-
множеств некоторого непустого множества М относительно: 

а) операции пересечения; 
б) операции объединения . 
39 .8 .  Доказать, что конечное множество G, в котором опре­

делена ассоциативная алгебраическая операция и каждое из 
уравнений ах = Ь, уа = Ь для любых а ,  Ь Е G имеет в G не более 
одного решения , будет группой . 

39 .9 .  Доказать , что конечное множество,  в котором опреде­
лена ассоциативная алгебраическая операция , подчиняющаяся 
закону сокращения слева и справа, является группой. 

39 . 10 .  Доказать , что если а2 = 1 для любого элемента а груп­
пы G, то эта группа абелева. 

И з о м о р ф и з м  г р у п п  
39 . 1 1 .  Доказать , что группы 1 )-4) задачи 39 . 1  изоморфны 

1 2-427 1 
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39 . 12 .  Показать, что изоморфные конечные группы имеют 
одинаковый порядок. 

39 . 13 .  Найти все (с точностью до изоморфизма) группы по­
рядка: а) 2 ;  б) 3 ; в) 4; г) 6 .  Написать таблицы умножения этих 
групп и представить эти группы в виде групп перестановок . До­
казать , что группы порядков 2 ,  3 ,  4 абелевы. 

39 . 14 .  Доказать , что: 
а) группа 1R+ положительных действительных чисел по умно­

жению изоморфна группе JR всех действительных чисел по сло­
жению; 

б) группа Q+ положительных рациональных чисел по умно­
жению не изоморфна группе Q всех рациональных чисел по сло­
жению. 

39 . 15 .  Доказать, что аддитивная группа Z целых чисел не 
изоморфна аддитивной группе Q рациональных чисел . 

39 . 16 .. Доказать , что мультипликативная группа ненулевых 
действительных чисел не изоморфна мультипликативной группе 
невырожденных диагональных матриц порядка п > 2 .  

39 . 17.  Доказать, что при п > 2 мультипликативная группа 
невырожденных диагональных матриц порядка п не изоморфна 
мультипликативной группе невырожденных верхних треуголь­
ных матриц того же порядка п .  

39 . 18 .  Доказать , что аддитивная группа JR действительных 
чисел не изоморфна аддитивной группе JRnxn квадратных мат­
риц порЯдка п > 2 .  

39 . 19 .  Доказать , что мультипликативная группа ортогональ­
ных матриц порядка п > 2 не изоморфна мультипликативной 
группе невырожденных матриц того же порядка п с определи­
телем , равным ± 1 .  

39 . 20 .  Доказать, что группа параллельных переносов про­
странства Vз относительно суперпозиции отображений изоморф­
на аддитивной группе всех векторов в Vз . 

39 . 2 1 .  Доказать, что группа всех поворотов плоскости V2 от­
носительно суперпозиции отображений изоморфна мультипли­
кативной группе ортогональных матриц второго порядка с опре­
делителем , равным единице. 

39 .22 .  Доказать , что группа дробно-линейных функций (за­
дача 39 . 5) изоморфна мультипликативной группе матриц втора-
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го порядка с определителем , равным ±1 .  
39 .23 .  Доказать, что: 
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а) любая конечная группа порядка п изоморфна некоторой 
группе перестановок п элементов; 

б) любая группа изоморфна группе некоторых взаимно од­
нозначных отображений множества элементов этой группы на 
себя . 

39 . 24. Доказать, что группа порядка 6 либо коммутативна, 
либо изоморфна группе Sз . 

П о д г р у п п ы  
39 .25 .  Доказать , что непустое подмножество Н группы яв­

ляется ее подгруппой тогда и только тогда, когда 
а , Ь Е Н => аь- 1 Е Н. 

39 . 26 .  Какие из групп в задачах 39 . 1-39 .4 являются подгруп-
пами других из этих групп? 

39 . 27 .  Доказать , что во всякой группе: 
а) пересечение любого набора подгрупп является подгруппой; 
б) объединение двух подгрупп является подгруппой тогда и 

только тогда, когда одна из подгрупп содержится в другой;  
в) если подгруппа Н содержится в объединении подгрупп А 

и В ,  то либо Н С А, либо Н С В.  
39 . 28 .  Доказать, что : 
а) если Н - конечное множество элементов группы G и про­

изведение двух любых элементов из Н снова лежит в Н, то Н 
будет подгруппой группы G; 

б) если все элементы множества Н группы G имеют конеч­
ные порядки и произведение двух любых элементов из Н снова 
лежит в Н, то Н будет подгруппой группы G. 

39 . 29 .  Доказать , что произведение двух подгрупп группы яв­
ляется группой тогда и только тогда, когда эти подгруппы пере­
становочны. 

39 . 30 .  Доказать , что множества p'll , р Е N, исчерпывают все 
ненулевые подгруппы аддитивной группы Z целых чисел. 

39 . 3 1 .  Доказать , что множество линейных функций образует 
подгруппу группы дробно-линейных функций задачи 39 . 5 .  

39 . 32 .  Существует ли бесконечная группа, содержащая лишь 
две тривиальные подгруппы? 
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39 . 33 .  Доказать , что любая бесконечная группа содержит 
бесконечно много нетривиальных подгрупп. 

39. 34 .  Доказать , что конечная группа имеет лишь две три­
виальные подгруппы - { е} и G - тогда и только тогда, когда ее 
порядок - простое число . 

39 .35 .  Указать все (с точностью до изоморфизма) конечные 
группы, имеющие р9вно одну нетривиальную подгруппу. 

39 .36.  Доказать , что любая группа либо имеет лишь -две три­
виальные подгруппы, либо имеет коммутативную подгруппу. 

39 . 37. Найти все (с точностью до изоморфизма) группы, 
каждая из которых изоморфна любой своей неединичной под­
группе. 

С м е ж н ы е  к л а с с ы. Н о р м а л ь н ы й  д е л и т е л ь 
39 .38 .  Является ли смежный класс группой? 
39 .39 .  Доказать, что меж,цу любыми двумя смежными клас­

сами по одной подгруппе Н группы G можно установить взаимно 
однозначное соответствие. 

39.40.  Пусть Н - подгруппа группы G. Доказать , что бинар­
ное отношение: aRb, если а и Ь находятся в одном левом ( соот­
ветственно правом) смежном классе по подгруппе Н, является 
отношением эквивалентности на множестве G. 

39 .41 .  Доказать, что элементы, обратные к элементам левого 
смежного класса по произвольной подгруппе, образуют правый 
смежный класс по этой подгруппе. 

39 .42 .  Доказать, что произведение двух левых смежных 
классов по подгруппе Н является левым смежным классом по 
этой подгруппе тогда и только тогда, когда Н - нормальный 
делитель.  

39 .43 .  Доказать , что отношение сопряженности элементов 
группы G является отношением эквивалентности на множестве 
G. 

39 .44 .  Найти смежные классы: 
а) аддитивной группы Z целых чисел по подгруппе pZ чисел , 

кратных данному натуральному числу р; 
б) аддитивной группы IR действительных чисел по подгруппе 

Z целых чисел ; 
в) аддитивной группы целых чисел , кратных 3 ,  по подгруппе 

чисел, кратных 24; 
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г) аддитивной группы Q рациональных чисел по подгруппе 
Z целых чисел ; 

д) мультипликативной группы ненулевых действительных 
чисел по подгруппе 1R+ положительных действительных чисел ; 

е) мультипликативной группы ненулевых действительных чи­
сел по подгруппе { - 1 ; 1 } .  

39.45.  Найти смежные классы: 
а) аддитивной группы векторов плоскости по подгруппе век­

торов, лежащих на оси абсцисс Ох; 
б) группы всех параллельных переносов пространства Vз из 

задачи 39 . 3 ( 10) по подгруппе параллельных переносов на векто­
ры, коллинеарные фиксированному вектору а =/:.  О ;  

в) группы всех поворотов плоскости V2 вокруг заданной точ­
ки О по подгруппе поворотов на угол , кратный 2rг /n, где п > 2 ,  
п Е Z ;  

г) симметрической группы Sn по подгруппе перестановок, 
оставляющих п на месте; 

д) аддитивной группы действительных многочленов степени 
не выше 5 по подгруппе многочленов степени не выше 3 ; 

е) аддитивной группы действительных многочленов степени 
не выше 4 по подгруппе многочленов , имеющих число х = О 
своим корнем . 

39 .46.  Пусть G - аддитивная группа квадратных матриц 
IR.nxn . Найти ее смежные классы :  

а) по подгруппе симметрических матриц; 
б) по подгруппе кососимметрических матриц; 
в) по подгруппе нижних треугольных матриц. 
39.47.  Пусть G - мультипликативная группа невырожденных 

матриц А Е JRnxn . Найти ее левостороннее и правостороннее раз­
ложения: 

а) по подгруппе всех невырожденных диагональных матриц; 
б) по подгруппе матриц перестановок; 
в) по подгруппе верхних треугольных матриц с единичными 

диагональными элементам ; 
г) по подгруппе матриц с определителем , равным 1 .  
39 .48 .  Найти левые и правые смежные классы группы 

дробно-линейных функций (задача 39 .5 )  по подгруппе линейных 
ах + ь функций вида у = 
Ох + 1 , где а , Ь Е JR, а =/= О .  Является ли эта 
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подгруппа нормальным делителем? 
39 .49 .  Пусть G - мультипликативная группа невырожденных 

матриц второго порядка. 
1 )  Доказать , что подмножество Н всех матриц вида [ � � ] , 

где а Е JR, образует подгруппу. 
2) Показать, что подгруппа Н изоморфна аддитивной группе 

JR вещественных чисел . 
3) Найти левые и правые смежные классы группы G по под­

группе Н. Является ли подгруппа Н нормальным делителем? 
39 . 50 .  Пусть 9 - группа из задачи 39 .6 . 
1 ) Доказать, что множество 1t всех подмножеств множества 

М, дополнение которых содержит заданное подмножество Ао , 
образует подгруппу. Является ли эта подгруппа нормальным де­
лителем? 

2) Построить разложение группы g по подгруппе Н. 
39 . 51 .  Доказать, что в любой группе перестановок, содержа-

щей хотя бы одну нечетную перестановку: 
а) число четных перестановок равно числу нечетных; 
б) четные перестановки образуют нормальный делитель. 
39 .52 .  Указать все нетривиальные подгруппы симметриче-

ской группы Sз . Находя правые и левые смежные классы по 
этим подгруппам , выяснить, какие из этих подгрупп являются 
нормальными делителями. 

П о  р я д о к э л е м е н т а. Ц и к л и ч е с к и е  г р у п п ы  
39 . 53 .  Найти порядок элемента: [ cos а - s1n а ] а) мультипликативной группы невырож-- siп а - cos а 

денных матриц второго порядка; 
б) [ cos(21Г/n) - sin (21Г/n) ] 

sin (21Г / п) соs(21Г / п) мультипликативной группы 
невырожденных матриц второго порядка; 

о 1 о о 

в) о о 1 о 
о о о 1 
1 о о о 

мультипликативной группы невырожден-

ных матриц четвертого порядка; 
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г) ( � ; � i � ) группы 85 ;  

д) ( � ; � : � � ) группы 86 . 

39 . 54 .  Найти порядки всех элементов : 
а) аддитивной группы вычетов Zв ;  
б) мультипликативной группы Z5 \ {О} . 
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39 . 55 .  Выяснить , элементы каких конечных порядков содер­
жатся : 

а) в мультипликативной группе положительных рациональ­
ных чисел; 

б) в мультипликативной группе ненулевых рациональных чи­
сел ; 

в) в мультипликативной группе невырожденных диагональ­
ных матриц порядка п > 2 ; 

г) в мультипликативной группе невырожденных матриц по­
рядка п > 2 .  

39 . 56 .  Показать , что в мультипликативной группе невырож­
денных матриц существует бесконечно много элементов второго 
порядка. 

39 . 57.  Привести пример бесконечной группы, в которой каж­
дый элемент имеет конечный порядок. 

39 .58.  Доказать, что если элемент а группы имеет конечный 
1 2 n- 1 порядок п, то элементы , а, а , . . . , а различны. 

39 . 59 .  Доказать , что элемент а группы имеет порядок п ,  то 
ak = 1 тогда и только тогда, когда k делится на п нацело. 

39 .60 .  Доказать , что циклическая группа простого порядка 
порождается любым своим неединичным элементом . 

39 .61 .  Доказать , что если элемент а группы имеет порядок 
п , то а- 1 

= ап- 1 . 
39 .62 .  Доказать , что во всякой группе 
а) элементы аЬ и Ьа имеют один и тот же порядок; 
б) элементы а и Ьаь- 1 имеют один и тот же порядок; 
в) элементы аЬс, Ьса и саЬ имеют одинаковый порядок; 
г) элементы аЬс и сЬа могут иметь разные порядки . 
39 .63 .  Пусть элементы а и Ь группы G имеют конечный по­

рядок и аЬ = Ьа . Доказать , что : 
а) если порядки элементов а и Ь взаимно просты, то порядок 

произведения аЬ равен произведению их порядков; 
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б) существуют показатели k и l такие, что порядок произве­
дения ak ьz равен наименьшему общему кратному порядков эле­
ментов а и Ь. 

Верны ли эти утверждения для некоммутирующих элементов 
а и Ь? 

39 .64 .  Найти порядок элемента ak , если порядок элемента а 
равен п.  

39 .65 .  Найти все образующие элементы аддитивной группы 
целых чисел. 

39 .66 .  В циклической группе {а} порядка п найти все элемен­
ты g, удовлетворяющие условию gk = 1 ,  и все элементы порядка 
k при 

а) п = 24, k = 6; б) п = 24 , k = 4; в) п = 100 ,  k = 20 ; 
г) п = 100 ,  k = 5 ;  д) п = 360 ,  k = 30; 
е) п = 360 , k = 12 ; ж) п = 360 , k = 7. 
39 .67 .  Пусть G - группа из п элементов . Доказать , что G = 

{а} тогда и только тогда, когда п - порядок элемента а.  
39 .68 .  Доказать , что порядок любого элемента конечной 

группы является делителем порядка группы . 
39 .69 .  Доказать, что конечная группа простого порядка яв­

ляется циклической и порождается любым своим неединичным 
элементом . 

39 . 70 . Доказать, что в аддитивной группе п-го порядка для 
любого элемента а имеет место равенство 

па =  О .  
39 .71 .  Доказать , что любая подгруппа циклической группы 

- тоже циклическая. 
39 . 72 . Пусть G = {а} - конечная циклическая группа поряд­

ка п.  Доказать утверждения : 
а) порядок любой подгруппы группы G делит порядок п этой 

группы; 
б) для любого делителя d числа п существует единственная 

подгруппа Н группы G, имеющая порядок d; 
в) подгруппа Н порядка d содержит в качестве образующих 

все элементы порядка d группы G. В частности , Н = {an/d } .  
39 . 73 . Доказать , что если циклическая подгруппа является 

нормальным делителем , то либо групповая операция коммута­
тивна, либо подгруппа конечна. 
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39.  7 4 .  Найти число элементов порядка рт в циклической 
группе порядка pn , где р - простое число, О < m < п. 

39 . 75 .  Найти все подгруппы: 
а) циклической группы порядка 6; 
б) циклической группы порядка 24 ; 
в) циклической группы порядка 100 ;  
г )  циклической группы порядка рп (р -простое число) .  
39 . 76 . Пусть G = {а} - циклическая группа порядка п и 

Ь = ak . Доказать , что : 
а) элемент Ь тогда и только тогда будет образующим группы 

G, когда числа п и  k взаимно просты; 
б) порядок элемента Ь равен n/d, где d - наибольший общий 

делитель п и  k ;  
в) всякая подгруппа Н С G порождается элементом вида ad , 

где d - делитель п; 
г) для всякого делителя d числа п существует единственная 

подгруппа Н С G порядка d. 
39 . 77 .  Доказать , что любая циклическая группа порядка п 

изоморфна аддитивной группе Z11 вычетов по мо,цулю п.  
39 . 78 . Доказать , что в коммутативной группе множество эле­

ментов ,  порядки которых делят фиксированное число п, являет­
ся подгруппой . Верно ли это утверждение для некоммутативной 
группы? 

39 . 79 . Доказать , что : 
а) все бесконечные циклические группы изоморфны меж,цу 

собой; 
б) все конечные циклические группы данного порядка п изо­

морфны меж,цу собой. 

Ф а к т о р - г р у п п а  
39 .80 .  Пусть Н - нормальный делитель в группе G.  Назовем 

два элемента а, Ь Е G связанными бинарным отношением R, если 
элемент аь- 1 принадлежит Н. Доказать , что : 

1 ) R является отношением эквивалентности на множестве G; 
2 )  фактор-множество G \R совпадает с фактор-группой груп­

пы G по подгруппе Н. 
39 .81 . Доказать , что фактор-группа сииметрической груп­

пы Sn по знакопеременной группе Ап изоморфна фактор-группе 
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Z/2Z аддитивной группы целых чисел по подгруппе четных чи­
сел . 

39 .82 .  Найти фактор-группы:  
а) аддитивной группы 'll целых чисел по подгруппе p'll чисел, 

кратных данному натуральному числу р; 
6) аддитивной группы 3Z целых чисел , кратных 3 , по под­

группе 15Z чисел , кратных 15 ; 
в) адцитивной группы 4Z целых чисел,  кратных 4, по под­

группе 24Z чисел , кратных 24; 
г) мультипликативной группы ненулевых действительных 

чисел по подгруппе IR+ положительных действительных чисел. 
39 .83 .  Доказать , что в фактор-группе Q/Z 
а) содержится бесконечно много элементов;  
6) каждый элемент имеет конечный порядок; 
в) для каждого п Е N имеется в точности одна подгруппа 

порядка п. 

39 .84 .  Доказать , что фактор-группа мультипликативной 
группы невырожденных матриц n-го порядка по своей подгруппе 
Н изоморфна: 

а) мультипликативной группе ненулевых действительных 
чисел , если Н = {А Е IR.nxn 1 det A = 1 } ;  

6) мультипликативной группе 1R+ положительных действи­
тельных чисел , если Н = { А  Е IR.nxn 1 1 det A I = 1 } ;  

в) группе Z2 , если Н = { А Е IR.nxn 1 det A  > О } . 
39 .85 .  Пусть Gn - аддитивная группа векторов n-мерного ли­

нейного пространства и Hk - подгруппа векторов k-мерного под­
пространства, О < k < п .  Доказать, что фактор-группа Gп/ Hk 
изоморфна Gn-k · 

§40 . Кольцо и поле 
Непустое множество К, наделенное двумя алгебраическими операциями 

- сложением и умножением, называется колъцом, если эти операции удовле­
творяют следующим аксиомам: \/а, Ь, с Е К 

1 )  а + Ь = Ь + а; 
2) (а + Ь) + с = а + (Ь + с) ;  
3 )  30 Е К : а + О  = О +  а = а ; 
4) \/а Е К 3 - а Е К :  а + (-а) =  (-а) +  а =  О ;  
5) ( аЬ) с = а ( Ьс) ; 
6 )  (а + Ь)с = аЬ + Ьс, а(Ь + с) = аЬ + ас. 
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Кольцо называется КОМ.Jvt,утативн'ым, если умножение в нем коммута­
тивно . Кольцо называется колъцом с единицей, если операция умножения 
обладает нейтральным элементом . 

1 .  Колъцо обладает все.м,и свойствами аддитивной абелевой гpynn'Ьt; в 
частности, в кольце: 

а) существует единственный нулевой элемент О; 
б) для любого элемента а существует единственный противоположный 

элемент -а; 
в) для любых элементов а, Ь Е К существует, и притом единственное, 

решение уравнения х + а = Ь, при этом х == Ь + (-а) ;  это решение называется 
разностъю элементов Ь и а и обозначается символом Ь - а .  

2 .  В колъце умножение дистрибутивно относителъно въt'Читания, 
т.е .  а(Ь - с) == аЬ - ас, (а - Ь)с = ас - Ьс, \/а, Ь, с Е К.  

3 . В колъце дл.я любого эле.м,ента а : аО == Оа = О. 
4 .  В колъце дл.я любЪtх эле.ментов а, Ь: (-а)Ь == а (-Ь) == -аЬ. 
Сл е д с т в и е. (-а) ( -Ь) == аЬ, \/а, Ь  Е К. 
5. В колъце с единицей дл.я любого эле.м,ента а :  

( - l )a == а(- 1 )  == -а . 
6 .  В колъце дл.я любого элемента а определен эле.м,ент, кратнъ�й эле­

менту а :  па, п Е N. 
7 . В колъце с единицей, содержащем не  менее двух эле.ментов, вътол-

не но: 
1 # О . 

8 . В колъце с единицей множество обратимъ�х {по умножению) эле­
ментов образует мулътипликативную группу. 

Ненулевые элементы а и Ь кольца называются делителями нул.я, если 
аЬ == О . При этом элемент а называется лев'Ьtм делителем нуля, а элемент Ь 
- правъ�м. 

Два кольца К и К' называются изомо'рifтъ�ми, если существует биектив­
ное отображение ер : К � К' , которое сохраняет операции, т.е .  для любых 
а , Ь  Е К 

1 )  ер(а + Ь) = ер(а) + ер(Ь) ; 2) ер (аЬ) == ер(а) · ер(Ь) . 
В изоморфных кольцах К и К' 
1 )  ер(О) == О' , где О и О' - нули в К и К' ; 
2) ер(-а) == -ер(а) , \/а Е К; 
3) если кольцо К обладает единицей 1 ,  то кольцо К' тоже обладает 

единицей 1 ' , при этом ер( 1 )  == 1 ' ; 
4) если элемент а Е К обладает обратным элементом а- 1 , то 

ер(а- 1 ) == (ер(а ) ) - 1
; 

5) если кольцо К имеет делители нуля, то их образы будут делителями 
нуля в кольце К' . 

Рассмотрим адцитивную группу Zp == {Со , С1 , . . .  , Ср- 1 }  вычетов по мо­
дулю р (пример 39 .9) . Определим на Zp операцию Уl\1IНожения , положив 

Cm · Сп == Cr , где r = mn (шod p) , 
т.е .  Ст · Сп - это смежный класс , в который входит mn. 

Т е о р е  м а 40. 1 .  Zp - коне'Чное коммутативное колъцо с единицей, 
которое имеет делители нул.я, если р - составное 'Число. 

Кольцо Zp называется колъцом в'Ьl'Четов по модулю р. 
Непустое подмножество кольца К называется подколъцом, если оно само 

образует кольцо относительно операций , определенных в К. 
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Полем называется коммутативное кольцо с единицей , содержащее не 
менее двух элементов, в котором каждый отличный от нуля элемент имеет 
обратный. 

1 .  Поле обладает всеми свойствами колъца. 
2. В поле нет делителей нул.я. 
Сл е д с т в и е. Умножение .являете.я алгебраи-ч,еской операцией на мно­

жестве всех ненулевъtх элементов поля. 
3 . В поле Р множество всех ненулевъ�х элементов образует мулъти­

пликативную коммутативную группу, и поэтому в поле: 
а) существует, и приmом единственная, единица, при-ч,ем 1 i= О ;  
б) для любого элемента а # О существует, и притом единственнъtй, 

обратнъtй элемент; 
в) дл.я любъtх а, Ь Е Р, а i= О ,  уравнение ах = Ь имеет единственное - 1 ь  ь - 1  решение, при этом х = а = а ; этот элемент называется -ч,астнъtм от ь 

деления Ь на а и обозначается символом - или Ь/а . 
а 

4 . В поле сохрахяются все объt-ч,ные правила обращен1tя с дробями: 
а с а) - = - {::} ad = Ьс · ь d ' 

а с  б) � ± с 
= 

ad ± Ьс ь d bd ' b d  
- а а а в) -Ь- = -Ь = - Ь . 

ас 
bd ; 

5 . В поле дл.я любого элемента а и любого п Е Z определен элемент па, 
кратнъtй элементу а; если п Е N, то определена п-я стеnенъ а n элемента 
а; если а i= О , то п-.я степенъ определена дл.я любого п Е Z.  

Элементы поля называют 'Числами. 
Наименьшее натуральное п, для которого 

п . 1 = 1 + 1 + . . . + 1 = о, 
n 

называется характеристикой поля. Если указанное свойство не имеет ме­
ста ни для какого натурального числа п,  то говорят, что такое поле имеет 
характер�tстику нулъ. 

Т е о р е м а 40.2 .  Характеристикой пол.я может бъtтъ либо О, либо 
простое 'Число. 

Т е о р е м а 40. 3. Если р - простое 'Число, то колъцо Zp въt'Четов по 
модулю р образует поле характеристики р .  

Подмножество Р' поля Р называется подполем поля Р ,  если оно само 
является полем относительно тех операций , которые определены в поле Р. 
При этом поле Р, в свою очередь, называется расширением поля Р' . 

Два поля называются изоморфными, если они изоморфны как кольца. 
В главах I , П ,  IV , V рассматриваются вещественные матрицы , их опре­

делители, вещественные системы линейных алгебраических уравнений, ве­
щественные линейные пространства. Основные результаты этих глав прак­
тически дословно переносятся на случай , когда вместо поля IR вещественных 
чисел рассматривается произвольное поле Р. Без всяких ограничений они 
переносятся на случай бесконечного поля Р характеристики р = О, так как 
алгебраические операции в таком поле обладают теми же свойствами, что и 
в поле IR. 

Для конечного поля имеет место очевидное отличие. Так , неопределен­
ная система линейных алгебраических уравнений над полем IR имеет бес-
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конечно много решений . Это перестает быть справедливым, если основное 
поле Р конечно. 

Более серьезное отличие возможно для поля характеристики р -:/= О ,  так 
как в таком поле из равенства па = а + . . .  + а = О не следует, что а = О 
(задача 40.43) . Доказательства, относящиеся к вещественным объектам и 
опирающиеся на вывод 

па = О :::} а = О 
теряют силу в поле ненулевой характеристики. Так , доказательство свой­
ства 6 определителя ( §5) не проходит для поля характеристики два, хо-
тя само это свойство остается справедливым (задача 40 .50) , а утверждение 
(задача 1 .38 , § 1 )  о том, что для матриц А, В Е Rn x n невозможно равенство 
АВ - БА = 1 ,  оказывается неверным, если основное поле Р имеет характе­
ристику п .  Доказательство (пример 5 . 5 ,  §5) утверждения об определителях 
кососи:мметрических матриц нечетного порядка требует предположения , что 
характеристика поля Р отлична от двух , хотя само это утверждение остает­
ся в силе (с одной оговоркой) и в случае поля характеристики два (задача 
40 .49) . 

:�Латрица с элементами из поля Р называется матрицей над полем, Р, 
аналогично определяются термины "система линейных алгебраических 
уравнений над полем Р", "линейное пространство над полем Р". 

ЗАД АЧИ 

П р и м е р ы  к о л е ц  и п о л е й  
40. 1 .  Выяснить, какие из следующих числовых множеств об­

разуют кольцо (но не поле) и какие поле относительно сложения 
и умножения чисел; в случае кольца указать , обладает ли оно 
едицицей: 

1 )  целые числа Z; 
2) четные числа 2Z; 
3) целые числа nZ, кратные данному целому п > 3 ; 
4) неотрицательные целые числа; 
5) рациональные числа Q; 
6) рациональные числа, в несократимой записи которых зна­

менатели делят фиксированное число п Е N; 
7) рациональные числа, в несократимой записи которых зна­

менатели не делятся на фиксированное число п Е N; 
8) рациональные числа, в несократимой записи которых зна-

менатели являются степенями заданного простого числа р; 
9) вещественные числа IR; 
10) вещественные числа вида а + bij2, где а , Ь Е Q; 
1 1 ) вещественные числа вида а + bij2 + с�, где а , Ь, с Е Q; 
12 ) вещественные числа вида а + ЬV2, где а , Ь Е Q. 



366 Глава Х. Элементы общей алгебры 

40.2 .  Выяснить , какие из сле,цующих множеств веществен­
ных матриц п-го порядка, п > 2 ,  образуют кольцо (но не поле) , 
а какие поле относительно сложения и умножения матриц; в слу­
чае кольца указать , является ли оно коммутативным ,  кольцом с 
единицей, кольцом с делителями нуля : 

1 ) симметрические матрицы; 
2) ортогональные .матрицы; 
3) верхние треугольные матрицы; 
4) диагональные матрицы; 
5) матрицы, у которых все строки, начиная со второй , нуле-

вые; 
6) матрицы вида ( -� � ) , где а , Ь Е IR; 

7) матрицы вида ( -� � ) , где а, Ь Е Q; 

8) матрицы вида ( 2� � ) , где а, Ь Е IR; 

9) матрицы вида ( 2� � ) , где а,  Ь Е Q. 
40.3 .  Выяснить, относительно каких из сле,цующих операций 

сложения и умножения множество IR х IR пар вещественных чисел 
образует кольцо (но не поле) , а для каких - поле; в случае кольца 
указать , является ли оно коммутативным , кольцом с единицей , 
кольцом с делителями нуля : 

1 )  (a , b) + (c, d) = (a + c, b + d) ;  (a , b) · (c, d) = (ac, ad + b) ; 
2) (a , b) + (c, d) = (а+ с, Ь+d) ;  (a , b) · ( c, d) = (ac- bd, ad+ bc) ;  
3) (а ,  Ь) + (с, d) = (а + с, Ь + d) ;  (а , Ь) · (с ,  d) = (О , О) ; 
4) (а ,  Ь) + (с, d) = (а +  с, Ь + d) ;  (а ,  Ь) · (с, d) = (ас, bd) ; 
5) (а ,  Ь) + (с, d) = (а + с, Ь + d) ; (а ,  Ь) · (с, d) = (ас, ad - Ьс) ; 
6) (а ,  Ь) + (с, d) = (а + с, Ь + d) ; (а , Ь) · (с, d) = ( ad, bd) . 
40.4 .  Выяснить , какие из сле,цующих множеств функций от 

одной вещественной переменной образуют кольцо относительно 
обычных операций сложения и умножения функций; в случае 
кольца указать , является ли оно кольцом с единицей , кольцом с 
делителями нуля , полем : 

1 )  множество линейных функций f(x) = ах + Ь, а , Ь Е IR; 
2) множество всех многочленов степени не выше п ;  
3) множество многочленов всех степеней; 
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4) множество всех тригонометрических многочленов f (х) = 
ао + L:k==l (ak cos kx + bk sin kx) , п Е N, ао ,  a i , . . .  , ап , Ь1 , . . .  , Ьп Е JR ; 

5) множество С[а ,  Ь] функций, непрерывных на [а ,  Ь] ; 
6) множество Со [а ,  Ь] функций, непрерывных на [а ,  Ь] и обра­

щающихся в нуль при х = а и х = Ь; 
7) множество дифференцируемых на (а ,  Ь) функций; 
8) множество дробно-рациональных функций, т.е. функций, 

представимых в виде �i;j, где f(x) , g (x) - многочлены с дей­
ствительными коэффициентами (g (x) ф О) . 

40 . 5 .  Выяснить , образует ли множество линейных функций 
f(x) = ах +  Ь, а ,  Ь Е JR , кольцо относительно операций сложения 
и суперпозиции функц�й. 

40 .6 .  В адцитивной группе многочленов от одного переменно­
го t в качестве операции умножения рассматривается операция 
суперпозиции. Является ли это множество кольцом относитель­
но этих операций? 

40. 7. Доказать , что множество всех подмножеств некоторого 
множества М образует кольцо относительно операций симметри­
ческой разности и пересечения , рассматриваемых как сложение 
и умножение соответственно. Показать , что это коммутативное 
кольцо с единицей и с делителями нуля . 

40 .8 .  В коммутативном кольце функций, непрерывных на 
всей действительной оси, с обычными операциями сложения и 
умножения указать подкольцо :  

а)  без единицы и без делителей нуля ; 
б) без единицы, но с делителями нуля ; 
в) с единицей и делителями нуля ; 
г) с единицей и без делителей нуля , но не являющееся полем . 
40 .9 .  В кольце квадратных матриц порядка п > 2 указать 

некоммутативное подкольцо: 
а) с единицей и делителями нуля ; 
б) без единицы, но с делителями нуля . 
40 . 10 .  Показать , что множество действительных матриц ви-

да 
а ь с d 

-Ь а -d с 
-с d а - Ь  
-d - с ь а 
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образует некоммутативное кольцо с единицей и без делителей 
нуля . Указать в нем подкольцо без единицы. 

40. 1 1 .  Доказать , что если в любой аддитивной абелевой груп­
пе ввести операцию умножения равенством аЬ = О для любых 
элементов а, Ь, то получится кольцо ( аннул.яторное колъцо) . 

С в о й с т в а  к о л е ц  и п о л е й  
40 . 12 .  Найти обратимые элементы в кольцах с единицей из 

задач 40 . 1-40 .4 . 
40. 13 .  Доказать ,  что все обратимые элементы кольца с еди­

ницей образуют мультипликативную группу. 
40. 14 .  Найти все обратимые элементы и все делители нуля в 

кольце: 
1 )  Zp вычетов по мо,цулю р; 
2) верхних треугольных матриц n-го порядка над полем Р;  
3) скалярных матриц n-го порядка над полем Р;  
4)  диагональных матриц n-го порядка над полем Р.  
40 . 15 .  Доказать, что в кольце квадратных матриц порядка п 

с элементами из некоторого поля ненулевые вырожденные мат­
рицы, и только они, являются делителями нуля . 

40 . 16.  Найти все делители нуля в кольце IR х 1R пар действи­
тельных чисел с операциями, заданными равенствами из задачи 
40 .3 (4) и из задачи 40 . 3 (6) . 

40. 17.  Показать , что в кольце матриц порядка п > 2 из зада­
чи 40 .2 (5) всякий элемент, отличный от нуля , является правым 
делителем нуля . Какие матрицы в этом кольце не будут левыми 
делителями нуля? 

40 . 18 .  Показать , что если в кольце К элемент а обратим ,  а 
элемент Ь - левый делитель нуля , то элемент аЬ также является 
левым делителем нуля . 

40 . 19 .  Привести пример кольца, в котором содержится един­
ственный делитель нуля . 

40 .20 .  Показать , что в кольце с единицей коммутативность 
сложения вытекает из остальных аксиом кольца. 

40 . 2 1 .  Проверив, что свойство нуля и делителей нуля мож­
но доказать , не используя коммутативности сложения , доказать , 
что в кольце , содержащем хотя бы один элемент с,  не являю­
щийся делителем нуля , коммутативность сложения вытекает из 
остальных аксиом кольца. 
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40 . 22 .  Доказать , что конечное коммутативное кольцо без де­
лителей нуля , содержащее более одного элемента, является по­
лем . 

40.23 .  Доказать, что кольцо , содержащее не более трех эле­
ментов , коммутативно . 

40 . 24.  Пусть К - конечное кольцо. Доказать , что: 
а) если К не содержит делителей нуля , то оно имеет единицу 

и все его ненулевые элементы обратимы; 
б) если К имеет единицу, то каждый его элемент, имеющий 

односторонний обратный, обратим ;  
в )  если К имеет единицу, то всякий левый делитель нуля 

является правым делителем нуля . 
Верны ли утверждения б) и в) для колец без единицы? 
40.25 .  Пусть К - кольцо с единицей, а, Ь Е К. Доказать , что : 
а) если произведения аЬ и Ьа обратимы,  то элементы а и Ь 

также обратимы; 
б) если К не имеет делителей нуля и произведение аЬ обра­

тимо, то элементы а и Ь обратимы; 
в) если К конечно и произведение аЬ обратимо ,  то а и Ь об­

ратимы; 
г) без дополнительных предположений о кольце К из обрати­

мости произведения аЬ не следует обратимость самих элементов 
а и Ь. 

40 .26 .  Привести примеры колец матриц специального ви­
да, обладающих несколькими правыми или несколькими левыми 
единицами. 

40 .27 .  На множестве Р2 упорядоченных пар (а1 , а2 ) элемен­
тов поля Р введены операции сложения и умножения по прави­
лам : 

(а 1 , а2 ) + (Ь1 , Ь2) = (а1 + Ь1 , а2 + Ь2 ) , 
(а 1 , а2 ) · ( Ь1 , Ь2 ) = (а 1 Ь1 - а2 Ь2 , а 1 Ь2 + а2 Ь1 ) . 

Доказать , что множество Р2 относительно так введенных опера­
ций является коммутативным кольцом с единицей. Является ли 
это кольцо полем? 

И з о м о р ф и з м  к о л е ц  и п о л е й  
40.28.  Доказать, что : 
а) кольцо диагональных матриц второго порядка изоморфно 

кольцу из задачи 40 . 3 (4) ; 
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6) кольцо матриц вида [ � � ] , а , Ь Е IR, изоморфно кольцу 
из задачи 40 . 3 (6) . 

40 . 29 .  Доказать , что кольцо , изоморфное полю, само явля­
ется полем . 

40. 30 .  Показать , что скалярные матрицы порядка п с дей­
ствительными элементами при обычных операциях образуют по­
ле, изоморфное полю 1R действительных чисел. 

40 . 3 1 .  Показать, что поле матриц вида ( 2� � ) , а , Ь Е Q, 
изоморфно полю чисел вида а + Ьv12, где а , Ь Е Q. 

40 .32 .  Доказать ,  что матрицы вида ( 2� � � ) , а , Ь, с Е Q, 
2Ь 2с а 

образуют поле, изоморфное полю чисел вида а + Ь{/2 + c.W, 
а , Ь, с Е Q. 

40 .33 .  Доказать , что матрицы вида ( 3� � ) , где А = 

( 2�� �� ) , В = ( 2�� �� ) Е Q2x 2 , образуют поле, изоморф-
ное полю чисел вида ai + a2v12 + Ь1 vГз + Ь2J6, a i , а2 , Ь1 , Ь2 Е Q. 

40.34 .  Доказать , что группа невырожденных матриц поряд­
ка п над полем Zp изоморфна симметрической группе Sm лишь 
в трех следующих случаях: а) п = р = 2 , m = 3 ;  б) п = 1 , р = 2 ,  
m = 1 ;  в )  п = 1 , р = 3 ,  m = 2 .  

К о н е ч н ы е  п о л я . Х а р а к т е р и с т и к а  п о л я  
40 . 35 .  Доказать , что в кольце,  состоящем из п элементов , 

для любого элемента а кольца имеет место равенство па = О .  
40 . 36.  Доказать, что если в поле хотя бы один ненулевой 

элемент а имеет кратный элемент па, равный нулю, то характе­
ристика поля отлична от нуля и не превосходит п. 

40 . 37.  Доказать , что если в адцитивной группе поля хотя бы 
один ненулевой элемент имеет конечный порядок , равный п, то 
любой ненулевой элемент поля также имеет конечный порядок, 
который не превосходит п. 

40. 38.  Доказать , что порядок единицы поля в его аддитивной 
группе либо бесконечен , либо является простым числом. 
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40. 39 .  Показать , что множество из четырех матриц О, I ,  [ i � ] , [ i 6 ] над Z2 образует поле. 
40.40 .  Показать , что не существует поля , состоящего из ше­

сти элементов . 
40.41 .  Доказать, что любые два поля из четырех элементов 

изоморфны. 
40.42 .  Доказать,  что в поле из п элементов выполняется тож-

дество хп = х .  
40.43 .  Доказать , что если характеристика поля Р равна р,  то 
1 )  при р =!= О для любого элемента а Е Р  выполнено: ра = О ; 
2) при р = О : если а "#  О ,  а Е Р и п "# О , п Е Z, то па =!= О. 
40.44 .  Показать , что характеристика конечного поля явля-

ется делителем его порядка. 
40 .45 . Привести пример бесконечного поля ненулевой харак­

теристики. 
40 .46. Найти порядок элемента 2 в мультипликативной 

группе поля Zp для р = 3 ,  5 ,  7 , 1 1 .  В каких из этих групп 2 
является образующим элементом? 

40 .47. Найти все образующие элементы в мультипликатив­
ных группах поля : а) Z1 ;  б) Z1 1 . 

40 .48 .  Привести пример квадратных матриц А и В порядка 
р с элементами из кольца Zp , для которых выполнено равенство 
АВ - БА = I. 

40 .49 . Пусть Р - поле характеристики два. Доказать , что 
определитель кососимметрической матрицы нечетного порядка 
над полем Р равен нулю, если все ее диагональные элементы 
равны нулю. Верно ли это утверждение, если хотя бы один диа­
гональный элемент кососимметрической матрицы не равен ну­
лю? 

40 .50 .  Пусть Р - поле характеристики два. Доказать , что 
определитель матрицы над полем Р с одинаковыми строками 
(столбцами) равен нулю. 

40 . 5 1 .  Пусть Р - поле, состоящее из k элементов . Доказать , 
что однородная система линейных алгебраических уравнений 
над полем Р с п неизвестными имеет kn-r решений, где r - ранг 
матрицы системы. 

40.52 .  Доказать , что система линейных алгебраических урав­
нений с квадратной матрицей коэффициентов А над любым по-
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лем имеет единственное решение тогда и только тогда, когда мат­
рица А невырождена. 

40 .53 .  Решить в поле из задачи 40 . 1 ( 12) уравнения : 
а) х2 + ( 4 - 2J2)x + 3 - 2J2 = О ; б) х2 - х - 3 = О ; 
в) x2 +x- 7+6J2 = О; г)  x2 - 2x+ l - J2  = О; д) х2 - 6х+ 1  = О . 
40 .54.  Решить систему уравнений 

х + 2z· = 1 , у +  2z = 2 ,  2х + z = 2 
а) в поле Zз ; б) в поле Z5 . 

40 .55 .  Решить систему уравнений 
Зх + у +  2z = 1 , х + 2у + Зz = 1 ,  4х + Зу +  2z = 1 

а) в поле Z5 ; б) в поле Z7 . 
40 .56 .  Какие из уравнений:  
а)  х2 = 5 ;. б) х7 = 7; в) х3 = а 

имеют решения в поле Z1 1 ? Если имеют, то сколько их? 
40.57.  Пусть Gp - кольцо матриц вида [ -� � ] с элемен­

тами а , Ь из кольца вычетов Zp . Доказать , что : 
а) Gp - коммутативное кольцо с единицей ; 
б) если р - составное число, то в кольце Gp есть ненулевые 

необратимые элементы; 
в ) G2 и G5 имеют делители нуля , и следовательно, не явля­

ются полями; 
г) кольца Gз и G1 являются полями;  
д) если р - простое число, то кольцо Gp является полем тогда 

и только тогда, когда уравнение х2 + у2 = О не имеет решений в 
кольце Zp . 

40 .58 .  Доказать, что кольцо матриц вида [ 2� � ] , где а , Ь Е 

Z5 , образует поле. 
40 .59 .  Доказать, что число элементов конечного поля равно 

рт , где р - простое число , а m - натуральное. 
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§41 . Алгебраическая форма комплексного числа 
Комплексн'ыми 'Числами называются упорядоченные пары (а , Ь) веще­

ственных чисел, для которых понятия равенства, суммы , произведения и 
отождествления с вещественными числами вводятся согласно следующим 
правилам (аксиомам) : 

1 )  (а, Ь) = (с, d) <====> а = с ,  Ь = d; 
2) (а, Ь) + (с, d) = (а + с , Ь + d) ; 
3 )  (а, Ь) · (с, d) = (ас - bd , ad + Ьс) ; 
4) пара (а , О) отождествляется с действительным числом а. 

О б о з н а ч е н и я : z == (а, Ь) ;  i = (0, 1 ) ;  С - множество всех комплексных 
чисел . 

Очевидно , i2 == - 1 .  
Т е о р е м  а 41 . 1 .  Множество С всех комплексн'Ьlх 'Чисел является 

полем, ха]ХJ,ктеристики нулъ. 
Сл е д с т в и е  1 .  Дл.я любой парЪL комплекснъtх 'Чисел z1 == (а , Ь) , z2 == 

(с, d) существует, и притом единственна.я, ]ХJ,ЗНостъ z1 - z2 == (а - с, b-d) . 
С л е д с т в и е 2 . Дл.я любой пар'Ьl комплекснъtх 'Чисел z1 == (а ,  Ь) , 

z2 == (с, d) i= О существует, и притом единственное, 'Частное 
z1 == ( ас + Ьd , bc - ad) . z2 с2 + d2 с2 + d2 

Т е о р е м  а 41.2 .  Любое комплексное 'Число z = (а , Ь) может бЪtтъ 
записано в виде 

z = а + Ьi . ( 4 1 . 1 )  

Форма ( 4 1 . 1 ) записи комплексного числа z = ( а ,  Ь) называется алгеб­
раи'Ческой формой 'Числа z ,  при этом число а называется действителъной 
'Частъю комплексного числа z = а + Ьi и обозначается символом Re z ,  а 
Ь - мнимой 'Частъю и обозначается Im z .  Подчеркнем, что Re z ,  Im z Е IR. 
Для вещественных чисел мнимая часть равна нулю. Комплексные числа, 
у которых действительная часть равна нулю, называются 'Чисто мнимъt­
ми. Очевидно, два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда 
отдельно равны их действительные и мнимые части. 

Комплексное число z == а - Ьi называется сопр.яженнъ�м к числу z == 
а + Ьi .  

Т е о р е м  а 41.3 .  Опе]ХJ,'ЦU.Я сопр.яжени.я 'Комплексного 'Числа обла-
дает следующими свойствами: 

J) z == z ;  
2) z = z <====> z Е IR ;  
3) z + z == 2а , \/ z == а + Ьi ; 
4) zz == а2 + Ь2 ' \/z == а + Ьi ; 
5) z1 ± z2 = z1 ± z2 ; z1 z2 = Z1 z2 ; (z1 /z2 ) == Zi/z2 , z2 i= О .  
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З а м е  'Ч а н  и е .  Для комплексных чисел, заданных в алгебраической фор­
ме, операции сложения , вычитания , умножения и деления производятся по 
обычным правилам выполнения этих операций над двучленами а + Ьi с 
учетом того, что i2 = - 1  , и последующим приведением подобных членов 
(т.е . отдельно группируются вещественные числа и чисто мнимые) . Осо­
бенно это удобно для умножения чисел : если z1 = а + Ьi , z2 == с + di , то 
z1 z2 == (а + Ьi) (с + di) = ас + adi + bci - bd == (ас - bd) + (ad + bc)i .  При де­
лении чисел числитель и знаменатель дроби z1 / z2 следует предварительно 
умножить на z2 : . 

z1 _ (а + Ьi) (с - di) _ { _ _  2 d2 -1- о } _ (ас + bd) (Ьс - ad) . 
- - - Z2 Z2 - С + / - 2 d2 + 2 d2 i . z2 z2 z2 с + с + 

Пусть на плоскости V2 выбрана прямоугольная декартова система коор­
динат. Отображение, которое каждому комплексному числу z == а+ Ьi ставит 
в соответствие точку М этой плоскости с координатами (а ,  Ь) , является би­
екцией . 

Плоскость, точками которой изображаются комплексные числа, назы­
вается комплексной плоскостъю, ее ось абсцисс - вещественной осъю, ось 
ординат - мнимой осъю (в соответствии с наименованием чисел , изображе-
ния которых лежат на этих осях) . 

Сложение и вычитание комплексных чисел выполняются по правилу 
сложения и вычитания радиус-векторов точек комплексной плоскости, изоб­
ражающих эти числа. 

Пусть А == ( aij ) Е cm х n - матрица размера m х п над полем комплекс­
ных чисел . Матрица Ан == (at )  размера п х m называется сопряженной к 
матрице А, если 

at == aji , i = 1 , n, j = 1 , m. 
Очевидно, что Ан =  (А)т == (АТ) ,  где А =  (ai1 ) .  

Сопряженная матрица обладает следующими свойствами: 
1 )  (А + В)н = Ан + вн ,  
2 )  (аА)н = аАн ,  \/а Е С, 
3) (АВ)н = Вн Ан , 
4) (Ан )н  == А, 
5) det Aн = -de-t-A, 
6) rg Aн = rg A , 

выполненными для всех матриц, для которых определены левые части ра­
венств. 

Комплексная матрица А Е спх п называется эрмитовой, если Ан = А, 
и унитарной, если Ан А == АА н = 1 .  

ЗАД АЧИ 

41 . 1 .  Вычислить выражения : 
а) (2 +i) (3 - i) + (2 +3i) (3 + 4i) ;  6) (2 + i) (3 + 7i) - ( 1 + 2i) (5 + 3i) ; 
в ) (4 + i) (5 + 3i) - (3 + i) (3 - i) ;  г) (2 + i )3 + (2 - i) 3 ; 
д) (3 + i) з _ (3 _ i ) з ; е) (5 + �)�i

- 6i) ; ж
) (5  + i)�: + 5i ) ; 



§41 . Алгебраическая форма комплексного числа 

) ( 1 + 3i) (8 - i) ) (1 + Зi) 2 + (2i) 2 з . и (2 + i) 2 ' (2 + i )З  + ( 1 + 2i) З . 
41 . 2 .  Вычислить i77 , i98 , i-57 ,  in ,  где п Е Z 
41 . 3 .  Доказать равенства: 
а) ( 1  + i)8п = 24n , п Е Z; 6) (1 + i)4n = (- l )n22n , п Е Z. 
41 .4 .  Доказать формулы сокращенного умножения : 

375 

а) (z1 ± z2 ) 2 = zr ± 2z1 z2 + z� ;  6) zr - z� = (z1 - z2 ) (z1 + z2 ) ; 
) ( + )п n +cl п- 1 + с2 n-2 2 + +сп- 1 п- 1 + п . в z1  z2 = z1 nz1 z2 nz1 z2 . . . п z1 z2 z2 , 

г) zr - z2 = (z1 - z2 ) (zr- 1 +z�-2z2 +z?-3z� + . . . +z1 z�-2 +z�- l ) . 
41 .5 .  Решить системы уравнений : { ( 1  + i )z1 + ( 1  - i)z2 = 1 + i ,  а) ( 1  - i )z1 + ( 1  + i) z2 = 1 + Зi ; { iz1 + ( 1  + i )z2 = 2 + 2i , б) 2iz1 + (3 + 2i) z2 = 5 + Зi ; { ( 1 - i )z1 - 3z2 = -i ,  в) 2z1 - (З + Зi) z2 = 3 - i ; { 2z1 - (2 + i )z2 = -i ,  г) (4 - 2i)z1 - 5z2 = -1  - 2i ; 
{ z1 + iz2 - 2zз = 10 , 

д) z1 - z2 + 2izз = 20,  
iz1 + Зiz2 - (1 + i )zз = 30. 

41 .6 .  Найти вещественные числа х и у , удовлетворяющие 
уравнению: 

а) (2 + i) x + ( 1 + 2i )y = 1 - 4i ; 6) (3 + 2i)x + ( 1 + 3i)y = 4 - 9i . 
41 . 7 . Доказать , что : 
а) комплексное число z является вещественным тогда и толь­

ко тогда, когда z = z ;  
6 )  комплексное число z является чисто мнимым тогда и толь­

ко тогда, когда z = -z . 
41 .8 .  Доказать,  что: 
а) произведение двух комплексных чисел является веществен­

ным числом тогда и только тогда, когда одно из них отличается 
от сопряженного к другому вещественным множителем ; 

6) сумма и произведение двух комплексных чисел являют­
ся вещественными числами тогда и только тогда, когда данные 
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числа или сопряжены,  или оба вещественны; 
в) произведение двух комплексных чисел чисто мнимо тогда 

и только тогда, когда произведение их вещественных частей рав­
но произведению их мнимых частей. 

ны: 

41 .9 . Найти все комплексные числа, сопряженные 
а) к своему квадрату; б) к своему кубу. 
41 . 10 .  Найти все .комплексные числа, квадраты которых рав-

а) -4; б) 2i ; в) -8i ; г) 3 - 4i ; д) - 15 + 8i ; е) - 1 1 + 60i ; 
ж) -8 - бi ; з) 8 - 6i ; и) 2 - Зi . 
41 . 1 1 .  Решить уравнения : 
а) z2 - (2 + i) z  - 1 + 7i = О; б) z2 - (3 - 2i )z  + 5 - 5i = О ;  
в) ( 2  + i) z2 - (5 - i) z + 2 - 2i = О ; г) z2 - 5z  + 4 + lOi = О . 
41 . 12 .  Доказать, что определитель 

z1 z1 а 

z2 z2 Ь 
Z3 Z3 С 

где z1 , z2 , zз - комплексные числа и а, Ь, с - вещественные числа, 
является чисто мнимым числом . 

41 . 13 .  Показать, что множество матриц 

{ ± [ � � ] ' ± [ � -� ] ' ± [ -� � ] ' ± [ � � ] } 
образует мультипликативную группу. Абелева ли она? 

41 . 14 .  Выяснить , какие из следующих множеств являются 
кольцами (но не полями) и какие полями относительно операций 
сложения и умножения комплексных чисел: 

а) комплексные числа вида а + Ьi , а , Ь Е Z;  
б )  комплексные числа вида а + Ьi , а, Ь Е Q. 
41 . 15 .  Показать, что матрицы вида ( -� � ) , а, Ь Е IR, обра­

зуют поле, изоморфное полю С комплексных чисел . 
41 . 16 .  Доказать, что матрицы вида ( _!_ w ) , z , w Е С, обра­-w z 

зуют некоммутативное кольцо с единицей и без делителей нуля . 
Показать , что оно изоморфно кольцу из задачи 40 . 10 . 

41 . 17 .  Доказать, что определитель эрмитовой матрицы есть 
число действительное. 

41 . 18 .  При каких значениях п все определители порядка п ,  

элементы которых удовлетворяют условиям ajk Е JR при всех 
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j > k и akj = iajk при всех j < k, бу,цут: а) действительными? 
6) чисто мнимыми? 

41 . 19 .  Показать , что при нечетном п все определители по­
рядка п ,  элементы матрицы которых удовлетворяют условиям 
предыдущей задачи, имеют вид a( l ± i) , где а Е JR. 

41 . 20.  Матрица А =  (aiJ ) Е спхп называется косоэр.митовоil, 
если aij = -aji , i = 1 ,  п, j = 1 ,  п . Доказать , что определитель 
косоэрмитовой матрицы нечетного порядка - число, чисто мни-
мое. 

41 . 2 1 .  При каких а , Ь, с, d Е JR матрица 
А = [ � а + Ь� ] i с +  di 

а) обратима; 6) имеет ранг 1 ;  в) эрмитова; г) отличается от уни­
тарной матрицы вещественным числовым множителем? 

41 .22 .  Можно ли матрицу 

А = [ 2
0\ 

о 
о 

- 1 - 2i 
:1 ] 

представить в виде А =  ЛИ, где Л Е С, И_- унитарная матрица? 
Возможно ли такое представление, если Л = - Л ? 

41 . 23 .  Показать, что поле С не изоморфно полю IR. 

§42 . Комплексные числа в тригонометрической 
форме 

Модулем комплексного числа z = а +  Ьi называется число r = Ja2 + Ь2 • 
О б о з н а ч е н и е : l z l . 

Свойства модуля: 
1 )  l z l - действительное неотрицательное число, причем 

l z l = О {==::> z = О;  
2) l z l совпадает с полярным радиусом точки NI , изображающей это чис­

ло на комплексной плоскости; 
3 )  l z l = Jй; 
4) модуль вещественного числа совпадает с абсолютным значением этого 

числа. 
Аргуме'Нmом комплексного числа z # О называется угол ер между поло­

жительным направлением оси абсцисс и радиус-вектором точки М, отсчи­
тываемый от оси абсцисс в любом направлении, при этом положительным 
считается направление против часовой стрелки. О б  о з н а ч е н и е  = arg z .  

Свойства аргумента: 
1 )  arg z не определен для z = О, а для z # О определен с точностью до 

слагаемого , кратного 2?Т ; 
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2) arg z отличается от полярного угла точки М тем , что arg z имеет 
бесконечно много значений ; 

3) два комплексных числа z1 и z2 равны тогда и только тогда, когда 

( 42 . 1 )  

Т е о р е м  а 42 . 1 .  Любое комплексное 'Число z i= О может б'Ытъ за­
писано в виде 

z == r ( cos ер + i sin ер) , ( 42 .2) 

где r == 1 z 1  , ер = arg z . 
Форма (42 .2)  записи комплексного числа называется тригонометри'Чес­

кой формой этого числа. 
Т е о р е м  а 42.2 .  Дл.я любых комплекснъtх 'Чисел z1 и z2 имеют ме-

сто неравенства 

Эти неравенства называют неравенствами треуголъника на комплекс­
ной плоскости. 

Т е о р е м  а 42.3. При умножении комплекснъtх 'Чисел их модули 
умножаются, а аргументъt склад'Ьtваются; при делении комплекснЪtх 'Чисел 
их модули дел.яте.я, а аргумент'Ы в·ы'Чuтаютс.я: 

l z 1 z2 I == l z1 l l z2 I , arg( z1 z2 ) = arg z1 + arg z2 ·; 
Z 1 _ l z 1 1  Z1 , arg - = arg z1 - arg z2 , z2 -:/= О . z2 l z2 I z2 

( 42.3) 

( 42 .4) 

З а м е 'Ч а н и е . Если один из сомножителей в (42 .3) или z1 в (42 .4) равен 
нулю, то теорема относится только к модулям. 

Соотношения ( 42.3) переносятся и на любое число сомножителей (до­
статочно применить метод математической индукции) . 

Т е о р е м а  42 .4 (формула Муавра) . Если z == r (cos ep + i sin ep) , 
п Е Z ,  то 

ЗАДАЧИ 

42 . 1 .  Найти тригонометрическую форму числа: 
1) 5 ; 2) i ; 3) -2 ;  4) -Зi ;  5) 1 + i; 6) 1 - i ; 7) - 1  + i ; 
8) l + iVЗ; 9) 1 - iVЗ; 10) - l + iVЗ; 1 1 ) VЗ + i ;  1 2) - VЗ + i; 
13)  - JЗ-i ;  14) 2 + V'З+i ;  1 5) l - (2 + V'З)i ;  1 6) cos a - i siп a ; 
17) sin а +  i cos а ;  18) 1 + i tg а · 19)  ( l  + 2i) 2 - 1 

. 1 - i tg а ' ( 1  + i) 2 - (1  - i) 2 
42 . 2 .  Указать геометрический смысл выражения l z 1 - z2 I , где 

z1 и z2 - заданные комплексные числа. 
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42 .3 .  Найти геометрическое место точек, изображающих ком-
плексные числа z , удовлетворяющие условиям : 

1 )  l z l = 1 ; 2)  l z l < 1 ;  3) l z l  < 2 ; 4) l z - i \  < 1 ;  
5) \ z + 1 - i \  < 1 ;  6) 1 < l z - 1 1 < 3 ; 7) \ z + 2i \ = \ z - 4i \ ;  
8) l z l = \ z - 4 + 2i \ ;  9) arg z = 1Г/6 ;  10)  -1Г/3 < arg z < rг/3 ; 

1 1 1 1 )  l arg(z + i) I < Jr/4 ;  12)  Iш z =  1 ;  13 )  Re 
z = 2 ; 

1 1 z - 2 14) Im - < - - ; 15) I Re z l  + I Iш z l < 1 ;  16) 1 = 2; z 2 z -
1 7) l z - i \  + \ z + i \ = 4; 18) \ z + 2i l - l z - 2i \ = 3 ; 
19) l z - 2 1 2 + l z + 2 1 2 = 10; 20) l z l 2 + 3z + 3z = О; 21 )  sin l z l  > О; 

z + i 22) log1 ;3 . > О; z - i 
23) z = 1 + 2w , где w пробегает всю окружность lw l = 1 .  
42 .4 .  Н а  комплексной плоскости даны точки z1 = 6 + 8i , 

z2 = 4 - Зi . Найти комплексные числа, соответствующие точ­
кам биссектрисы угла, образованного радиус-векторами точек 
z1 и z2 . 

42 .5 .  Доказать , что множество комплексных чисел z , для ко-
торых l z l = 1 ,  образует мультипликативну10 группу. 

42 .6 .  Образует ли мультипликативную группу: 
а) множество комплексных чисел с заданным модулем r ,  
б) множество комплексных чисел с модулем , не превосходя-

щим фиксированного числа r > О ? 
42 .7 .  Решить уравнения : 
а) l z l  + z = 8 + 4i ; б) l z l - z = 8 + 12i ;  в) l z l + z2 = О ; 
г) z2 = z3 ; д) z2 + z = О .  
42 .8 .  Найти необходимые и достаточные условия того , что : 
а) модуль суммы двух комплексных чисел z1 и z2 равен сумме 

их модулей ; 
б) модуль суммы двух комплексных чисел z1 и z2 равен абсо­

лютной величине разностей их модулей. 
42 .9 .  Доказать , что если точки на комплексной плоскости, 

изображающие числа z1 , z2 , . . .  , Zn , являются вершинами пра­
вильного n-угольника, вписанного в окружность l z l = r , то они 
удовлетворяют условию z1 + z2 + . . .  + Zn = О . 

42 . 10 .  Установить необходимое и достаточное условие того , 
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что три точки , изображающие три различных комплексных чис­
ла z1 , z2 , zз , лежат на одной прямой. 

42 . 1 1 .  Доказать , что корни уравнения 
1 1 1 -- + + -- = 0 , z - z1 z - z2 z - zз где z1 , z2 , zз - различные комплексные числа, лежат внутри или 

на границе треугольника с вершинами в точках, изображающих 
числа z1 , z2 , zз . 

42 . 12 .  Доказать , что : 
а) если l z l < 1 ,  то l z2 - z + i l < 3; 
б) если l z l < 2 , то 1 < l z2 - 5 1 < 9 . 

cos r.p + i sin r.p 
42 . 13 .  Упростить 'Ф . . 'Ф .  COS - i Slll 

42 в ( 1  - i JЗ) ( cos r.p + i sin r.p) 
. 14 .  ычислить . 

2 ( 1 - i )  ( cos r.p - i siп r.p) 
42 . 15 .  Вычислить : 
а) ( l + i) 25 ; 6) (1 : ��) 20 ; в) ( 1 - JЗ2- i ) 24 ; 

( - l + iJ3) 15 ( - 1 - i J3) 15 
д) 

( 1  - i) 20 + 
( 1 + i) 20 . 

42 . 16 .  При п Е Z вычислить выражения: 

( 1  + i)9 г) 
( 1 - i )7

; 

) ( l  · )п . б) ( 1 - iv'З) n · ) ( 1 - i tg a ) n ·  ) ( 1  + i )n а + i ' 2 ' в 1 + i tg а 
' г ( 1  - i)n-2 · 

42 . 17. Вычислить ( 1 + cos a + i sin a)n ,  п Е Z. 
42 . 18 .  Доказать, что если z + z- 1 

= 2 cos r.p,  то zn + z-n 2 cos nr.p, где п Е Z. 
42 . 19 .  Найти смежные классы: 
а) а,пдитивной группы С комплексных чисел по подгруппе 

чисел вида а + Ьi , а, Ь Е Z; 
б) мультипликативной группы комплексных чисел ,  отличных 

от нуля , по подгруппе чисел , равных по мо,цулю единице; 
в) мультипликативной группы комплексных чисел , отличных 

от нуля , по подгруппе положительных действительных чисел ; 
г) мультипликативной группы комплексных чисел , отличных 

от нуля , по подгруппе ненулевых действительных чисел ; 
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д) адцитивной группы С комплексных чисел по подгруппе IR 
действительных чисел ; 

е) аддитивной группы С комплексных чисел по подгруппе, 
объединяющей число О и все комплексные числа, аргументы ко­
торых равны 'Ро + 1Гn , п Е Z. 

42 . 20 .  Доказать , что фактор-группа аддитивной группы IR 
по подгруппе Z изоморфна мультипликативной группе всех ком­
плексных чисел с модулем , равным единице. 

42 . 2 1 .  Доказать , что фактор-группа мультипликативной 
группы ненулевых комплексных чисел по своей подгруппе Н изо­
морфна: 

а) мультипликативной группе всех комплексных чисел с мо­
дулем , равным единице, если Н - мультипликативная группа 
ненулевых действительных чисел ; 

б) мультипликативной группе IR+ всех положительных дей­
ствительных чисел , если Н - мультипликативная группа всех 
комплексных чисел с модулем , равным единице. 

42 . 21 . 1 .  Доказать, что группа всех поворотов плоскости V2 
относительно операции суперпозиции отображений изоморфна 
мультипликативной группе комплексных чисел с модулем , рав­
ным единице. 

42 . 21 . 2 .  Показать, что мультипликативная группа ненуле­
вых комплексных чисел не изоморфна мультипликативной груп­
пе невырожденных диагональных матриц второго порядка. 

42 .22 . Вычислить определители: 
1 Е Е2 l . vf:З  а) с:2 1 с где с = - - + i - · 
с с:2 1 

' 2 2 ' 

1 1 с 21Г . . 21Г б) 1 1 с2 где Е = cos 3 + i sш 3 ;  
с:2 с 1 
1 1 1 41Г . . 47Г в) 1 Е с2 где Е = cos 3 + '/, 8111 3 .  
1 с:2 с 

42 .23 .  Выразить через cos x и sin x :  
а) cos 5х; б )  cos 8х ; в) sin 6х ; г) siп 7х . 
42 . 24. Выразить tg 6rp через tg rp.  
42 .25 .  Составить формулы, выражающие cos nx и sin nx че­

рез cos х и s1n х . 
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42 . 26 .  Представить в виде многочлена первой степени от три-
гонометрических функций углов ,  кратных х: 

а) sin3 х ;  6) sin4 х ; в) cos5 х ; г)  cos6 х .  
42 . 27 .  Найти суммы: 
а) i - с� + с� - с� + . . . ; 6) с� - с� + с� - с� + . . . . 
42 . 28 .  Доказать, что: 
а) 1 + с� +  с� + . . .  = � ( 2п- l + 2п/2 cos п;) ; 

б) с� + с� + с� + " . = � ( 2п- l + 2п/2 sin п;) ; 

в) с� + с� +  с�0 + . . .  = � ( 2п-l - 2п/2 cos п;) ; 

г) с� + с7� + С�1 + " . = � ( 2п-l - 2пf2 sin п;) . 
42 . 29 .  Найти сумму 

1 1 3 1 5 1 7 
сп - 3 сп + 9 сп - 27 сп + . . . .  

42 . 30 .  Доказать, что : 
з в _ 1 ( п n1Г ) . а) 1 + С11 + Сп + " . - 3 2 + 2 cos 3 , 

1 4 7 _ l ( n  (n - 2)7Г ) · б) сп + сп + сп + . . .  - 3 2 + 2 cos 3 ' 

2 5 в _ 1 ( п (п - 4)7Г ) в) сп + сп + сп + . . .  - 3 2 + 2 cos 3 
. 

42 . 31 .  Вычислить суммы: 
а) 1 + а cos <р + а2 cos 2rp + . . .  + ak cos krp; 
6) siп rp + a si11 (rp + h) + а2 siп (rp + 2h) + . . . + ak sin (rp + kh) . 
42 . 32 .  Показать, что при х =!= 21Гn, п Е Z: 

а) 

6) 

. n + 1 . пх 
. . . Slll 2 Х • Sl ll 2 

Slll Х + 8111 2х + . . . + Slll nx = . Х ; 
Slll 2 

п + 1 . пх cos 2 х . 8111 2 
cos х + cos 2х + . . .  + cos пх = ---=--------­. х 

Slll 2 
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42 .33 .  Найти 

lin1 (1 + 2
1 cos х + � cos 2х + . . .  + 2

1 cos пх) . n--+oo 4 п 
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42 .34 .  Доказать , что если п Е N, а е - угол, удовлетворяющий . е 1 
условию юn 2 = 2n , то 

е 38 2n - 1 . COS 2 + COS 2 + . . .  + COS 
2 

8 = n Slll n8 . 

42 .35 .  Показать , что 
rг 3rг 51Г 7 rг 9rг 1 

а) cos U + cos U + cos U + cos U + cos U = 2 ; 
27Г 47Г 67Г 87Г 101Г 1 

6) cos u + cos u + cos u + cos u + cos 11 = - 2 ; 

1Г 3rг 51Г 7 rг 9rг 1 1  rг 1 
в ) cos - + cos - + cos - + cos - + cos - + cos -- = - . 1 3  13  13 13 13 13 2 
42 . �6 .  Найти суммы: 
а) cos х + с� cos 2х + . . .  + с;: cos(n + l )x ; 
6) sin х + с1; siп 2x + . . .  + с:; sin(n + l )x . 
42 . 37. Найти суммы: 
а) cos х - с1; cos 2х + CPi cos 3х - . . .  + ( - l )пс:: cos(n + l )x ; 
6) sin х - С1� sin 2х + С1; sin 3х - . . .  + ( -1  )пс:: sin( п + 1 ) х .  

§43 . Корни из комплексного числа 
Пусть п Е N . Корн.ем п-й степен.и из комплексн.ого 'Числа z называется 

число а Е С такое, что an 
= z .  

Для z == О существует единственный корень п-й степени, равный нулю. 
Т е о р е  м а 43. 1 .  Дл.я н.ен.улевого 'Числа z = r( cos ер + i sin ер) суще­

ствует ровн.о п разли'Ч'Н.ЪtХ корн.ей ао , а1 , . . .  , йп- 1 п-й степен.и: 

ur::;, ( ер + 21rk . . ер + 27rk ) k Q 1 йk = у / cos 
n 

+ i юn п , == , п - . 

О б о з н а ч е н и е : \(Z == {ао , а1 , . . .  , йп- 1 } . 
Т е о р е м  а 43.2 .  Все корю.t п-й степе'Н'l.L нз един.и'ЦЪt образуют мулъ­

типликативн.ую группу. 
На комплексной плоскости все корни п-й степени из ненулевого числа z 

расположены на окружности радиуса р = � и делят эту окружность на 
п равных частей . 

В частности , все корни п-й степени из единицы 
27rk . . 27rk 

c k  == COS - + i SШ -- k == 0, n - 1 ,  п п 
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расположены на единичной окружности и являются вершинами правиль­
ного п-угольника, вписанного в эту окружность (одна из вершин которого 
- точка Ао ( 1 ,  О) ) . При этом действительных корней может быть либо два, 
если п четно (с:о и cn;2 ) ,  либо один , если п нечетно (с:о ) .  В любом случае 
недействительных корней четное число, они расположены симметрично от­
носительно действительной оси, т.е. попарно сопряжены. 

Т е о р е м  а 43.3 .  Все корн.и п-й степен.и из комплексн.ого 'Числа 
z -:/= О полу'Чаютс.я умн.ожен.ием одн.ого из этих корн.ей н.а все корн.и п-й 
сrпепен.и из едию.щ'Ы. 

Таким образом, все корн.и п-й степен.и из 'Числа z образуют смежн.ъtй 
класс мулътипликативн.ой группъt ненулев'Ь/,Х комплексн'Ьlх 'ЧUсеЛ по под­
группе · корней п-й степени из едини'Ц'ЬL, порожденн'Ый одн.им из корней п-й 
степени из z .  

ЗАД АЧИ 

43. 1 .  Записать в тригонометрической форме элементы мно-
жеств : 

а) Vi; 6) 1\f 512 ( 1 - iVЗ) ;  в) V8./2(1  - i) ; г )  ZCI; 
д) V-1 - i .  
43.2 .  Записать в алгебраической форме элементы множеств : 
1 )  И; 2) Vl; 3) И; 4) Vi; 5) N; 6) -V64; 
7) Иб; 8) �; 9) {/8VЗi - 8; 10) {/-12 ( 1 - iVЗ) ;  

) � ) � 3)  \j 8 + 24i . 14) 3 27 - 54i . 1 1 1 + i ·, 12  2 - 2i ·, 1 3 - i ' 2 + i  ' 

1 5 )  4 - 18 . 16) 4 - 32 
1 + iVЗ ' 9 ( 1 - iVЗ)

. 

43. 3 .  Для каких z Е С и п Е N множество корней п-й степени 
из z содержит хотя бы одно вещественное число? 

43.4 .  Пусть z и w - комплексные числа. Доказать следующие 
равенства множеств : 

а) vznw = z УГw; б) \1-znw = -z УГw (п нечетно) ;  

в) VZW = и  y;w, где и - одно из значений \IZ. 
43 .5 .  Доказать, что объединение множеств \IZ и \j=z есть 

множество 
2V?. 

43 .6 .  Верно ли равенство шy;zm = \IZ (m Е N, m > 2) ? 
43 .7 .  Доказать , что множество корней степени п из единицы 

является циклической мультипликативной группой порядка п. 
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43 .8 .  Доказать, что множество всех корней всевозможных 
степеней п = 2 ,  3 , . . . из единицы образует бесконечную мульти­
пликативную группу, в которой каждый элемент имеет конечный 
порядок. 

43 .9 .  Доказать , что множество корней п-й степени из ком­
плексного числа z образует мультипликативную группу тогда и 
только тогда, когда z = 1 . 

43. 10 .  Найти смежные классы: 
а) мультипликативной группы ненулевых комплексных чисел 

по подгруппе всех корней п-й степени из единицы; 
б) мультипликативной группы комплексных чисел , по моду­

лю равных 1 ,  по подгруппе всех корней п-й степени из единицы. 
43 . 1 1 .  Доказать , что для любого п Е N существует корень п­

й степени из единицы, который не является корнем из единицы 
меньшей степени, чем п.  Такой корень называется первообраз­
ным корнем п-й степени из единицы. 

43 . 12 .  Доказать , что корень с n-й степени из единицы явля­
ется первообразным корнем тогда и только тогда, когда все его 
степени ck , k = О ,  п - 1 ,  различны. 

43 . 13 .  Доказать, что если с - первообразный корень п-й сте­
пени из единицы, то ck тогда и только тогда будет первообраз­
ным корнем п-й степени из единицы, когда k и п взаимно просты. 

43. 14.  Найти число первообразных корней из единицы сте­
пени: а) 2 ; б) З ;  в) 12 ;  г) 16 ;  д) 24; е) pk , где р - простое число . 

43. 15 .  Вычислить : 
а) сумму всех корней степени п из единицы; 
б) сумму s-x степеней всех корней степени п из единицы (s Е Z) ; 
в) произведение всех корней степени п из единицы. 

43. 16.  Вычислить : 
а) 1 + 2с + Зс2 + . . .  + ncn-l , 
б) 1 + 4с + 9с2 + . . .  + n2cn- l , 

где с - корень n-й степени из единицы. 
43 . 17 .  Пусть с - первообразный корень степени 2n из едини­

цы. Вычислить сумму 1 + с  + с2 + . . . + сп- l . 
43 . 18 .  Найти суммы : 

27Г 47Г 2 (n - 1 )1Г 
а)  cos - + 2 cos - + . . .  + ( п - 1 )  cos ; 

п п п 
. 27Г . 47Г . 2 (n - 1 )1Г 

б) s1n - + 2 s1n - + . . .  + (n - l ) s1n . 
п п п 

1 3-427 1 
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43 . 19 .  Числа zo , z1 , z2 , . . . , Zn- 1 (п > 3) на комплексной плос­
кости являются вершинами правильного n-угольника, вписанно­
го в некоторую окружность единичного радиуса. Найти : 

а) zo + z1 + z2 + . . . + Zп-1 ; 
б) 2 2 2 2 . 

Zo + Z1 + Z2 + . . .  + Zn-1 , 

в) l zo l 2 + l z 1 1 2 + l z� l 2 + · · · + l zn- 1 1 2 · 

Вычислить следующие определители трехдиагональных мат­
риц. 

43.20 .  

43 . 22 .  

43 . 24 .  

43 . 26 .  

2 5 о 
1 2 5 
о 1 2 

о о 
о о 
о о 

. 43 . 2 1 .  

1 - 1  о 
- 5  2 - 1  

о -5 2 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

. . . . . . . . . . 
о о о 2 5 
о о о . . . 1 2 

о а о о 
а о а о 
о а о о 
. . . . . . . . . . . 
о о о 
о о о 

2i 1 
- 1  2i 

о - 1  

. . . 
о 
1 

2i 

о 
а 

о 
о 
о 

а 
о 

о о 
о о 
о о 

о о о 2i 1 
о о о . . . - 1  2i 

i + l 
1 
о 

о 
о 

i 
i + l 

1 

о 
о 

о 
i 

i + l 

о 
о 

. . . . . . . . . . . . . . 
о о о 
о о о 

1 1 о 
1 1 1 

43 . 23 .  
о 1 1 

. . . 

. . . 

. . . 

2 
-5 

о о 
о о 
о о 

- 1  
2 

. . . . . . . . . . . 
о 
о 

. 43 .25 .  

о 
о 
о 

i + l 
1 

о 
о 
о 

i 
i + l 

о о 1 1 
о о 1 1 

2 i о о о 
- i  2 i о о 
о - i  2 о о 

о о о 2 i 
о о о . . . -i 2 

43 . 27 .  Доказать , что значение 'Циркул.янта определяется ра-
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венством 

al а2 
ап a l 
ап- 1 an 

а2 аз 

аз 
а2 
al 

а4 
. . . . 

ап 
an- 1 
ап-2 = f (e1 )f (е2 ) . . . f(Еп ) ,  

ai 
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где f(x) = ai + а2х + азх2 + . . . + anxn-l и Е1 , е2 , . . .  , Еп - все 
значения корня п-й степени из единицы. 

43 .28 .  Доказать , что в обозначениях преды,цущей задачи 

al а2 аз 
а2 аз а4 
аз а4 as (n- l )(n-2 ) 

= (- 1 )  2 f (e 1 ) f(e2 ) . . . f (En ) ·  

43 .29 .  Вычислить определитель 

1 а а2 Q п- 1 
Q п- 1 1 Q Q п-2 
а п-2 an- 1 1 а п-З 

а Q2 аз 1 

43 . 30. Вычислить косой циркулянт (или косоциклический 
определитель) 

ai а2 аз ап 
-ап ai а2 ап-1 
-ап- 1 -an а1 an-2 

. . . . . . . 

43. 3 1. Вычислить определитель 

al а2 
zап ai 
zап- 1 zап 

. . . . 
za2 zаз 

аз 
а2 
ai 
. . . . 

za4 

an 
an-1 
an-2 где число z Е С произвольно. 

al 
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21Г . . 27Г 
43. 32 .  Пусть с = cos - + i s1n - и матрица 

1 1 
1 с 
1 с2 

А =  1 сз 

п п 

1 1 
с2 сз 
€4 €6 
€6 cg 

1 
с n- 1 

c2 (n-1 ) 

сЗ (n- 1 ) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

1 п- 1 c2 (n-1) сЗ(п- 1 ) c(n-1) 2 с . . .  

представляет собой матрицу определителя Вандермонда чисел 
1 2 n-1 , с , е , . . .  , е . 

1 )  Вычисляя матрицу А2 , показать , что l det A I = nn/2 . 
2) Вычисляя det А как определитель Вандермонда, показать , 

что 

det А = i (n- l ) (Зn-2)/2 2 . (k - j)1Г  
Slll . п п 

3) Вывести формулу 

det А = i(n- l ) (Зn-2)/2nn/2
. 

43 . 32 . 1 .  Вычислить матрицу А-1 , обратную к матрице из 
преды,цущей задачи. 

43 .33 .  Пусть с - первообразный корень п-й степени из еди­
ницы и элементы матрицы А = (aij ) Е JRnxn заданы соотноше­
ниями aij = cij . Найти обратную матрицу А-1 . 



Ответы и указания 

§ 1 

1 . 1 .  а) АВ = [ � � ] , ВА = [ � � � } 6) [ =� =� ] . 
1 .2 .  а) [ -i� ] ; 6) [ 13 98 -84 -21 ] ; в) [ � ] ; г) [ i Г д) 04х 4 · 

1 . 3. 04 х 2 ·  У к а з а н и е. Найти ВС. 
1 .4. [ О О О ]т . У к а з ан и е. Найти ВС. 
1 . 5 .  О2 х З ·  У к аз а н и е. Найти ВС. 
1 .6. 04х 4 ·  У к а з а н и е. Найти ВА. 

1 . 7. [ -� -�� =� -Ч ] . У к аз а н и е. Найти ВС. 
2 4 -2 6 

1 .8 .  [ J� ��i ] . У к аз ан и е. Найти ВС. 104 -48 
1 .9 .  Оз х з · У к аз а н и е. Найти ВС, а затем AD. 
1 . 10. [ � l� ] . 1 . 11 .  А =  [ � � ] . 1 . 13 .  a;j · 
1 . 14. а) Матрица, у которой все столбцы нулевые, кроме j-го, на месте 

которого стоит i-й столбец матрицы А; б) матрица, у которой все строки 
нулевые, кроме i-й ,  на месте которой стоит j-я строка матрицы А. 

1 . 15 .  а) [ J =� -! ] ; 6) [ g g ] . 
1 . 18. а) [ �� -�� ] ; 6) [ g g 1 ] . 
1 . 19. а) [ 6 � ] при п четном, [ � =� ] при п нечетном; 

6) [ 6 1 ] ; в) [ Л � пЛ n� � ] ; г) [ 6 n� ] ; 
д) [ Xn�: 
е) [ cos no. 

sin no. 
1 4-427 1 

X
xn- l ] , где Xk - числа Фибоначчи (см. задачу 1 . 1 1 ) ;  n-2 

- sin по. ] 
cos no. · 
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л� о о 1 3 6 n (n+ l ) 
2 

1 .20. а) о л� о ; б) о 1 3 (n- l )n 2 . . . . . 
о о лk 

п о о о 1 л1л� о о 
в) [ о лт.лm 2 n- 1  

] 
о при k = 2m и . . . . .  

о 
о 
о . . . . 

о лmлm 
п 1 

о лm+1 лm 1 п 

лm+1 лm 
2 n- 1 . . . . . . . о 

л:+ 1 л1 о о 
при k = 2m + 1 ;  

г) искомая степень - матрица В =  (bij ) - при k < п имеет вид: bi , i+k = 1 ,  
i = 1 ,  п - k ,  прочие элементы biJ равны нулю; при k > п матрица В нулевая; [ 1 с�- 1 · с�- 1 c�=I ] 

д) о 1 с�- 1  с;::; ; . . . . . . . . 
о о о 1 

е) искомая степень - :матрица В ==  (bij ) - при k < п Иl\,1еет вид: bi , i +k = 1 ,  
i = 1 ,  п - k, bi ,Hk-n = 1 ,  i = п - k + 1 , п, прочие элементы bij равны нулю; 
при k = п матрица В единичная; если же k > п, то матрица В такая же, 
как m-я степень исходной матрицы, где k = mp + п, р Е N. 

: ::: : :к;3:: ;

н

6� е[. П�им�нить

� 
и]н�кцию по k. 

-3 5 о 
1 .25 .  а) An = А; б) An = 5n [ -� -� ] ; в) An = (2а - l )n- l А; 

Г) А n = [ 6 ? ] + (2n - 1) [ -� -� ] ; 
д) А n = [ 6 ? ] + ( 5n - 1 )  [ -� -� ] ; 
) n _ [ 1 О ] (2а)н - 1  [ Q Q ] ·, е А - О 1 + 20- 1 а - 1 Q - 1 
ж) An = [ 6 ? ] + ( (-4) n - 1 )  [ -� -� ] . 
У к а з  а н  и е. В пунктах г )-е) представить каждую из матриц в виде 

1 + В , а в пункте ж) - в виде / - В, затем воспользоваться задачей 1 . 24б . 

1 . 26. а) [ -�� -�� ] ; 6) [ 6 ? ] ; в) [ g � � ] ; г) 1 + ( 229 - 2)А.  

У к а з ан и е. Найти п-ю степень матрицы А. 

[ За + Ь 1 .27. а) 2а 
ь 
а 
о 

] [ а Ь с d ] 
с О а Ь с Ь ; г) О О а Ь ; 
а О О О а 

д) матрицы В = (bij ) ,  у которых bii = bjj , а остальные элементы j-й 
строки и i-го столбца нулевые; 

е) матрицы, у которых суммы элементов каждой строки и каждого стол­
бца одинаковы. 



Ответы и указания к §2 

1 .29. а) [ 6 � ] ; 6) [ 8 � g ] . 
1 .30. У к а з а н и е. Воспользоваться задачей 1 . 28. 
1 .31 .  У к а з а н и е. Применить результат предыдущей задачи. 
1 .32. У к а з а н и е. Воспользоваться задачами 1 . 27д и 1 . 3 1 .  
1 .33 .  Нет. 1 .36. 1 .  l\1ожно , только если m = п = 1 .  
1 .36 .2 .  Вообще говоря , нет. 
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1 .37. У к а з  а н  и е . Воспользоваться свойстваl\1IИ следа из задачи 1 . 35 . 
1 .38. У к а з а н и е. Воспользоваться предыдущей задачей. 
1 .40. У к а з а н и е. Рассмотреть единичные вектор-столбцы � · 1 .41 .  У к а з а н и е. Рассмотреть единичные вектор-столбцы � , 1J .  
1 .42. Если j = k ,  i # l ,  то [Eij , Ekl ] = Eil ; если j # k, i = l ,  то [Eij , Ekt ] = 

-Еkj ;
. �

сли j = k # i . _l , то f��j , E':.:] = Eii --:- Ejj · У к а з а н и е. Показать , 
что Ei1Ekl - Eil при J - k и Ei1 Ekt - О при J # k .  

1 .43 . У к а з а н и е. Воспользоваться задачей 1 .42 . 
1 .46 .  У к а з а н и е. В силу задачи 1 .37 tr [A , B] = О; найти квадрат мат­

рицы с нулевым следом. 
1 .47. У к а з а н и е . Воспользоваться задачей 1 .43 и свойствами комму­

татора из задачи 1 .44 . 
1 .48. У к а з  а н  и е. Рассмотреть произвольную диагональную матрипу 

D с различными диагональными элементами и, положив Х = (Xij ) ,  найти 
[X , D] . 

§2 
2 .2 .  п (п + 1 ) (п + 2)/6 . 2 .3. L,:�1 a:i . 
2 .4. У к а з а н  и е. Пусть, например, матрица А верхняя треугольная по­

рядка п. Используя правило умножения треугольной матрицы В = ( bij )  на 
себя, найти последовательно все элементы главной диагонали, затем все эле-
менты Ьi ,i+k , i = 1 ,  п - k,  для каждого k = 1 ,  2 ,  . . . . 

2 .6 . 2(m1 + m2 ) + 1 .  

[ � 1 �  � ]· [ о о 1 ] [. � � l � J  2 .8 .  а) {tН ; 6) g g 6 ; в) -d---ф- ; г) 

2 .9. а) Нет, не является . 2 . 13 .  Нет, не верно. 

[ 2 -1 1 1 ] 
1 -2 2 1 

2 -4 4 2 

2 . 14. У к а з а н  и е. Рассмотреть в качестве х сначала единичные столб­
цы, а затем суммы каких-либо двух различных единичных столбцов. 

2 . 18.  г) Произведение кососимметрических матриц А и В является ко-
сосимметрической матрицей тогда и только тогда, когда АВ = - БА . 

2 .20. б) Да, единственно. 

2 .21 .  а) [ =� J6 ] + [ g -g ] ; 6) [ 8 � g ] + [ J -g -� ] ; 
в) [ � J =1 ] + [ J � -� ] . 
2 .23 .  У к а з а н и е. Воспользоваться задачей 1 .48. 
2 .24. У к а з а н и е. Воспользоваться задачей 1 .36 .  
2 .25.  У к а з а н и е. Учитывая результат задачи 2 .22а, рассмотреть ве-

личину tr(AB - ВА)2 и воспользоваться свойствами следа из задачи 1 . 35. 
Для обоснования второй части утверждения задачи учесть 2 .24а. 
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2 .26 .  Да, верно. У к а з а н и е. Воспользоваться задачей 2 .24 . [ 1 О ] [ cos а sin а ] [ cos а - sin а ] 2 .27. a) ±J, ± О - 1 ' - sin a cos a ' - sin a - cos a , а Е  [ О 1 ] [ 1 О ] [ cos а - sin а ] 
JR; б) ±1' ± - 1  О ' ± О - 1  ' - sin а - cos а ' а Е JR. 

2.31 .  У к а з а н и е. Воспользоваться задачей 2 .5 . 
2.32 .  У к а з а н  и е. Пользуясь правилом умножения блочных матриц 

(задача 2 .7) , показать, что данная блочная матрица ортогональна тогда и 
только тогда, когда Ат = ·А  и А2 = О , и воспользоваться задачей 2 .26 . 

2.33. а) Нет. б) Да, k = 2 . в) Да, k = 3 . г) Нет. д) Да, k = 2_. е) Да, 
k == 2. ж) Нет. У к аз а н и е. В случаях а,г) доказать, что данная матрица А 

удовлетворяет соотношению А2 
= аА, где а =/= О , а в случае ж) показать , 

что для любой степени матрицы ее элемент в позиции ( 4 , 4) равен 1 .  
2.34. Нет, не верно. 2 .35 .  [ � -� ] , где а2 = -Ьс. 
2. 36. У к а з а н  и е. Найти диагональные элементы степеней треуголь­

ной м:атрицы. 
2 .37. У к а з а н и е. б) Воспользоваться предыдущей задачей. 
2 .38. У к аз ан и е. Показать, что коммутатор треугольных матриц яв­

ляется строго треугольной матрицей. 
2 .40. У к а з а н и е. Пользуясь правилом умножения блочных матриц (задача 2 .7) , найти степени данной матрицы. 
2.41 . ±!, [ � -� ] , где а2 = 1 - Ьс. 2 .42 .  Нет, не верно. 
2 .43. У к а з а н и е. Умножить обе части равенства на 1 - А. 
2 .44. См. указание к задаче 2 .40. 

2.46. а) [ j J J ; 6) [ 8 � 5/! ] . 
2. 51 .  У к аз а н и е. Воспользоваться задачей 1 .39. 

2 . 53. а) А ®  В = [ t � ] , В ®  А = [ ! � ] ; 
-2 3 -2 3 [ -2 -4 -6 ] б) А ® В = В ® А = 1 2 3 ; 

в) А ®  В = [ � � � � ] , В ®  А = [ � 
о о 3 4 о 

2. 56. Нет. 2 . 57. Нет. 2 . 58. Нет. 

§3 

2 
2 
3 
3 

о 
о 
4 
о 

[ 
1 1 1 - 1  

а) о 1 2 -2 3. 1 .  о о о 2 
о о о о 

- 1  о 
-5 ] [ 1 
g ; б) � 

-1  -6 
о 3 
о о 
о о 

4 -6 

} - 1  4 
о о 
о о 

1 -2 1 

[ i 
- 1  о о } д) 

1 о 1 1 
о 1 о 1 - 1  о о 1 - 1  -2 

в) о о 1 ; г) о 1 - 1  о о 1 - 1  
о о о о о 1 о о о о 
о о о G о о о 
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3.2. Матрица Т получается из единичной матрицы I таким же элемен-
тарным преобразованием. 3.3. См. предыдущую задачу. 

3 .4. У к а з а н и е. Использовать теорему 3 .3 .  
3 .5 .  Матрица В1 получена из В таким же преобразованием столбцов . 
3 .6 .  а) Переставить первую и вторую строки ; б) разделить первую стро-

ку на 2 ;  в) из первой строки вычесть удвоенную вторую. 
3 .8 . 1 .  Нельзя. У к аз а н и е . См . задачу 1 . 36 .2 .  
3 . 1 1 .  У к а з а н и е. Элементарными преобразованиями первого типа 

привести матрипу перестановки к единичной матрице. 
3 .12 .  У к а з а н и е. Воспользоваться задачей 2.30. 
3 . 13 .  У к а з а н и е. См. указание к предыдущей задаче. 
3 . 15 .  У к а з а н и е. Пусть А - данная матрица перестановки п-го по-

рядка. Так как всевозможные степени А k также являются матрицами пере­
становок (задача 3 . 10) , а общее количество матриц перестановок порядка п 
конечно, то найдутся такие p, q Е N, р > q, что АР = Aq . 

3. 18. Соответствующему элементарному преобразованию столбцов мат­
рицы А и такому же преобразованию ее строк. 

3 .  20. а) [ � ! � � ] ; б) 
[ i � � i 

3 1 1 1 2 2 1 - 1  [ 5 6 6 8 ] 
1 1 2 3 г) 1 1 1 2 · 
1 1 1 1 

3. 21 .  i = k' j == l или ( i - k) (j - l )  # о. 
3. 22. i == k' j = l или (j - k ) ( i - l )  # о . 

§4 

2 
3 
1 
5 

3 
4 
1 
7 

п(п - 1 )  п(п + 1 )  4 .  2 .  а) 4 ;  б) 1 О ;  в) 14 ;  г) 1 О ;  д) 2 ; е) 2 ; ж) ( п - k + 1 ) ( k - 1 ) ; 
(k - l ) (k - 2) з) 2 + (п - k + l ) ( k  - 1 ) .  
4 .3 .  а) i = 3 ,  k = 8 ;  б )  i = 5 ,  k == 9 .  
4.4. Если а1 < аn , то р + 2(п - s) - З ; если а 1 > an , тo p + 2(n - s) - 5 . 
4 5 п(п - 1 ) _ . . 2 р. 

" п (п - 1 )  4.6 .  В перестановке п ,  п - 1 , . . . , 2 ,  1 ,  где число инверсии равно 2 . 

4. 7. k - 1 . 4.8 .  п - k. 
4.8 . 1 .  а) k - 1 ;  б) п - 1 - k. 4.8 .2 .  п !/2 .  

3п(п - 1 )  4 .9 .  а) 2 ; перестановка нечетна при п = 4k - 2 и п = 4k - 1 ,  
k Е N; 

n(3n + 1 ) б) 2 ; перестановка нечетна при п = 4k - 2 и п = 4k - 1 ,  k Е N; 
в) 3п(п - 1 ) ;  перестановка четна при любом п ; 
г) п (3п - 2) ; четность перестановки совпадает с четностью п; 
д) п(5п + 1 ) ;  перестановка четна при любом п. 
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4. 10. п (п - 1 ) . 2 
4. 1 1 .  Для п = 4k, п 4k - 3, k Е N, одинакова, а для остальных п 

противоположна. 
4. 13. 1 )  8; 2) 6 ; 3) 6 .  

§5 
5 . 1 .  - 1 . 5 .2 . 1 . 5 .3 .  -3000 . 5 .4. о . 5 . 5 .  - 1 .  5 .6 .  о . 
5 .  7. -2Ьз . 5 .8 .  4аЬ. 5 .9. 1 .  5 . 10. sin (,8 - а ) . 

5 . 12 .  -3. 5 . 13 .  -с(а2 + Ь2 ) .  5 . 14. 6а2 + 2. 
5 . 15 .  3аЬс - аз - ьз - сз . 5 . 16. аз + Ь3 + сз - 3аЬс. 5 . 17. О .  
5 . 19. 4 .  У к а з а н и е. Показать, что все члены определителя не могут 

быть положительны и потому искомое наибольшее значение меньше 6 .  В 
силу предыдущей задачи оно не превосходит 4 .  Наконец, рассмотреть опре­
делитель матрицы А = ( aij ) с элементами aii = - 1 и aij = 1 ,  i i= j . 

5 .20. 2 .  У к а з а н и е. Показать, что все три положительных члена, вхо­
дящие в определитель, не могут равняться 1 ,  и учесть , что определитель 
матрицы А = ( aij ) с элементами aij = \ sgn( i - j )  1 равен 2 .  

5 .33 .  У к а з а н и е. К третьему столбцу определителя ,  стоящего в ле­
вой части, прибавить второй, умноженный на а + Ь + с, и вычесть первый, 
умноженный на аЬ + Ьс + са . 

5 .39. а) Входит со знаком минус; б ,д,е) не входит; в ,г,ж ) входит со зна-
ком плюс; з ,и) входит со знаком (- l )n- l ; к) входит со знаком (- l )n . 

5 .40. а) Со знаком плюс; б) со знаком ( - l ) n(n- l ) /2 . 
5.41 .  а12а2заз 1а44 , аlза24аз1 а42 , а14а22аз 1 а4з . 5 .42 . i = 5 ,  j = 2 . 
5 .  43 . i = 2 ' j = 6 ' k = 5 .  5 .44. i = 7' j = 5 .  
5 .45 .  j = 1 , k = 3 , i = l = 5 или l = 1 ,  i = 3 , k = j = 5 .  
5 .46. а) а61 а12 ;  б ) ав2а11 . 
5 .47. (- l ) O'(o ) +0'(,6) . У к аз а н и е. Применить теоремы 4 .2 ,  4 .4 из §4 . 
5 .48 . abcd. 5 .49. abcd. 5 . 50 .  -abcd. 5 .51 .  О .  5 . 52 .  О .  
5 . 53. О .  5 . 54. а 1 1 а22 . . .  ann · 5 . 55 .  О .  
5 . 56. (- l )п(n- l ) /2a 1na2 ,n- l . . .  ап1 . 5 . 57. (- l )n+ l a1 a2 . . .  an . 
5 . 58. ( - l ) ( 'n- l ) (n-2>!2a1a2 . . . ап . 5 . 59. а) 1 ;  б) 1 . 
5 .62 .  3 и -2. 5 .63. -5  и 1 . 
5 .64. а) aп- k+ l ,n- i+ l ; б) aп- i+ l ,n-k+ l · 5 .65 .  Если п четно, то число элементов на четных и нечетных местах 

одинаково и равно п2 /2 .  Если п - нечетно, то число элементов на четных 
местах равно (п2 + 1 ) /2 , а на нечетных - равно (п2 - 1 ) /2 . 

5 .66. У к аз а н и е. Рассмотреть сумму индексов всех элементов, входя-
щих в общий член определителя .  

5 .67. Определитель умножится на (- l ) n- 1 . 
5 .68. Определитель умножится на ( - l )n( 'n- l )/2 . 
5 .69. Определитель не изменится . 
5 .  70. Определитель не изменится. 
5 .71 .  Определитель не изменится . У к а з а н и е. Рассмотреть общий 

член определителя. 
5 . 72 .  У к аз ан и е . Воспользоваться задачей 5.66. 
5 .  7 4. Определитель обратится в нуль. 
5 .  75. Определитель обратится в нуль, если он четного порядка, и удво­

ится , если нечетного . У к а з а н  и е. Разложить на сумыу определителей по 
каждому столбцу. 
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5 .  76. Определитель умножится на (- l )n (n- l ) /2 . 5 .  77. О .  
5 .78 .  О. У к а з а н и е. Переставить 1-ю и 2-ю строки в каждой матрице 

перестановок и проанализировать , как изменится искомая сумма. 
5 .  79. о . 
5 .80 .  У к а з а н и е. Воспользоваться задачей 2 .5 1  и показать , что все 

строчные суммы матрицы [А , В] равны нулю. 
5 .81 . У к а з а н и е. Применить свойство 8 определителя. 5 .82 . О .  

§6 
6. 1 .  У к а з а н  и е. Применить индукцию. В д) и е) воспользоваться фор­

мулой бинома Ньютона для ( 1  ± l )n . 
6 .2 .  а) С� ; б) L�=l C�Ck = C�+k - 1 ; в) (С� )2 . 6.4. с� . 
6 .7. У к а з а н и е . Разложить произвольный :минор порядка выше k по 

любым его k строкам. 
6 .8 .  200. 6 .9 . -84 .  
6 . 10. - 1 1 .  У к а з ан и е . Разложить по первым двум столбцам. 
6 . 11 .  -2 .  6 .12 .  -2 .  6 . 13. 195. 6 .14. - 1 6 .  6 . 15 .  90. 
6 . 16. 8 .  6 . 17. 1000 .  6 . 18 .  3 .  6 . 19. - 1 5 .  6.20. - 10 .  
6. 21 .  2025. 
6.22. (х1 - х2 ) sin(1 - {3) + (У2 - У1 ) sin (a - 1) + (z2 - z1 ) sin (,8 - .а) . 
6.23. - (ayz + bxz + сху) .  6 . 24. - (аа1 + ЬЬ1 + сс1 ) .  
6 .25 .  аЬс - х(Ьс + са + аЬ) . 6 .26 .  (Ь2 - с2 ) 2 . 
6 . 27. У к а з а н и е. Разложить определитель по первым трем строкам . 

6 .28. 4 .  6 .29. 25 . 6 .30. -2. 6 .31 .  -2 .  6 .32 .  -84 .  
6 .33 .  98 . 6 .34. 43 . 6 .35. -36 .  6 .36. 8 .  
6.37. - 1 .  6 .38 .  (- 1 )п (пх + l )xn . 6 .39. а,б) Нет. в,г) Да. 
6 .43 .  Определитель умножится на (2 - k)21c- 1 . У к аз ан и е. Построить 

матрипу, умножение данной матрицы на которую слева вызывает требуемое 
преобразование. 

вой. 

6.44. а) 2n IA l 2 ; б) (-2)n lA l 2 ; в) I A l 2 . 

§7 
7. 1 .  30 . 7.2 .  -2 .  7 .3 .  - 1 1 .  7.4. 9. 7. 5 .  - 18 .  
7. 6 .  90 . 7. 7. -4. 7. 8. о .  7. 9 .  1 .  7 .1 о. 5. 
7. 1 1 .  - 10 .  7. 12 .  -5 .  7. 13 .  - 1 .  7. 14. 100 .  7. 15 .  О .  
7. 16.  -24 .  7. 17. о . 7. 18 .  360 .  7. 19. 1 875 . 
7.20. 4n + 1 .  У к а з а н и е. Все строки, начиная со 2-й, прибавить к пер-

7. 21 .  (n - l ) (- l )n- 1 . У к аз а н и е. См . задачу 7.20. 
7.22. (2n - 1 ) (n - 1 )n- l . 7.23. ( - 1  )n (n+ l ) /2 ( n + 1 )n- l . 
7. 24. (х + (п - l )a) (x - a)n- l . 7. 25 .  хп + ( - l )n+ l yn . 
7.26. ( п + 1 ) ! .  7. 27. х 1 (х2 - а12 ) (хз - а2з ) . . .  (хп - an- 1 ,n ) · 
7. 28. ао (х - al ) (х - а2 ) . . .  (х - an ) · 7 .29. 2(п - 2) ! (- 1 ) <n2 -n+2>!2 . 
7.30. (- l )n- ln! . 7 .31 .  (а1 - Ь1 ) (а2 - Ь2 ) . . .  (ап - Ъп ) .  
7. 32 .  Ь1 Ь2 " .  Ьп . 7. 33. ( - l )n- l (п - 1 )хп- 2 . 
7.34. ( - 1 ) n (n- l ) /2b1 b2 . . . Ъп . 7 .35 .  (ао + а 1 + а2 + . . .  + an )Xn . 
7.36. (- l )n- l xn-2 . 7.37. ( - l )n (n- l )/2n. 7.38. 1 .  
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( п(п - 1 ) ) n- 1 у 7. 39. па + 2 а . к а з  а н  и е. К первому столбцу прибавить 
все остальные. 

7.40. (- l )n (n + l )a1 a2 . . .  ап . У к а з а н и е. К последнему столбпу при-
бавить все остальные. 

7.41 . 1 . 7.42 .  (- 1 ) n- 1n . 
7.43. О при п > 3 , -pq при п = 2 , и р + q + s при п = 1 . 
7.44. О при п > 3 , -9 при п == 2 , и 2 при п = 1 .  
7.45. О ,  если п нечетно, и 1 , если п четно. У к а з а н и е. При нечетном 

п воспользоваться утверждением примера 5 .5 §5 . При четном п из каждой 
строки , начиная с первой и заканчивая предпоследней, вычесть последую­
щую, а затем из каждого столбца, начиная со 2-го, вычесть предыдущий. 

7.46 .  (- 1 )п- 1 (п - l )2n- 2 . У к аз а н и е. Из каждого столбца, начиная с 
1-ого ,  вычесть последующий . 

7 .4 7. ( 1 - а2 )n- I . У к аз а н  и е. Из каждой строки, начиная со 2-й, вы­
честь предыдущую, умноженную на а . 

7.48. 1 27. 7.49. 127 . 7. 50. ( 1  + (- l ) n )/2. 
7. 51 .  О ,  если п = 2k - 1 , k Е N, и (- l ) k , если п = 2k, k Е N. У к аз а н и е .  

Проанализировать рекуррентное соотношение. 
7. 52 .  (4п+ l - 1)/3 . 7. 53. 4п+l _ 3n+l . 7.54. 5n - 2(-4)n . 
7.55 .  6n ( l + п) . 7.56. п + 1 .  7.57. 3п ( 1 - 2п) . 
7. 58. 3n - 2п- l . 7.59. 64. 7.60. а6 - 5а4 + 6а2 - 1 .  
7.61 .  7 · 5n-2 - 2n- 1 . У к а з а н и е . Предварительно разложить опреде­

литель по последней строке. 
7 .62. 1 + x2 + x4 + . . .  + x2n . 
7.63. (2k+ l - 1 ) (3L+ i - 2L+l ) - 4(2k - 1 ) (31 - 2l ) .  У к аз а н и е. Разложить 

по первым k строкам и применить метод рекуррентных соотношений . 

7.64. _1 ( l + VS ) n+ i _ _ l ( 1 - VS) n+ l . у'5 2 v15 2 
7.65. У к а з ан и е. Применить ИНдУкцию по п. 
7.67. аоа1 а2 . . .  an (2- + ]__ + _.!._ + . . .  + _!_) . ао al а2 an 
7.68. 1 - Ь1 + Ь1 Ь2 - Ь1 Ь2Ьз + . . .  + (- l )nb1 b2 . . .  Ьn . 
7.69. (х2 - 12 ) (х2 - 32 ) • • •  (х2 - (2m - 1) 2 ) ,  если п = 2m, m Е N; 

х(х2 - 22 ) (х2 - 42 ) . . .  (х2 - (2m)2 ) ,  если п = 2m + 1 , m Е N. 
7. 70. -а1а2 . . .  an (2- + _.!._ + . . . + _!_) . ai а2 ап 

n- 1 7.71 . L (-1 ) ka 1 a2 . . .  aп-k + (- 1 )n . 
k=O п 

7. 72. (а2 - Ь2 )п . 7 73 П ( Ь Ь ) . . aia2n+ l- i - i 2п+ l- i . i = l  

7.74. aia2 " . ап (ао - _.!._ - � - . . .  - .!!:_) · ai а2 an 
7. 75. аЬс1 с2 . . .  Сп ( соЬ - _!_ - _!_ - . . .  - 2-) . а С1 С2 Сп 
7. 75 . 1 . С1 С2 . . .  Сп (са - ai bi - . . .  - anbn ) . 

С1 Сп 
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7 76 n n- 1 . • аоХ + а1Х + . . . + an- 1X + an . 
xn+l - 1 п + 1 7.77. (х - 1 ) 2 х - 1 
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7. 78. nxn 
(
xn -

)
1
2 . 7. 79. a l a2 . . .  an ( 1 + _!_ + _!_ + · · · + _!_) · х - 1 х - 1 ai а2 ап 

7.80.  аох1х2 . . .  Хn+а1у1х2хз . . .  Хп+а2у1 у2хз . . . Xn+ ·  . .  +апУ1У2 . . .  Уп · 
7.81 . h(x + h)n . 7.82. 1 !  2! 3 !  . . . п ! .  7.83. 1 !  2! 3 !  . . .  п ! .  
7.84 .  П (ai - ak ) · 7.85 .  П (xi - Xk ) · 1 :5i < k:5n+ l n�i> k� 1  

( 1 ) /2 п . 'Pi + 'Pk . 'Pi - 'Pk 7. 86.  (-2)n n- SШ 2 SШ 2 . 
1 :5 i< k:5n 

( 1 )/2 п 'Pi + 'Pk . 'Pi - 'Pk 7.87. 2n n- COS 2 SШ 2 · 
n�i> k� 1  

7.88. (- l )n l !  2 !  3 !  . . . п ! . 

7.89. 

7 .91 . 1 !  3 !  5 !  . . .  (2п - 1 ) ! .  

n 
7.90. п Xi п (Xi - Xk ) · х ·  - 1  i=l 1 n�i> k� l 

7.92 .  П (aibk - akbi ) .  1 :5 i< k:5n+ l 
7.93. (х 1 + х2 + . . .  + Хп ) П (xi - Xk ) · У к а з ан и е. Определитель 

n�i> k� 1  
Вандермонда V(x1 , х2 , . . .  , Xn ,  z ) разложить по последней строке и вычис-
лить коэффициент при zn- 1 . 

7 .94. Х1Х2 . . .  Xn (: + : + " . + : ) п (xi - Xk ) · 1 2 n n�i> k� 1 
7.95. (-l )n- l П (xi - Xk ) ·  У к аз а н и е. Представить каждый элe-

n� i>k� l 
мент последнего столбца в виде (s - Xi )n- 1 , где s = х1 + Х2 + . . .  + Xn , и, 
разложив его по степеням Xi , свести определитель к определителю Вандер­
монда. 

7.96 .  (- l )n- l П (xi - Xk ) · У к а з а н и е. Умножить i-ю строку (i = n�i> k� 1  
1 ,  п) на Xi и свести определитель к определителю Вандермонда. 

7.97. П (Лj - Лi ) ( 1 - AiAj ) · У к аз а н и е . Вынести из i-й строки 
n� i>j� l 

( i = 1 ,  п) множитель Лi . 
7.98 . (х - 1 ) (х - 2) . . .  (х - п + 1 ) .  
7.99. ( - l ) n- 1 (x - l ) (x - 2) . . . (х - п + 1 ) .  
7. 100. -3(х2 - l ) (x2 - 4) . 7. 101 . x2z2 . 
7. 102 . (х - а - Ь - с) (х - а +  Ь + с) (х + а  - Ь + с) (х + а +  Ь - с) . п 
7. 103. (х + ai + а2 + . . . + an ) П (х - ak ) ·  k= 1 
7. 104. Xn + (a1 +а2 + . . .  +an)Xn- l .  7. 105 . (х -а1 ) (х -а2 ) . . .  (x- an ) · 
7. 106. ( 1 - ха1 1 ) ( 1 - ха22 ) . . .  ( 1 - Xann ) .  7. 107. �1 = О , ..\2 = 2 ,  Лз = -3 .  У к а з а н и е . К 1-й строке прибавить 

остальные строки. 
7. 108. Л1 = ..\2 = 1 ,  Лз = - 1 .  У к а з а н и е. Из 1-го столбца вычесть 3-й 

и ко 2-му столбцу прибавить удвоенный 3-й. 
7. 109. Л1 = Л2 = Лз = ..\4 = 1 . 7. 110 .  Л1 = Л2 = 1 , Лз = ..\4 = 2 .  
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7. 111 .  Al = А2 == Лз  == А4 = 4 . 
7. 1 12. Л1 == 3 ,  Л2 == 5 ,  Аз == -2,  А4 = -4. 
7. 113. Al = А2 = Аз == О,  А4 == 8 . 
7. 1 14. Al == А2 = 2 ,  Аз = 4, А4 = -2. 
7 . 115 .  Л1 = . . . == An- 1 == о, Лп == п .  
7. 1 16 .  Al = . . .  == Ап- 1 == О , Лп == n (n + 1 )/2 .  
7. 117. (х1 -а1 ) (х2 -а2 ) . . . (хп -ап ) (1 + а1 + а2 + . . .  + ап ) ·  

Х1 - al Х2 - а2 Хп - an 
У к а з а н и е. Положить �i == (xi - ai ) + ai . 

7. 1 18. О ,  если п > 3 ,  (а2 - а1 ) (Ь2 - Ь1 ) ,  если п = 2, и а1 - Ь1 ,  если п == 1 .  
7. 1 19 .  (а1 - х1 ) (а2 - х2 ) . . . (ап - Хn) - а1 а2 . . .  an . У к а з а н и е. Предста­

вить элемент в левом верхнем углу как 1 - 1 и разложить определитель в 
сум�l::ед[:л:т�ей .

2 
af ] Пn (х� - 2а;х; ) . У к аз а н и е . Использовать � х .  - 2а · х · i= l t t t i= l 

резу;�::: .

з:�::� -� -��7( 1 + �� а��; ) . 
n- 1 п- 1 

7. 122. (- 1 )n- 1 xy x - у  . У к аз ан и е. Представить элемент в пра-х - у  
вом нижнем углу как х - х и разложить определитель в сумму определите­
лей. 

х(а - у)п - у(а - х)п  7. 123. х - у 
f(x) - f(y) 7. 124. , где f(z) = (а1 - z) (a2 - z) . . . (an - z ) . х - у  

7. 125.  О ,  если п > 3 ;  sin (a 1  - a2 ) sin(J31 - /32 ) ,  если п = 2; cos(a1 - /31 ) ,  
если п == 1 . 

7. 126. О ,  если п � 3 ;  - sin2 (a1  - а2 ) , если п == 2; sin 2а1 , если п = 1 .  
7 . 127. П (ai - ak ) (bi - bk ) · У к аз ан и е. Разложить в произведение 

n�i> k� 1 
определителей Вандермонда. 

7. 128. с�с� . . . с;; п (ak - ai ) (bi - bk ) · 
n� i> k�O 

7. 129. П (xi - xk ) 2 . У к аз а н и е. Разложить в произведение oпpe-
n� i>k� l 

делителей Вандермонда. n 
7. 130. П (х - Xi ) П (x i - Xk ) 2 . У к аз а н  и е . Представить искомый i= l n�i> k� 1  определитель в виде произведения 

1 1 1 
Х1  Хп х 
xr х� х2 

х} хп п хп 

1 
1 

1 
о 

Х 1 п- 1 Х 1 о 
Х2 п- 1 Х2 о 

Хп n- 1 Хп о 
о о 1 
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§8 
8. 1 .  У к а з  а н  и е .  Воспользоваться задачами 1 . 16 и 6 .4 1 .  
8 .2 .  У к а з а н и е. Воспользоваться задачами 1 . 16 и 8 . 1 .  
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8.3 .  У к а з а н и е. Пусть все члены определителя положительны . Пока-
зать , что для любого минора 2-го порядка [ � � ) его матрицы выполнено 
соотношение sgn(ad) = sgn(bc) . Затем рассмотреть первые три элементы 
каких-либо двух строк и прийти к противоречию. 

8 .5 .  а) 2nd2 ; б) О. 8 .8 .  Равенство выполнено не всегда. 
8 .9. У к а з а н и е. Применить метод Гаусса к каждой блочной строке 

произведения А ® В. 
8. 10. У к а з а н  и е. Рассмотриы соотношение 

1 о о о 1 1 1 1 1 
-х -х -х 

А + А А 
-х -х -х 

Второй определитель левой части лишь множителем отличается от опреде­
лителя кососимметрической матрицы нечетного порядка, и значит, он равен 
нулю. Поэтому левая часть равна I A I . Вычитая 1-й столбец определителя в 
правой части из всех остальных столбцов, получим требуемое. 

8. 1 1 .  У к а з а н и е. Рассмотреть определитель 
1 

А 
1 

8 . 12 .  У к а з а н и е . Рассмотреть определитель 

s 1 - a l l  S 1 - а � п  о . . . . . . . . . . 
Sn - ап l  Sn - апп о 

- 1  - 1  1 

8. 13 .  У к а з  а н  и е. Разложить определитель по последнему столбцу, а 
затем каждый дополнительный минор по его последней строке. 

8 . 14. У к а з а н и е. Рассмотреть определитель 

А 

-х -х 

и воспользоваться предыдущей задачей. 

1 

1 

8. 15 .  У к а з а н и е. Прибавить ко всем элементам матрицы левой части 
х и учесть, что получающийся определитель в силу задачи 8 . 14 является 
линейной функцией переменной х и ,  следовательно, может быть найден по 
любьпн своим значениям при х = х 1 и х = х2 . 
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8 . 16 .  У к аз ан и е. Коэффициент при Х1 в сумме определителей, стоя-
щих в левой части, равен а1 1А1 1 + . . .  + an1An1 = IA I . 

8. 17. У к аз ан и е . Воспользоваться задачей 8 . 14 .  
8 . 18.  У к аз а н и е. Воспользоваться предыдущей задачей . 
8 . 19. У к а з а н и е. Рассмотреть равенство задачи 8 . 14 при х = - 1 .  
8 .20. У к аз ан и е. Разложить в произведение определителей. 
8.21 .  У к а з ан и е. Разложить определитель 

о а1 2 ain Ь1 1 b1n 
. . . . 

о an2 ann Ъn 1 bnn а1 1  о о Ь1 1 b1n 
. . . . . . 

an1 о о Ъп1 bnn 
по первым п строкам. 

8 .22 .  У к а з а н и е. а) Рассмотреть произведение матриц [ А 1 О ] и [ !}т ] , где О - нулевая матрица размера п х (п - m) . 6) Рассмотреть опре-

1 А Оп 1 делитель -1 m в . 
8. 23. У к а з а н и е. Представить главный минор матрицы Ат А в виде 

произведения вт В, где В - :матрица, составленная из столбцов матрицы А, 
и воспользоваться результатом предыдущей задачи. 

8 .24. а) Сумма всевозможных произведений элементов ai , а2 , . . .  , ап , од­
но из которых содержит все элементы , а другие получаются из него выбра­
сыванием одной или нескольких пар сомножителей с соседними номерами (если выброшены все сомножители, считаем член равным 1 ) . 
б) (а1 а2 . . .  an ) = (a1a2 . . .  ak ) (ak+ 1 ak+2 . . .  an ) + (a1 a2 . . .  ak- 1 ) (ak+2ak+з . . .  an ) 
У к аз а н и е . а) Использовать рекуррентное соотношение для определителя 
Якоби. в) Применить индукцию по п. 

8 .25 .  У к а з а н и е . Вычесть последний столбец из всех предыдущих. 
Затем вынести множители из всех строк и из всех столбцов, кроме послед­
него. От получающего определителя перейти к новому определителю Коши, 
но на единицу меньшего размера. 

( 1 !  2! . . .  (п - 1 ) ! ) 3 8 .26 .  ' ( l ) ' (2 - l ) ' '  У к а з а н и е. Воспользоваться предыду-п. п +  . . . .  п . 
щей задачей. 

8 .27. (а2 + Ь2 + с2 + d2 ) 2 . У к аз а н и е. Найти ААт и использовать тож-
дество det(AAт) = (det A)2 • 

8. 29. О ,  если п > 2 , и fi (a1 ) , если п = 1 .  
8 .30. У к аз ан и е . Разложить в произведение определителей . 
8 .31 .  ( - l ) n- l (Ь1 а2аз . . .  ап + Ь1 Ь2аз . . .  ап + . . .  + Ь1 Ь2 . . .  Ъп- 1 аn ) · 
8.32. (- l )n ( (x - l ) n  - xn ) .  У к аз ан и е. Из каждой строки вычесть 

предыдущую, в правом нижнем углу положить 1 = х + ( 1 - х ) и представить 
в виде суммы двух определителей. 

8 .33. (х1х2 . . .  Xn - (х1 - l ) (x2 - 1 )  . . . (хп - 1 ) ) П (xi - Xk ) · n� i> k� 1 
У к аз а н и е. Элементы 1-го столбца представить в виде Xi - (xi - 1 ) и раз­
ложить определитель в разность двух определителей. 
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8.34. (2х 1х2 . . .  Xn - (х 1 - l ) (x2 - 1 ) . . .  (xn - 1)) П (xi - Xk ) · 
n�i>k� 1 

У к а з  а н  и е. Приписать первую строку 1 , О, О ,  . . .  , О и первый столбец из еди­
ниц, затем первый столбец вычесть из остальных , единицу в левом верхнем 
углу представить в виде 2 - 1 и разложить определитель в разность двух 
определителей. 

n 8. 35 .  1 + L.: (ai + bi ) + L.: (ai - ak ) (bk - bi ) . i= l 1 $i<k$n 
8 .36 .  ( - l )n (1 - n - f: XiYi + L,: (xi - Xk ) (Yi - Yk )) . i= l 1 $i <k$n 

У к а з а н и е. Использовать пример 7.8 из §7. 
n 8.37. xn + xn- l L,: (ai - bi ) + xn- 2 L,: (ai - ak ) (bi - bk ) · i= l 1 $i< k$н 

У к аз а н  и е. Разложить определитель на сумму двух определителей отно­
сительно каждого столбца и воспользоваться результатом задачи 7. 1 18 . 

8.38. О ,  если п > 3 ,  хаР (а2 - 1 ) ( 1 - а) , если п = 2 ,  и аР - х,  если п = 1 . 
8 .38 . 1 .  П (ai - aj ) .  У к аз а н и е. Рассмотреть определитель 

n�i>j�O 
1 ао а0 
о 

А 
о 

где А - матрица исходного определителя. 
s . з9. (- 1 )n (xn - xn-ia:;_=-n . 

8.40 . aia2 . . .  an ( i + � + � + " . + �) . ai а2 an 
8.41.  (- l )n(n- l ) /2 (ao - ai + а2 - . . . + (- l )nan ) .  
8 .42 . 1 .  У к а з а н и е .  Пользуясь равенством г) из задачи 6. 1 ,  вычесть из 

каждого столбца предыдущий, а затем из каждой строки предыдущую. 
8.43. 1 .  У к аз а н и е. См. указание к предыдущей задаче . 
8 .44. 1 .  У к а з а н и е. Из каждой строки вычесть предыдущую. 
8 .45. (- l )n (n+ l ) /2 • У к аз а н и е . Из каждого столбца, начиная со вто­

рого , вычесть предыдущий, затем из каждого столбца, начиная с третьего , 
вычесть предыдущий и т.д. То же самое проделать со строками полученного 
определителя. 

8 .46. 1 .  У к аз а н  и е. Из каждой строки , начиная со второй, вычесть 
предыдущую, затем из каждой строки ,  начиная с третьей, вычесть преды­
дущую и т.д. 

8 .47. 1 .  У к аз ан и е. См. указание к предыдущей задаче. 
8 .48. (х - l )n . У к аз а н и е. Из каждой строки вычесть предыдущую и 

показать, что Dn+l = (х - 1)Dn . 
8.49. У к а з а н  и е. Пусть Xi == im. Тогда заметить, что в k-м столбце 

стоят одинаковые многочлены k-й степени от Xi . Так как определитель не 
меняется при прибавлении к его столбцам линейных комбинаций других 
столбцов , то его можно привести к определителю с элементами bij = х{ / j !  
(mj /j ! ) ij . 
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8. 50. а) е(сч + " .+ат� )х п (ai - Gj ) ;  
n� i>j� l  

б) х ( Q }  + • • • + Q TL ) -n ( n - 1) / 2 п (ai - Gj ) .  
n�i>j� l  

§9 

9.2 .  н 6 5 ] . 9.3 .  [ COS Q sin a ] . 8 7 - SШ Q COS Q 

1 [ а ь ] . - � [ =� 
2 о ] · 9.4. 9 .5 .  - 1  7 а2 + ь2 -Ь а о -21 

1 [ 1 1 о ] ·  [ J о -3 ] 9.6 .  - 1 о 1 9. 7. 1 о . 2 о 1 1 о 4 

[ 41  -31 23 ] ·  [ -
� 1 - 1  1 

] · 1 о - 1  - 1  9 .8 .  - 9 -7  5 9.9 . 1 о 1 2 - 1  1 - 1  - 1  1 - 1  о 

[ 
1 1 2 о 

] · [ 
1 -3 1 о 

] · 9. 10. о - 1  о -2 9. 1 1 . 1 -4 о 2 о 
о о 1 - 1  - 9 3 -3 о 6 о о о - 1  о о о 3 

9. 12 .  [ о -2 о 1 

] ·  -2 о 1 о 
о 1 о о 
1 о о о 

9. 14. У к а з а н и е. Равенства в) и г) доказать сначала для невырож­
денных матриц А, В ,  а затем воспользоваться непрерывной зависимостью 
элементов обеих частей равенств от элементов рассматриваемых матриц. 

9 . 15 .  Например , матрица, у которой i-й столбец и j-я строка нулевые , а 
при вычеркивании i-го столбца и j-й строки остается единичная матрица. 

9. 16. Матрица А = (aij ) Е IRn x n , в каждой строке и каждом столб­
це которой стоит ровно один положительный элемент, обладает требуемым 
свойством . У к а з  ан  и е. Для доказательства единственности рассмотреть 
матрицу А , в которой air , ai s > О  для некоторого i ,  и ,  проанализировав эле-
менты { АА - l  } ij при всех j -:/= i ,  показать, что det А =  О. 

9. 18. В матрице л- 1 : а) поменяются местами i-й и j-й столбцы; б) i-й 
столбец разделится на а; в) из j-го столбца вычтется i-й ,  умноженный на 
{3. 

9. 21 .  2) Треугольное разложение не единственно. 3) Например , [ � 6 ] . 
У к а з а н и е. 1 )  Показать , что если главные миноры Л1 , Л2 , . . .  , Лn- 1 от­
личны от нуля, то квадратную :матрицу можно привести к верхнему сту­
пенчатому виду, пользуясь элементарными преобразоваl_iиями строк только 
третьего типа. Затем воспользоваться задачами 2 . 1 и 9 . 1 9 . 

9. 22. а) [ � � ] [ 6 6 ] ; б) [ � � � ] [ g -! -� } 
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в) [ i ? 8 ] [ 6 =i -� ] ; г) [ ! � � 8 
] 
[ g g 0

0

i 

0! ] . 2 -5 1 о о -1 0  1 1 1 1 о о 
9 .24. У к а з а н и е. Воспользоваться предыдУщей задачей . 
9 .25 .  Например, а) [ � ? ] [ 6 � ] [ 6 j ] ; 

6) [ 6 ? � ] [ 6 ? g ] [ 6 i 8 ]  ; в) [ 6 ? 8 ] [ j ? g ] [ 6 ? gl ] · 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0  

9 .26 .  [ -� -� _{ ] . 9 .27. [ -;�� -i = i�� ] . - 1 /2 1 /2 1 /2 -2 1 1 [ 1 /9 2/9 2/9 ] г g g о 1 ] 
9.28. 2/9 1 /9 -2/9 . 9.29 .  l о - 1  6 g . 

2/9 -2/9 1 /9 - 1 о о о [ 6 � � 1 � ] 1 [ i i _ j _ j ] 9 .  30. g g 6 � . 9. 31 .  4 i = i - i - i . 

9.32 .  [ � � ! -g ] . 9. 33. [ g ? � J ] . 
1 о о о 1 о - 1  о 
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9 .34. _ j ? -5 - i . 9 .35 .  � . .  � /�� . : . : . .  � . 
[ О - 1  1 - 1  ] [ l /a1 О " .  О ] 

9 .36 .  

1 - 1  1 О О О . . . 1 /an 

1 1 1 " .  1 
о 1 1 . " 1 

1 - 1  1 - 1  ( - l )n- l 
О 1 - 1  1 . " (- l ) n- 2 О О 1 - 1  " . ( - l )n-З · 

о о о о " . 1 

9.38 .  о о 1 . . . 1 

1 о о о о о 
- а 1 о о о о 
а2 -а 1 о о о 9.40.  -аз а2 -а 1 о о . . . . . . . . . 

(-а)п- 1 (-a)n-2 (-a)n- 3 (-а)п-4 . . . -а 1 
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9.41 .  

9.42. 

9.44. 

9.45. 

9.47. 

9 .48. 

9. 51 .  

9. 53. 

1 -2 1 о 
о 1 -2 1 
о о 1 -2 

о о 
о о 
о о 

о о о 
о о о 
1 - 1  о 
о 1 - 1  
о о 1 

о 
о 

о 
о 
о 

1 -2 
о 1 
о 
о 
о 9.43. . . . . . . . . . 

о о о 
о о о 
о о о 
о о о 
о о о 

о о 1 
о 1 о 
1 -2 -3 
1 о 
о 1 

о о 
о о 
о о 

о 
о 

1 [ о 
- 1 4 1 

о 
о 

о 
- 1  

3 

о 
о 

1 - 1  
о 1 

о о 1 
о 1 -2 
1 о -3 

О О 2 - п  
о о 1 - п 

2 - n 1 - n bnn 
-X1k 0 
-X2k 0 

1 -Xk- 1 ,k Q 
о 1 о 
Q -Xk+ 1 , k 1 

о -Xn- 1 , k  о 
о -Хпk о 

-3 и - - 1  
о ] 1 [ 1 

5 4 - 3  

- 1  
1 
3 
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2 - п  
1 
1 

1 1 
- 1  о 

о - 1  

1 
о 
о 

1 о о . . . -=- 1  

ь п(п + 5) (п - 2) 
' где nn = 6 

о о 
о о 

о о 
о о 
о о 

1 о 
о 1 

� ] . 
[ 21 - 14 - 10 ] [ 1 1 1 ] 

9. 50. [ � 1 а - 10 7 5 . 9.49. 1 2 2 . о -4 3 2 3 3 3 

1 [ 2 1 ] 
9.52 .  [ 6 2 п - о о . 1 3 1 2 

1 а - 1 о . . .  о о о - 1  о о . . .  о о 
о 1 а - 1  . . .  О о о о - 1  о . . .  о о 
о о 1 . . .  о о 9. 54. о о о - 1  . " о  о 
. . . . . . . . . . . . . . . . 

о о о " . 1 а - 1  о о о о " . о - 1  
о о о . " о  1 1 1 1 1 . . .  1 1 

9 .55 .  У к аз а н и е. Рассмотреть разложение ее определителя ,  например , 
по первой строке как линейную функцию относительно того элемента a li , 
для которого дополнительный минор отличен от нуля . 

9. 59. У к а з ан и е. Использовать задачу 3 . 1 1 .  

9.61 .  а) / ,  [ � � ] , где а + d = - 1 , ad - Ьс = 1 ;  

6) ±1, [ � !а ] , где а2 + Ьс = ±1 .  
9 .62 .У к а з а н и е. Найти обратную матрипу методом Гаусса-Жордана. 
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9.63 .  У к а з а н и е. Воспользоваться предыдущей задачей. 
9 .64. У к а з а н и е .  Воспользоваться соотношением пункта е) задачи 

2 . 52 . 
9.66. У к а з а н и е. Учесть, что I A- 1 1 = 1 / IA I . 
9.67. У к а з а н и е. Положив С = (/п + АВ) - 1 , доказать , что 

( /m - BCA) (/m + БА) = lm . 
9.68. У к а з а н и е . Пусть Ak О. Воспользоваться тождеством 

( ! + А + А2 + . . .  + Ak- 1 ) (1 - А) = !. 
1 [ 6 1 ] 9. 70. 1 0 2 7 . 

9. 71 .  У к а з а н и е. Воспользоваться задачей 1 .2 1 . 
9 .72 .  У к а з а н и е. Показать, что J� = nJn . 
9 .73. У к а з ан и е. Использовать задачу 9 .7 1 .  
9. 74. 

А--- 1 л- 1 h = - hb Ti Sj , 1 + j i 
где bji == {A- 1 }ji , и ri - i-й столбец , а Sj - j-я строка матрицы А- 1 · У к а з  а н  и е .  Воспользоваться задачей 9 .  73. 

9. 75 . Пусть е - вектор-столбец (того же порядка, что и А) , все элементы 
которого равны единице. Тогда 

где s - сумма всех элементов л- 1 . У к аз а н  и е .  См. указание к предыдущей 
задаче. 

9 .78 .  

9 .80. 

[ I -В ] [
л- 1 

а) О lm ; б) О [ -D- 1вл- 1 г) л- 1 
п- 1 
о 

-л- 1 вD- 1
] п- 1 ; в) 

] · 9 .79.  [ g 
- [ D Если В 1 = qт 

� ]
' то 

[ л- 1 
-п-1сл- 1 D�1 ] ;  
-А �� ] · 1 
о 

d _ ( _ тл- 1 ) - 1 _ -dA- 1 т _ -d тл- 1 D _ л- 1 dA- 1 тл- 1 - а у х , r - х, q 
-

у , - + ху . 

9.81 . У к а з а н и е. Привести матриц.у Х к верхней квазитреугольной 
форме. 

9 .82. Нет, не верно. У к аз ан и е. 

u 1 о о 
[ о о о 

чеи; рассмотреть матрицу 8 � 6 
Воспользоваться предыдущей зада-

i ] . 
9 .84. У к а з а н  и е. Воспользоваться предыдущей задачей. 
9 .86. Нет, не верно. 
9.87. У к а з а н и е. Показать, что если AS = SA для любой невырож­

денной матрицы S, то это же верно и для любой вырожденной матрицы S. 
Затем применить задачу 1 .32. 

9.89. Нет. 
9 .91 .  Вообще говоря , нет. 
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§ 10 
10.6. У к а з а н и е. Применить индукцию по п .  
10. 7. У к а з ан и е . Применить индукцию по п .  
10 .8 .  У к аз а н и е. Перейти к характеристическим функциям обеих ча-

стей равенства. 

§ 1 1  

' 
Cm n .  10. 12 .  n = I (  _ ) I . m . n m .  

11 . 1 .  а) Нет. б) Да, биективное отображение. в) Да, сюръективное отоб-
ражение. 

1 1 . 2 .  а,б ,в) Да. г) Нет. Биективным является отображение п ."б" . 
1 1 . 3. Да. 1 1 .4 .  а,б ,в) IR х IR � IR; г) IR х (IR \ {О} )  � IR. 
11 . 5 . Нет. 11 .6. а) Нет. б) Да. 
1 1 .  7. Каждому подмножеству ставится в соответствие его характери-

стическая функция . 
11 . 8. Включение в б) перейдет в равенство. 
1 1 .9 .  nm . У к аз а н и е. Применить индукцию по m .  
1 1 . 10. У к а з а н и е. б) Применить инд.vкцию по m .  
11 . 1 1 .  У к аз а н и е. б) Применить индукцию по m .  
11 . 12 .  У к а з а н и е . а) Воспользоваться утверждениями задач 1 1 . lOa 

и 1 1 . l la. б) Показать , что это число равно числу всех перестановок из п 
элементов. 

1 1 . 13 .  Пусть У = {у1 , . . .  , Yk } · Выделим в бесконечном множестве Х \  У 
произвольную последовательность элементов S = { х 1 , х 2 , . . . } и положим 
Sy = {у1 , . . . , Yk , х 1 ,  х2 , . . . } . Тогда требуемое биективное отображение мож­
но установить по правилу : 

- каждому элементу последовательности Sy поставим в соответствие 
элемент последовательности S с тем же порядковым номером, 

- оставшиеся части Х \ Sy и (Х \ У) \ S совпадают, поэтому соответствие 
между ними можно выбрать тождественным. 

11 . 15 .  а) ( � i � � ) , в обратном порядке - ( � � � i ) ;  
б) в обоих порядках - ( � � � � ) ; 
в) U i � � � ) , в обратном порядке - U � � � � ) ; 
г) в обоих порядках - ( � � � i � ) ; 

( 1 2 3 4 5 6 ) д) в обоих порядках - 4 1 6 5 3 2 · 
1 1 . 16. У к аз а н и е. Воспользоваться теоремами 4 .2  и 4 .4 .  
1 1 . 1  7. У к а з  а н  и е. Использовать определение обратного отображения 

и результат задачи 1 1 .8 .  

§ 12  
12 . 1 .  Примеры на множестве Х = IR :  а) xRy , если (х - у)ху = О;  б )  xRy , 

если х < у ; в) xRy, если ху -:/= О .  
12 .2 .  Не доказано, что для любого х Е Х найдется у Е Х : xRy . 
12 .4. а) f = ех ;  б) f- 1 = f ;  в) f f = f .  12 .5 .  Да. 
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12. 5 . 1 .  Нет. 12 . 5 . 2 . Нет. 
12 .6. Для правил а) , 6) , г) . 
12. 7. а) Является отношением эквивалентности; фактор-множество -

{IR+ , R- } . б) Является отношением эквивалентности; фактор-множество -
{Хо 1 О < о < 1 } , где Ха - множество всех чисел х Е IR \ {О} , у которых 
дробная часть равна о .  в) Отношение не симметрично. 

12 .8 .  Отношение: а) не симметрично; б) не симметрично и не транзи­
тивно; в) является отношением эквивалентности ; г) не транзитивно; д) ре­
флексивно и симметрично; е) рефлексивно и симметрично. 

12 .9. ФактоI?-множество состоит из двух подмножеств IR2 : 
{ (х1 , х2 )  1 х1 = х2 } и { (х1 , х2 ) 1 х1 # х2 } . 

12 . 10. Отношение: а) является отношением эквивалентности; б) не 
транзитивно. 

12 . 1 1 .  а) Каждый класс эквивалентности содержит ровно одну верх­
нюю ступенчатую матрицу следующей структуры 

о 

о 

1 ak1 + 1 , 1 . . .  ak2 - 1 , 1 О ak2 + 1 , 1  . . .  ak3 - 1 , 1 О . . .  О ak,.+ 1 , 1 . . .  an1 
О О О 1 ak2 + 1 , 2 . . .  ak3 - 1 , 2 О . . . О ak,.+ 1 , 2 . . .  an2 

о о о о о о о . . . 1 a1c,.+ 1 ,r . . .  anr 

о 

где r < min(m, п) , 1 < k1 < k2 < . . . < kr < п (причем вторая клеточная 
строка или первый клеточный столбец могут отсутствовать) ,  и все матри­
цы, которые могут быть из нее получены элементарными преобразованиями 
строк. 

б) Каждый класс эквивалентности содержит ровно одну нижнюю сту­
пенчатую матрицу структуры, аналогичной описанной в п. "а", и все матри­
цы, которые могут быть из нее получены элементарными преобразованиями 
столбцов . 

в) Каждый класс эквивалентности содержит ровно одну матрицу вида [ Ir 
O(m-r) x r 

Orx (n-r) ] 
O(m-r) х (n-r )  ' 

где r < min(m, n),  и все матрицы, которые могут быть из нее получены 
элементарными преобразованиями строк и столбцов. 

12 . 12. Классами эквивалентности являются множества Ку = {х Е 
Х 1 f (x) = у} , где у Е f(X) .  

12 . 13 .  а) Множество прямых, параллельных прямой l или совпадающих 
с ней . б) Две полуплоскости, определяемые прямой l ,  и сама прямая l .  

12 . 14. Фактор-множество содержит р классов Ко , К1 , . . .  , Кр- 1 , где Кт 

объединяет все целые числа, дающие остаток r при делении на р. 
12 . 15 .  Каждый класс эквивалентности Кх содержит все пары (р , m) Е 

Z х N такие, что дробь .Е_ равна рациональному числу х. m 
12 . 16. Каждый класс эквивалентности является неопределенным ин-

тегралом J f' ( х) dx , т.е. содержит все функции вида f ( х) + С, где С Е IR 
произвольно. 

12 . 17. Отношение: а) не транзитивно; б) не симметрично. 
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12 . 18. Каждый класс эквивалентности объединяет все подмножества, 
содержащие одинаковое число элементов. 

12 . 19. 
1) Сложение: К, А ,  N , S ; вычитание: не обладает ни одним из свойств; 

умножение: К ,  А ,  N ; деление - не алгебраическая операция; 
2) сложение - не алгебраическая операция; 

вычитание - не алгебраическая операция; 
умножение: К ,  А ,  N , S ; деление: не обладает ни одним из свойств; 

3) сложение - не алгебраическая операция; умножение: А , N , S ;  
4) сложение - не алгебраическая операция; умножение: А ,  N ,  S ;  
5) K , A, N , S ; 6) K , A , N , S ; 7) А; 
8) не является алгебраической операцией; 9) К ,  А , N, S ;  
10) не обладает ни одним из свойств; 
1 1 ) К ,  N; 1 2) N, S ;  1 3) А, N ; 14) К ,  А , N, S . 
12 .22 .  Относительно каждой операции существует нейтральный эле­

мент, однако ·симметричный элемент существует не для каждого подмноже­
ства множества Х. 

12.23. У к аз ан и е. Необходимость: сначала для некоторого а Е Х рас­
смотреть е� Е Х: а *  е� = а и показать , что для \/Ь Е Х:  Ь * е� = Ь, т.е . 
правый нейтральный элемент е� = е' не зависит от выбора а .  Аналогич­
но - для левого нейтрального элемента е" . Так как е" = е" * е' = е

'
, то 

1 11 ... ... ... б е = е = е - неитральныи элемент относительно рассматриваемои алге ра-
ической операции. Затем рассмотреть для \/а Е Х элементы а! 1 , а� 1 Е Х:  

- 1  - 1  - 1  - 1  а1 * а  = а *  а2 = е и показать , что а1 = а2 . 

§ 13  
13. 1 .  1 )  Векторы а и Ь перпендикулярны либо один из них нулевой. 

2) Векторы а и Ь противоположно направлены, причем 1 a l > 1 Ъ I , либо 
вектор Ь нулевой. 3) Если Л = - 1 ,  то а = О; если Л = 1 ,  то Ь = О . 
Если Л i= ±1 ,  то векторы а и Ь не равны между собой и коллинеарны. 
4) Векторы а и Ь сонаправлены либо один из них нулевой. 5) Векторы а и 
Ь противоположно направлены либо один из них нулевой. 6) Векторы а и 
Ь сонаправлены и ненулевые. 

13.2 .  \ а\ = 1 Ь\ . 
-----+. --+ --+ 

13 .3 .  АМ = (АВ + АС) /2. 
13.4. У к а з а н и е. Воспользовавшись равенством задачи 13 .3 , показать , 
-----+. � � 

что АМ + BN + С.К = О. 
13 .5 .  У к а з ан и е. Показать, что сумма этих векторов равна О. 

----+ � 
13.6 .  У к а з а н и е. Показать, что KL = N М. 

--+ ---+ ----+ ----+ 

13.7. АВ = -CD = ( а  - Ъ) /2 , ВС = -DA = ( а +  Ъ)/2 . 
1 � 1 ---+ 1 

Л + l (Л а- Ъ) ,  В�· = Л + l ( а+ Ъ) , CD = Л + l (- а+Л Ъ) , --+ 13.8 .  АВ = 
--+ л DА = - л + 1 ( а + Ь) . 

----+ --+ ----+ ---+ 13 .9. У к аз а н и е. Воспользоваться тем, что EF = ЕА + AD + DF = 
----+ ----+ --+ EB + BC + CF. 

13. 10. См. указание к предыдущей задаче. 
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----+ 4--+  2----+ ---+ 2--+ 4----+ 13. 1 1 .  ВС = 3 AL - 3АК, CD = 3 AL - 3 АК. У к а з а н и е . Выразить 
-----+ --+ ----+ ----+ сначала векторы АК и AL через векторы ВС и CD. 

-----? ---+ ----+ ----+ 13. 12 .  У к а з а н и е. Положив АО = ЛА!v/ и ВО = µBN, выразить , 
--+ --+ --+ 

например, вектор АО через векторы Ь = АВ и с = АС двумя способами. 
13. 12 . 1 .  3/2 . 13. 12 .2 . 3 :  3 :  1 .  

----+ ----+ ----+ ----+ 13. 13 .  ВС = р + q,  CD = q, DE = - р , EF = - р - q. 
13. 14. Пусть сумма этих векторов ai + а2+ . . .  + ап равна Ь -:/= О. Тогда в 

результате поворота :многоугольника вокруг его центра на угол 2?Т /п сумма 
останется неизменной , а вектор Ь изменится. 

чи. 
13. 15 .  У к а з ан и е . Воспользоваться результатом предыдущей зада-

13. 16. Точка пересечения медиан треугольника. 
13 . 16. 1 .  Точка пересечения диагоналей. 
13 . 16 .2 .  Точка пересечения прямых, соединяющих середины противо­

положных сторон . 
---+ а Ь 13. 17. ОМ = j-;j + тьr · 

--+ --+ --+ --+ 

13. 18 .  AD = ABl�I + �ABI . 
IAB I + I ACI 

13. 19. АО =  ь ь + с с , ВО =  - а +  с ь + с с . а + Ь + с а + Ь + с а + Ь + с  а + Ь + с  
У к а з а н и е. Воспользоваться тем же приемом, что и в задаче 1 3 . 1 2, и по-

--+ --+ 

ь + с  казать, что если АО == ЛАL, то Л = Ь . а +  + с  
13.20. У к а з ан и е. Пусть (СС1 Р) = Л .  Выразить вектор Ai B1 через 

--+ --+ векторы АВ и АС. 
----+ -----? --+ 

13.21 .  У к а з а н и е . Положить АА1 = а,  АВ = Ъ,  Ai B1 = с и, поль-
---+ -----+ 

зуясь условиями , показать , что 3 х Е IR, что: а) ВС1 = хС В1 ; б) Ai В1 == 
� хА1 С1 .  

13. 22. а) а + {3 = 1 ,  а ,  f3 > О; б) а + {3 < 1 ,  а , f3 > О ; в ) либо а + f3 > 1 ,  
либо а <  О ,  либо {3 < О. У к аз а н и е. Воспользоваться теоремой 13 .7 . 

13. 23 .  а) а + {3 + ')' = 1 ,  а , {3, ')' > О; б) а + {3 + ')' < 1 ,  а , {3, ')' > О; в) либо 
а + {3 + ')' > 1 ,  либо а < О, либо {3 < О, либо / < О. ----+ ---+ ----+ � ---+ 

13 .24. А' В' = р ,  А' D' = q,  А'С' = р + q, А' В ==  р - г , А' D = q - г , 
---+ 

А'С = р + q - г . 

--+ 

----+ � ---+ � 

13 .25 .  ВС = с - Ъ,  С D = d - с , DB = Ь - d, DM = - d + ( Ь + с) /2 , 
AQ == ( Ъ + с +  d) /3 . 

----+ --+ --+ 

13 .26 .  MN = ( Ъ + с - а) /2 , PQ == ( с+ а - Ь) /2 , RS = ( а+ Ъ - с) /2 . 
---+ ----+ -----? --+ 

13 .27. EF = (20В + 20С - ОА) /6 . 13 .28. г 1 + гз - r2 . 
13.29. г = ( г1 + г2 + гз ) /3 . " 13 .30. г = ( г1 + rз )/2. 

, r 1 + Л гз / 1  Л r2 - r 1 13 .31 . г4 = г1 + Л( гз - г2 ) ,  г = 1 + ).. , r = ).. _ 1 · 
13.32 .  гс = гв+ гv- ГА , r81 = rв - гА+ rА' ,  rc1 = rв+ rv+ гА1 -2 ГА ,  

гv' = гv - гл + ГА' ·  
13 .33 .  г = ( г1 + г2 + гз ) /3 .  13 .33 . 1 .  ( г1 + г2 + гз + Г4 ) /4 . 

1 13 .34. (САВ) = -
1 + Л . 

1 5-427 1 
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( 1  + v) (µ - Л) 13 .35 .  ( Р RQ) == 

( 1 + Л) (v _ µ) , если v "# µ. 
Л + µ + 2Лµ 13.35 . 1 .  (ABR) == 2 Л , если Л + µ -:j; -2. 

+ + µ 
---? --+ � � 13 .36. У к а з а н и е. Показать , что: 1 )  KL == NM; 2) АВ = DC. 

13 .37. Jv/ - точка, в которой пересекаются семь прямых : три прямые, 
проходящие через середины противоположных ребер, и четыре пря�'lые, про­
ходящие через вершины тетраэдра и точки пересечения медиан противопо-
ложных граней. · 

13.38. sin а : sin (J : sin / · 
13. 39. а) sin 2А : sin 2В : sin 2С; б) cos(A/2) : cos(B/2) : cos(C/2) ; 

в) sin А : sin В : sin С. 
13 .40. Если все углы треугольника меньше 2?Т /3 ,  то точка М существу---- --- ---

ет и ВМС = СА1А == АА!В = 2?Т/3 . Если один из углов треугольника АБС 
больше 2?Т /3 ,  то такой точки нет. 

� � � 

13.41 . ММ' == (АА' + ВВ' + СС' ) /3 .  
� а2 � ь2 ---? 

13.42 .  СН == 2 Ь2 СА + 2 Ь2 СВ. У к а з а н и е. Воспользоваться а + а + 
подобием треугольников АБС, САН и СВН. 

a r1 + Ь r2 + c rз у 13.43. r ==  Ь . к а з ан и е. Применить теорему из задачи а +  + с  
13 . 19 .  rз ctg В + r2 ctg С 13.44. r - -------- ctg В + ctg С · 

13.45. У к аз а н и е. Ввести радиус-векторы вершин тетраэдра. 
13.46. У к аз а н и е. Ввести радиус-векторы r1 , r2 , . . . , Гn точек А1 ,  А2 , 

. . . , An и рассмотреть точку М с радиус-вектором ( r1 + r2 + . . .  + rп )/п . 

§ 14 
14. 1 .  1 . Да, если прямая проходит через точку О. 2 . Да. 3 ,4 ,5 . Нет. 
14.2 .  а,б) Нет. в) Да. 
14.4. Нет, так как не выполнена аксиома 7. 
14.5 .  la. Да. lб. Нет. 2а,2б,3 . Да. 14.6. 1 ,2 ,3 . Да. 4 . Нет. 
14.7. la. Да. lб . Нет. lв , l г. Да. 2 ,3 . Нет. 4 . Да. 
14.8 .  1 .  Нет. 2а,2в ,2д,2е ,2ж . Да. 2б ,2г. Нет. 3 .  Нет. 
14. 9. 1 ,2 ,3 ,4 ,7, 1 2 , 1 3 . Да. 5 ,6 ,8,9 , 1 0 , 1 1 .  Нет. 
14. 10. Не доказано, что для любого а Е V найдутся Ь Е V и а Е IR 

такие, что а == аЬ. 
14. 11 .  Достаточно ввести умножение на число по правилу: аа == () , 

\/а Е V ,  а Е IR. 
14. 12 .  Пользуясь только дистрибутивностью и существованием проти­

воположного элеl\·tента, доказать, что Ох == () \/х Е V. Вывести отсюда, что 
(- 1 )х == -х. Наконец, используя ассоциативность сложения , доказать, что 
х + у ==  у + х. 

§ 15  
15 . 5 . У к а з а н  и е .  Показать , что если два вектора линейно выражают­

ся через предыдущие, то векторы ai , . . .  , a k  должны быть линейно зависи­
мы. 

15 .8 .  У к аз а н и е. Использовать результаты задач 1 5 .6 и 1 5 . 7 . 
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15 .9 . У к а з а н и е. Составить линейные комбинации этих векторов с 
коэффициентами '"У , f3 и а .  

15 . 10. У к а з ан и е . Воспользоваться утверждением задачи 15 .7 .  
15 . 1 1 .  а,б) Да. в) Нет. У к а з а н и е. Использовать утверждение задачи 

15 .7 .  
15 . 12 .  а)  При Л -:/=  ± 1 ;  б)  при Л -:/=  ( - l )п . У к аз а н и е. Использовать 

утверждением задачи 1 5 .7 .  
15 . 13 .  Нет. 1 5 . 14. Да. 15 . 15 .  Нет. 
15 . 17. Да. 15 . 18 .  Да, только если с =  О .  
15 .20. Нет. 15 .21 .  Нет. 15 .22 .  Нет. 

15 . 16 .  Нет. 
15 . 19. Да. 

15 .23. У к а з а н и е. Предположить , что существует нетривиальная ли-
нейная комбинация :  а1х 1  + . . .  + йsXs = () , и выбрать j так, чтобы \ aj \  = 
max1:5k:5s lak l · Далее рассмотреть j-ю компоненту левой части этой линей­
ной комбинации . 

1 5 . 25 .  У к а з а н и е. Использовать результат задачи 15 .6 .  
15 .26. 5t3 - 5t2 - 4t + 6 в обоих случаях. Система линейно зависима. 
1 5.27. Например, a(5fi + /2 - 4fз )  + ( 1 - a) (f1 + 9f2 - 4f'4 ) ,  а Е IR 

произвольно. 
15 .28. Нет. 
15 .31 .  У к а з а н и е. Использовать свойство линейности кронекерова 

произведения (задача 2 .52а,б) и критерий равенства кронекерова произве-
дения нулю (задача 2 .55а) . 

15 .32 .  У к а з а н и е. Пусть в линейной комбинации а0 / + а1 А + а2А2 + 
. . .  + йkAk = О  коэффициент йs - ненулевой с минимальным номером. То­
гда требуемое соотношение для л- 1 получится, если обе части линейной 
комбинации умножить на А - s- l . 

15 .33 .  У к а з а н и е. В случаях в) ,г) ,д) два раза продифференцировать 
и применить индукцию. В случаях е) ,ж) использовать определитель Ван­
дер:монда. 

15 .34. У к аз а н и е. Использовать определитель Вандермонда. 
15 .35 .  У к а з а н и е. Достаточность следует из свойств определителя .  

Необходимость:  если !1 , . . .  , f п линейно независимы ,  то найдется точка al 
такая, что f1 (a 1 ) =/; О; проверить, что система f; - j:�::� f1 ,  i = 2 , п ,  линейно 
независима и завершить доказательство индукцией по п .  

15 .36. У к а з а н и е . Продифференцировать п - 1 раз равенство 
a 1 fi (x) + . . . + йп fп (х)  = О. Обратное утверждение неверно. Для провер­
ки этого факта, например , при п = 2 достаточно рассмотреть функции { х2 х > О { О ,  х > О, fi (х) = ' - ' и /2 (х) = 2 -О, х < О х , х < О .  

§16 
16. 1 .  У к а з а н и е .  Разложить любой минор ( r  + 2)-го порядка по стро-

ке. 
16.2 .  У к а з  а н  и е. Рассмотреть два разложения произвольного минора 

(r + 1 )-го порядка по двум различным строкам. 
16.3 .  У к а з  а н  и е. Рассмотреть разложения произвольного минора (r +  

1 )-го порядка по каждой из его r + 1 строк. 
16.4. 1 .  16 . 5 .  4 .  
16 .6 .  3 .  У к а з а н и е . Применить результат задачи 15 .23. 
16. 7. 3 .  16.8. 4 .  16.9. 3 . 
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16. 10. При Л = О ранг равен 2 , при Л -:/=  О ранг равен 3 .  
16. 11 .  При Л = 3 ранг равен 2 ,  при Л -:/=  3 ранг равен 3 .  
16. 12 .  При Л = 3 ранг равен 2 ,  при Л -:/=  3 ранг равен 3 .  
16. 13. При Л = О  ранг равен 1 ,  при Л -:/=  О ранг равен 4 .  
16. 14. При Л = О , Л = 3 ранг равен 1 ,  при остальных Л ранг равен 2 .  
16. 15 .  При Л = 1 ранг равен 1 ,  при Л = -3 ранг равен 3 ,  при остальных 

Л ранг равен 4 .  
16. 16. У к а з  ан и е. Рассl\lотреть минор k-го порядка, стоящий в первых 

k столбцах. . 
16. 17. У к а з а н и е. Показать, что ранг матрицы, составленной из этих 

строк (столбцов) равен k. 
16 . 18. У к а з ан и е. Воспользоваться предыдущей задачей. 
16 . 19. У к а з а н и е. Показать, что любой столбец матрицы линейно вы-

ражается через столбцы, в которых расположен минор Mr . 
16.20 .  У к аз а н и е. Воспользоваться результатом задачи 15 .23 . 
16 .20. 1 .  Нет. 
16.23. У к а з а н и е. Воспользоваться предыдущей задачей. 
16 .24. Либо не изменится , либо ИЗ1\·1енится на единицу. 
16 .25 .  Либо не изменится , либо изменится на единицу. 
16.26. Ранг изменяется : а) не более, чем на единицу; б) не более, чем 

на k .  
16.27. Либо не изменится, либо изменится на единицу. У к а з а н и е. 

Их всех строк, начиная со второй , вычесть первую и использовать задачу 
16 .25 . 

16 .28. Да, в обоих случаях. 
16 .31 . О < rg А < min(2(n - k) , п ) , причем оценка точная при п < 2k . 
16.32 .  1 < rg А < 3 ,  причем оценка точная при п > 3 .  
16 .33. У к а з ан и е. В силу теоремы 16 . 10  А = PDQ, где Р, Q невырож­

дены , а D == diag( l ,  . . .  , 1 ,  О) . Тогда rg(J - D) = 1 и ыатрица Р DQ+ P(I-D)Q 
невырождена. 

16.34. У к аз ан и е. Применить к матрице А метод Гаусса вычисления 
ранга. 

16 .35 .  У к а з а н и е. Элементарными преобразованиями строк :матрицы 
А привести матрицы А1 1 и А22 к верхней ступенчатой форме. 

16.36. У к а з а н и е. Воспользоваться задачей 16 .34 и равенством [ А О ] [ А + В  В ] rg О В = rg В В · 
16.37. У к а з а н и е. Применить теорему о базисном миноре. 
16 .38. У к а з а н и е . Пусть В - матрица, составленная из рассматрива­

емых r линейно независимых строк, и М - рассматриваемый минор. Тогда 
rg М < rg В =  r .  С другой стороны , по теореме о базисном миноре столбцы 
В линейно выражаются через столбцы М ,  и потому rg В � rg М.  

16 .39. У к аз а н и е. Рассмотреть базисные строки симметричной мат-
рицы и использовать результат предыдущей задачи. 

16.40. У к а з а н и е. Воспользоваться указанием к задаче 1 6 .39 .  
16.41.  У к а з а н и е. См.  пример 5 . 5  из §5 и предыдущую задачу. 
16 .42. У к а з а н и е . Взять в качестве х базисный столбец матрицы А и 

воспользоваться теоремой о базисном миноре. 
16.43. У к аз ан  и е .  Использовать представление, полученное в преды­

дущей задаче. 
16.44. У к а з ан и е. Использовать задачу 16 .43 . 
16.45. У к а з а н  и е. Составить матрицу В из базисных столбцов мат­

рицы А и найти :матрицу С с помощью теоремы о базисном миноре . Для 
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доказательства того , что rg С = r ,  применить теорему о ранге произведения 
матриц. 

16.46. У к а з а н и е. а) Использовать определитель задачи 7 . 12 1 . б) По-
казать , что среди главных миноров порядка п - 1 матрицы 1 + ухт найдется 
ненулевой. 

16.47. У к а з а н и е. Воспользоваться задачами 1 6 .42 и 16 .46а. 
16.48.  У к а з  а н  и е . Воспользоваться представлением из задачи 16 .42 и 

определителем из задачи 7. 1 21 .  
16.48. 1 .  Вообще говоря , нет. 
16.49. У к аз а н и е. В силу теоремы 1 6 . 1 0 А =  PlrQ (r = rg A) и В = 

RlsT (s = rg В ) . Тогда АВ = PlrCisT, где Р, С, Т невырождены,  откуда 
rg АВ = rg lrCls . Матрица lrC получается из невырожденной матрицы С 
заменой всех строк , кроме первых r , на нулевые, и поэтому rg lrC = r .  
Матрица lrCis получается из lrC заменой всех столбцов, кроме первых s , 
на нулевые, и в силу задачи 1 6 .26 rg lrCls > r - (п - s) . 

16. 50. У к а з а н и е. Необходимость следует из теоремы 16 . 5 . Достаточ­
ность - следствие неравенства Сильвестра из задачи 16 .49 . 

16. 5 1 .  У к а з а н и е. Так как Ат А - симметрическая матрица, то в си­
лу задачи 16 .39 ее ранг определяется лишь по ее главным минорам. Пусть 
главный :минор Mk расположен в некоторых k столбцах матрицы Ат А .  Обо­
значиы через В матрицу, состоящую из столбцов 1\rатрицы А с теми же но-
мерами. Тогда Mk = вт В и в силу утверждения задачи 16 .50 минор А41с 
отличен от нуля тогда и только тогда, когда rg В = k, т.е . столбцы матрицы 
В линейно независимы. 

16. 52 .  У к а з а н и е . Воспользоваться неравенством Сильвестра из за­
дачи 16 .49 . 16 . 52 . 1 .  У к аз ан и е . Показать , что если А вырождена, то существует 
ненулевая вырожденная матрица В,  для которой АВ = О. 

16. 52 .2 .  У к а з а н и е. Показать , что если А - ненулевая вырожденная 
матрица, то существует ненулевая матрица В, для которой АВ = О и БА i= 
о. 

16 .53 .  У к а з ан и е . Пусть порядок матриц А и В равен 2k + 1 . Тогда 
из задачи 16 . 52 следует, что rg A + rg B < 2k + 1 .  Поэтому либо rg A < k, 
либо rg B < k. 

16. 54. У к а з а н и е. Использовать результаты задач 1 6 .36 и 1 6 .52 . 
16. 55 .  rg А = п ,  если IA I -:/= О; rg А ==  1 , если rg А = п - 1 ; rg А = О,  если 

rg A < п - 2 . У к а з а н и е. В случае, когда rg A = п - 1 ,  воспользоваться 
результатом задачи 16 . 52 . 

16. 56. А = хут , где столбцы х ,  у удовлетворяют соотношению хт у = О .  
У к аз а н и е. В силу результата задачи 16 .49 ранг такой матрицы равен О 
или 1 .  Далее использовать задачи 1 6 .42 и 16 .43 . 

16. 57. А =  ±1 или А =  хут ± 1 ,  где столбцы х ,  у удовлетворяют соот­
ношению хту = =J=2 . У к а з а н и е. Пусть А i= ±1 .  Тогда в силу задачи 16 . 54 
одна из матриц А - 1 или А +  1 имеет ранг 1 .  Пусть rg(A + !) = 1 .  Тогда 
в силу задачи 1 6 .42 А +  1 = хут для некоторых столбцов х и у .  Так как 
А2 = 1 ,  то хт у =  2 .  

16. 58. У к а з ан  и е .  Пользуясь определением кронекерова произведе­
ния и тем фактом, что в неквадратной матрице либо строки, либо столбцы 
линейно зависимы, показать, что или строки, или столбцы матрицы А ® В 
будут линейно зависимы. 

16. 59. У к а з  а н  и е. а) Используя теорему 9 .4 , привести :матрицу А ®  В 
элементарными преобразованиями только строк к квазидиагональной фор-
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ме, у которой все клетки на главной диагонали равны В.  б) Применить 
основной процесс , приводящий матриц.у А к верхней ступенчатой форме, к 
клеточным строкам l\lатрицы А �  В (см. задачу 3 .25) . 

16.60. У к а з а н  и е. Использовать подходящие элементарные преобра­
зования строк и столбцов блочной матрицы (см . задачу 3 . 25) . 

16 .61 . См. указание к предыдущей задаче. 
16.62. У к а з  а н  и е. Вычесть из второго клеточного столбца первый 

столбец, умноженный справа на матриц.у А - 1 В . 
16.63. У к а з а н  и е. Использовать элементарные преобразования блоч­

ных строк и столбцов (см. задачу 3 . 23) . 
16 .64. У к аз а н и е. Использовать элементарные преобразованИя блоч­

ных строк и столбцов (см. задачу 3 . 23) . 
16.65. У к а з а н и е . Воспользоваться теоремой 16 . 1 0 .  

§ 17  
17.4. Размерность равна 1 .  17 . 5 .  Размерность равна 2 .  
17 .6 .  Размерность равна 1 .  
17. 7. Пространство бесконечномерно. [ п ] [ п  + 1 17 .8 .  Размерность равна: 1 )  2 + 1 ;  2) 2 

] . { а при О <  х < а , 17.9 . У к а з а н и е. 1 .  Рассмотреть функции fa (x) = О при а < х < 1 .  
f ( ) { а - х ,  если О < х < а , 2. Рассмотреть функции вида 

°' 
х = О, если а < х < 1 .  

17. 10. Нет, система линейно зависима. 17. 11 .  Да. 
17. 12. Да. 17. 13. Нет, их количество меньше п = 4.  
17. 14. У к а з а н и е. Использовать результат задачи 1 5 .25 . 
17. 15 .  У к а з а н и е. а) Разложить этот вектор х по базису: х = а 1 е1 + 

. . .  +anen , и пусть а1 i= О .  Показать, что вместо е 1 в базис е можно включить 
вектор х .  б) Воспользоваться теоремой 1 7. 1 .  

17. 16. У к а з а н и е. Применить теоремы 1 7.2 и 1 7.3 .  
17 . 17. Например , ei , е2 , ез  = (О, 1 ,  1 , 0) ,  е4 = (0, 0 , 0 , 1 )  и е� = e i , е�  = е2 , 

е� = (О,  1 ,  1 ,  1 ) ,  е� = (О, О,  О,  2) . 
17. 18. Например, двумя многочленами t5 и t5 - 1 .  
17. 19. Например, тремя матрицами [ � � � J ,  [ � � � J ,  [ g g � J .  
17.20. У к а з ан и е. Рассмотреть матрицы Е1 + Е2 + Ез , Е1 + Е2 + Е4 , 

Е1 + Ез + Е4 , Е2 + Ез + Е4 . 
17.21 .  2 а + З Ъ - с = {- 12 , -2} , 1 6 а + 5 Ъ - 9 с =  О. 
17.22 .  c = l a + l b, d = O a - 2 b .  
17.23. -5 а +  Ь - 6 с +  d == О , З а - Ь - с - d =  { 1 , - 7, -3} , 
17 .24. x = l a + l b + l c , у = О а + 2 Ъ + О с ,  z = O a + l b + l c . 
17.25 .  При попарно различных а ,  {3, '"'! · 
17. 26. а) x+ y + z =  О; б) х, у ,  z некомпланарны; в) 2 х+ у :._ z =  О .  

---+- � � 

17.27. BD = { - 1 ,  1 } ,  СО = {- 1 /2 , - 1/2} ,  I<D = {- 1 ,  1 /2 } .  
� � ----+ 

17.28. АМ = { 1 /2 , О} , АО == { 1 /3 ,  1 /3} , NIO = {- 1 /6 ,  1 /3 } . 
� � � � 17.29. АВ = {3/5, -2/5} , ВС = {2/5 , 2/5} ,  CD = {-2/5, 3/5 } , DA 

{-3/5, -3/5} . 
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� ---? --4' ---? 17.30 .  а) АВ == {- 1 , 1 , 0} , ВС == {0 , - 1 , 1 } ,  АС == { - 1 , 0 , 1 } ;  б) KL == 
---? � � {- 1/2 , 1 /2 , О} ,  PQ == { - 1 /2, 1 /2 , 0} , CN == { 1 /2 , 1 /2 , - 1 } ,  МР == { 1 /2 , 0 , 0} , � � ---? 

KQ = { - 1 /2 , 1 /2 , 1 /2} ;  в) 08 == { 1 /3 , 1 /3 , 1 /3 } ,  KS = { - 1 /6 , 1 /3 , 1 /3} . ---+ { n m } � { п m 17.31 . а) ОМ = , ; б) ОN ==  , } .  
n + m  n + m n - m  m - n  

� ---+ � � 17.32.  АС =  { 1 /4 , 1 } ,  АМ == { 1 /5 , 4/5 } , AS == {0 , 4/3} ,  SM 
{ 1 /5 ,  -8/ 15} . 

17.33. А = { - 1 ,  2 , - 1 ,  1 } . 17.34. А = { 1 ,  1 ,  - 1 ,  1 ,  1 , 1 } . 
, р" (а)  р"' (а) р<11.> (а) 17.35 .  p(t ) = {р(а) ,  р (а) , 2 ! , 3 ! , . . . , п! } . 

17.36. { 4 , 2 , -3} . 
1 1 о о о о 

- 1  о - 1  о 1 о 
о о о -2 о 1 т 17·37· Q == О О О О 1 1 ' (�� ' · · · ' �� ) = Q(6 ' "  · ' �в )т · 
о 1 1 1 о о 
о о о о -2 1 

11.зв. Q = [ -� -j -i ] , (�� , �� , шт = Q(6 , 6 , 6) т . 

17.39. Q == [ 8 -2! i -l� ] , (�� , �� , �� , �� )т = Q(6 , 6 , 6 , �4 )т . 
1 -5 о -3 [ 3/4 1 /4 1/2 ] 

17.40. Q = 1 /4 3/4 1/2 , (�� , �� , �� )т = Q(6 , 6 , 6 )т . 
о о - 1  

17.41 . а) Поменяются местами i-я и j-я строки ;  б) поменяются местами 
i-й и j-й столбцы; в) все строки , а затем все столбцы перепишутся в обратном 
порядке . 

17.42. а) s- 1 ; б) sQ- 1 • 
17.43 .  а) Каждый вектор fi коллинеарен ei , i = 1 ,  п; б) fi = aei , i = 

1 ,  п; в) каждый вектор fi линейно выражается через е 1 , е2 , . . . , ei ; г) каждый 
вектор f i линейно выражается через ei , ei+ 1 , . . .  , еп . 

17 .44. У к а з а н  и е . Воспользоваться определением базиса и теоремой 
17 . 1 . 

17.45 . У к а з  а н  и е. Так как e l , е2 , . . .  , em линейно зависимы, то суще­
ствует нетривиальная линейная комбинация {31 е 1 + . . .  + f3mern = О

. Пусть 
{31 -:/= О . Тогда, так как е2 , . . . , em также линейно зависимы,  то существу­
ет нетривиальная линейная комбинация 12е2 + . . .  + '"'/mem = О

. Пусть {3 = 
L:::1 {Зi и '"У = L:::2 '"'/i отличны от нуля. Тогда линейная комбинация 1 (!31 el + 
. . .  + f3mem ) - {3(12 е2 + . . . + '"'fmem ) - искомая. 

17 .46 .  У к а з а н  и е. Пусть Q - матрица перехода от f к е . Так как она 
невырождена, то среди миноров k-го порядка, стоящих к первых k столб­
цах , обязательно есть ненулевой. Номера строк, в которых он находится , 
и определяют требуемый набор векторов из базиса f . Чтобы убедиться в 
этом , достаточно составить матрицу перехода от f к вновь построенному 
базису. 

17.47. Нет, не обязательно. :Можно, например , взять векторы !1 = e l -
е2 и f 2 = е2 - ез - е1 . Тогда f 1 + f 2 + ез = () . 

17.48. У к а з а н и е . Использовать задачу 15 .3 1 .  



416 Ответы и указания к § 1 9 

17.49. У к а з а н и е. Использовать задачу 1 5 .30 .  

§ 18 
18. 1 .  а,б ,в ,д) Нет. г) Да. 
18 .2 .  а,г,д) Нет. б ) Да, только если прямая проходит через точку О.  

в) Да. 
18 .3 .  { О} ,  Vз ,  множества векторов, концы которых лежат на некоторой 

прямой или плоскости , проходящей через начало координат. 
18.4 .  а,б,в,д,ж) Да. г,е) Нет. 18 .5 .  а,б ,в ,д,е) Да. г,ж ,з ) Нет. -
18 .6 .  Да, в обоих случаях. 18. 7. Множество из одного вектора; все 

пространство V .  
18 .7. 1 .  У к а з а н и е. Пусть \/х1 , х2 Е Р и \/о. Е IR: о.х1 + ( 1  - о.)х2 Е Р. 

Покажем, что Р - линейное многообразие. Для этого достаточно показать, 
что: а) множество L = {у = х1 - x2 lx 1 , х2 Е Р} является линейным под­
пространством; б) Р = х1 + L, где х1 - произвольный вектор из Р. В силу 
теоремы 18 . 1 для доказательства а) достаточно воспользоваться соотноше­
ниями: 

\/о. Е IR, \/х1 , х2 Е Р : о.(х1 - х2 ) = [о.х1 + ( 1  - а:)х2] - х2 , [2 Х1 + Х3 _ Х2 + Х4 ] _ Х2 + Х4 . \/х1 , Х2 , Х3 , Х4 Е Р : (х1 - х2 ) + (х3 - Х4 ) =  2 2 2 
Для обоснования же б) отметим , что 

2х1 - хз 2х2 - хз \/у Е х1 + L => 3х2 , хз Е Р : у = х1 + х2 - хз = + Е Р. 2 2 
18. 7 .2 .  Да, во всех случаях. 
18. 7.3 .  а,б ,г,д) Нет; в ,е ,ж) да. Образует подпространство в пункте "е". 
18 .  7.4. Да во всех случаях ; размерность равна 1 в пункте "в", равна 2 

в пунктах ''а б г д е" равна 3 в пункте "ж'' ' ' ' ' ' . 
18. 7. 5 .  а,б ,в ,г,д) Да; е ,ж ,з ,и) нет. 
18. 7 .6 .  а,б,е,ж,з ) Да; в,г,д) нет. 
18 .8. У к аз а н и е. Необходимость: учесть , что () Е Р. 
18.9 .  У к а з а н и е. Показать, что в этом случае хо Е L. 
18. 10. У к а з ан и е. Если ei , . . .  , ek - базис L и хо - вектор сдвига, то 

рассмотреть векторы хо , хо + ei , . . . , хо + ek . 
18. 11 .  У к а з а н и е. Для .множества векторов х1 , х2 , . . .  , xk+2 линейного 

многообразия рассмотреть векторы х2 - х1 , . . .  , Xk+2 - х1 . 
18. 12 .  У к а з а н и е. Если хо , х 1 , . . .  , xk - заданная система векторов, то 

в качестве вектора сдвига искомого многообразия можно взять хо , а направ­
ляющим подпространством - множество всевозможных линейных комбина­
ций векторов х1 - хо , . . .  , Xk - хо . 

у = 

18. 13.У к аз а н и е. Применить построение из решения задачи 18 . 1 2 .  

§ 19 
19. 1 .  Система несовместна. 
19 .3 .  х = 2, у = -2,  z = 3 .  

19 .2 .  х = -2,  у == -3,  z = 2 .  
19 .4 .  х == 3 ,  у = 4 ,  z = 5 .  

-..\2 - 7..\ + 10  19. 5 .  При Л = -2 система несовместна; при Л -:/=  -2 :  х == Л + 2 
..\2 + 7Л 
Л + 2 . 



Ответы и указания к §20 417 

19.6 .  При Л = -3 система несовместна; при Л = 3 : х = 1 - у, у Е IR; при л + 1 -2 л =1= ±3: х = л + 3 ' у = л + 3 . 
19. 7. а,б) Да, является. У к а з а н и е. Показать , что матрица, состав­

ленная из строк ai , а2 , . . . , an , невырождена. 
19.8 .  У к а з а н и е. Показать, что для определения f(t) требуется ре­

шить систему с невырожденной матрицей. 
19. 10. f(t ) = t2 - 5t + 3. 19. 1 1 .  f(t ) == 2t3 - 5t2 + 7. 
19. 12 .  У к аз а н и е. Показать , что матрица системы для нахождения 

коэффициентов многочлена f(t) треугольная. 
19. 13 .  У к аз а н и е. Искать многочлен f (t) в виде f(t ) = Go + G1 (t -

t i ) + G2 (t - t2 )2 + . . .  + Gn (t - tn )n . 19. 14. У к а з а н и е . Искать многочлен в виде 
f (t) = (t - t2 ) l+ l L.:7=o Gi ( t - t 1 ) i + (t - t 1 ) k+ l  L.:�=O Gj (t - t2 )j . 

19. 15 .  У к аз ан и е. Свести задачу к системе уравнений с квадратной 
невырожденной матрицей. 

19. 16.  У к аз а н и е . См. указание к предыдущей задаче. 
ь2 + с2 - а2 а2 + с2 - ь2 а2 + ь2 - с2 19. 17. х = 2Ьс ' у = 2ас ' z = 2аЬ 

19. 18. У к а з  а н  и е. Определитель системы равен - (а2 +Ь2 +с2 +d2 ) 2 . 
пi#k (b - ai ) f(b) n 19. 19. Xk = 
п ( - ) (Ь - )!' (  ) ' где f (x) = пi= l (х - а; ) .  i#k ak ai ak ak 

9 ( ) п+k � bi fik J 1 . 20 .  Xk = - 1  � П  ( · - · ) ' где ik есть сумма всевозможных 
i= l i#i ai аз 

произведений по п - k из п - 1  чисел ai , . . .  , ai - 1 ,  ai+1 , . . . , an . 

19.21 .  Xk = (п(ak - ai ))
- l 

t bifki , где СИМВОЛ fki имеет ТОТ Же 
i;ik i= l 

смысл , что и в задаче 19 . 2 1 .  
( - 1 ) k Pn

-
k 0 v 19.22.  Xk = 1 , где Гi есть сумма всевозможных произведении п. 

по i из п чисел 1 , 2 , . . .  , п и Ро = 1 .  
Ck а Li;ik Ci 19· 23· Xk = Ь - а - (Ь - а) [Ь + (п - l )a] · 
g(ak )  19.24. Xk = f' (ak ) , 

где g(x) = ( х  - Ь1 ) (х - Ь2 ) . . . ( х - Ьп ) ,  а f(x ) -
тот же многочлен , что и в задаче 19 .20. У к а з а н и е. Использовать задачу 
8 .25 .  

19 .25 .  У к аз а н и е. Продифференцировать п раз обе части равенства 
f (t )h(t ) = g(t ) и составить систему относительно f ,  J' ,  . . . , f(n ) .  

19. 26. У к аз а н и е. Умножить обе части равенства Ах = Ь на присо-
-

единенную матрицу А слева. 
19.27. Нет, неверно. 

§20 
20. 1 .  Утверждения 1 , 3 , 5 , 6 .  
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20.2 . rg А ==  m < п. 20.2 . 1 .  rg А =  m = п. 
20. 5 .  У к аз а н и е . Использовать теорему 20 .6 . 

20.6 .  У к а з а н и е . Воспользоваться теоремой 20. 1 .  
20. 7. У к аз а н и е . Если Ах = Ь, Ау = Ь, х # у, то А (х - у) =  О и в силу 

теоремы 20 . 5 rg А меньше числа столбцов А. 
20.8 .  У к аз  ан и е . У систеы одинаковое число свободных неизвестных , 

а следовательно, равные ранги основных матриц. Далее использовать задачу 
16 .22 .  

20.9 .  У к аз а н и е. Воспользоваться задачами 20 .8 и 16 .23. 
20. 10. У к аз а н и е. Как и в задаче 20 .8 , rg A = rg [ � ] и в силу кри-

терия совместности rg [A I Ь] = rg [ :, 1 � ] . Далее см. задачу 16 . 22 .  
20. 11 .  У к аз а н и е. Воспользоваться задачами 20. 1 0  и 16 .23 .  
20. 12. У к аз а н и е. К системам, которым удовлетворяют столбцы мат-

рицы Х, применить теорему 20. 1 .  
20 13 ( 1 ) ( 1 ) + (k )  + 1 • • Q1X + Q2X . . .  + GkX ' где Q 1 + Q2 + . . . Gk = . 
20 14 ( 1 ) ( 1 ) ( k ) + + о • • Q1X + Q2X + . . .  + GkX ' где Q1 + Q2 . . . Gk = . 
20. 15 .  У к а з ан  и е. Воспользоваться определением кронекерова произ­

ведения из задачи 2 .52 . 
20. 16. См. указание к предыдущей задаче. 

§21  
Система несовместна. 21 .2 .  х 1  = 1 ,  х2 = 2 ,  хз = -2. 21 . 1 .  

21 .3 . хз = 2х2 - х1 ,  Х4 == 1 ,  х1 ,  х2 Е IR. 21 .4. Система несовместна. 
21 .5 .  5 4 Х1 = о , Х2 = 2 , Хз = 3 ' Х4 = - з · 
21 .6 .  х 1 = 1 , х2 = 2 ,  хз = 1 .  21 .7. Система несовместна. 
21 .8. Х1 = 2 , Х2 = Х3 == Х4 == 1 .  

l lxз хз 21 .9. Х1 = - -7- ,  Х2 = - 7 ,  Х3 Е IR. 
21 . 10. Система несовместна. 21 . 1 1 .  х1 = Х2 = хз = Х4 = О . 
21 . 12. х1 = -8, Х2 = 3 + Х4 , хз = 6 + 2х4 , Х4 Е IR. 
21 . 13. Система несовместна. 7 5 Х5 21 . 14. х1 = 6х5 - хз , х2 = 6х5 + хз ,  Х4 = 3 '  хз , Х5 Е IR .  
21 . 15 .  
21 . 16. 

х 1 = - l6+хз +х4 + 5х5 , х2 = 23- 2хз - 2х4 - 6х5 , Х3 , Х4 , Х5 Е IR. 
Х1 = Х2 = Х3 = о,  Х4 == Х5 ' Х5 Е IR. 

21 . 17. 1 + Х5 1 5Х5 
3 , х2 = 3 + хз + Х4 - 3 , X3 , X4 , X5 E lR. 
Х5 Х5 Х5 21 . 18. х1 = - 2 ,  х2 = - 1  - 2 ,  хз = О , Х4 = - 1  - 2 '  Х5 Е IR .  

1 + 5х4 _ 1 - 7 Х4 _ 1 + 5х4 П]) 21 . 19. Х1 = 6 , Х2 - 6 , Х2 - 6 Х4 Е � .  

Л # 5 система несовместна. При Л = 5 :  х1 21 .20. При 
1 1  х2 = - - 2хз , хз Е IR .  2 

21 .21 .  При Л =f. О система несов:местна. 

-4 + Х3 , 

-3 - 5хз - 13х4 -7 - 7хз - 19х4 При Л == О: х 1 = 2 , х2 =  2 , x3 , X4 E lR . 
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21 .22 .  При Л == -3 система несовместна. При Л -:/= -3 :  х 1 
4Л + 1 1 Л + 1 1 х2 == 3 (..\ + 3)

' Хз == - 3(..\ + 3) . 

419 

1 
л + 3 ' 

4 - Л  3 21 .23. При Л = О система несовместна. При Л -:/= О : х1 == SЛ - 5хз , 
9Л - 1 6  8 1 х2 = БЛ - 5хз ,  Х4 = � '  хз Е IR. 

21 .24. Система совместна при любом Л Е IR. При Л == 8 :  х2 == 4 + 2х1 -
2х4 , хз == 3 - 2х4 , х 1 , Х4 Е IR. При Л -:/= 8 :  х1 == О , Х2 == 4 - 2х4 , хз == 3 - 2х4 ,  
Х4 Е IR. 

21 .25 .  Система совместна при любом Л Е IR. При Л == 8 :  хз == - 1 ,  
3 4 - 2х1 Х4 = 2 - xi - 2х2 , х 1 , Х2 Е IR. При Л -:/= 8: Х2 == 

3 
, хз = - 1 ,  Х4 = О , 

Х1 Е IR. 
21 .26. При Л = 1 система несовместна. При Л == -2: х1 == х2 == 1 + хз , 

1 2 х3 Е IR. При Л -:/= 1 ,  -2: х1 = Х2 = - Л , хз = Л · - 1 - 1 
21 .27. При Л = -3 система несовместна. При Л = 1 :  х1 = 1 -х2 -х3 - Х4 , 

1 х2 , х3 ,  Х4 Е IR. При Л -:/= 1 ,  -3 : х1 = Х2 = Хз = Х4 = Л + 3 · 
21 .28 .  При Л = 1 и Л == -2 система несовместна. При Л -:/= 1 ,  -2: х1 = 

3 3 (..\ + 1 ) х2 = - (Л - l ) (Л + 2) ' Хз  = (Л - l ) (Л + 2) . 
21 .29 .  При Л == О и Л = -3 система несовместна. При Л -:/= О,  -3:  х1 = 

2 - л2 2л - 1 Л3 + 2л2 - л - 1 
Л(Л + 3)

' х2 = Л(Л + 3)
' Хз = Л(Л + 3) 

21 .30. Система совместна при любом Л Е IR. При Л == О: х 1  = -х2 - хз , 
Х2 , Хз Е IR. При л == -3 : Х1 = Х2 == Хз , Х3 Е IR. При л i= О, -3 :  Х1 == 2 - ..\2 , 
Х2 = 2..\ - 1 , Х3 == ..\3 + 2..\2 - А - 1 .  

3хз 21 .31 .  При Л = О и Л = 1 система несовместна. При Л = - 1 : х1 = l - 5 ,  
3хз 1 Л х2 == -1 - 5 ,  х3 Е IR. При Л -:/= О ,  ± 1 :  х 1 = -хз == Л(Л _ 

l ) , Х2 = Л _ 1 · 
21 .32.  При Л == 1 и Л = -2 система несовместна. При Л = О: х2 = - 1 ,  

-4..\2 + 12..\ - 10 3..\2 - 3..\ + 2 х3 = О, х1 Е IR. При Л -:/= О,  1 ,  -2 : х1 == (Л _ 
l
) (Л + ·2) , Х2 == (Л _ l ) (Л + 2) ' 

2..\ Х3 = - А +  2 · 
21 .33. л == о,  7 .  - 21 .34. л == о, 3 , 4 . 
21 .36. Если а, Ь, с - попарно различны, то 

(Ь  - d) (c - d) х = -----(Ь - а) (с - а) ' 
(d - a) (d - c) 

у == ' (Ь - а) (Ь - с) 
(d - a) (d - b) z == (с - а) (с - Ь) · 

Если среди чисел а, Ь, с, d имеется только два различных, то система неопре­
деленна, например , если d == а -:/= Ь = с, то х == 1 ,  у = - z , z Е IR. Если 
а == Ь = с == d, то х == 1 - у - z , у, z Е IR. Если же среди чисел а, Ь, с два 
различны и d не равно ни одному из них или если а == Ь == с # d, то система 
несовместна. 
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21 .37. Если D = аЬс - а - Ь - с +  2 -:/= О, то 

(b - l ) (c - 1 ) х =  D , (а - l ) (c - 1 )  у =  D ' 
(а - 1 ) (Ь - а) z =  D . 

Если D = О, причем одно и только одно из чисел а, Ь, с отлично от единицы, 
то система неопределенна, например, если а -:/= Ь == с = 1 ,  то х = О, у =  1 - z, 
z Е IR. Если а = Ь = с =  1 , то х = 1 - у - z, у , z Е IR. Если D = О и ни одно 
из чисел а, Ь, с не равно единице, то система несовместна. 

21 .38. Если D = аЬс - а - Ь - с +  2 -:/= О, то 
аЬс - 2Ьс + Ь + с - а аЬс - 2ас + а + с - Ь аЬс - 2аЬ + а + Ь - с х ==  D , у ==  D , z = D 

Если D = О и только одно из чисел а, Ь, с отлично от единицы, то система 
неопределенна, например , если а -:/= Ь = с = 1 , то х = 1 ,  у = -z , z Е IR. 
Если а =  Ь = с =  1 ,  то х = 1 - y - z , y, z Е IR. Если D == О, причем 
все числа а, Ь, с отличны от единицы, то система несовместна. У к а з а н  и е. 
Для доказательства несовместности системы в последнем случае показать 
справедливость тождеств: D - Dx = 2(Ь - l ) (c - 1 ) ,  D - Dy = 2(а - 1 ) (  с - 1 ) ,  
D - Dz = 2(а - l ) (b - 1 ) ,  где Dx , Dy , Dz - соответственно числители в 
написанных выше выражениях для х ,  у , z .  

21 .39. Если а, Ь, с все различны , то х = аЬс, у = - (аЬ + ас + Ьс) ,  z =  
а + Ь + с. Если среди а , Ь, с лишь два равных, то система неопределенна, 
например , если а == Ь -:/= с, то х = ac(z - а - с) ,  у = а2 + ас + с2 - (а + c)z , 
z Е IR. Если а =  Ь = с, то х = а3 - a2z - ау, y , z Е IR. 

2Ь - 1 1 2аЬ - 4Ь + 1 21 .40. Если Ь(а - 1 ) -:/= О ,  то х = Ь(а _ l ) , у =  Ь '  z = Ь(а _ l ) . Если 
а = 1 ,  Ь = 1 /2 ,  то х = 4 - z , у == 1 , z Е JR. В остальных случаях система 
несовместна. 

а - Ь  21 .  41 . Если Ь( а - 1 )  (а + 2) -:/= О ,  то х = z = (а _ 1 ) (а + 2) , У = 
аЬ + Ь - 2 

Ь(а _ l ) (a + 2) . Если а =  Ь = -2, то х = z = - 1  - 2у , у Е IR. Если а =  Ь == 1 , 
то х = 1 - у - z ,  у, z Е IR. В остальных случаях система несовместна. 

а 2 ( Ь - 1 )  Ь( а 2 - 1 ) а - 1 21 .  42 . Если а (а - Ь) -:/= О , то х = Ь , У = ( Ь) , z = ( Ь ) · - а  а а - а - а 
Если а = Ь == 1 ,  то х == 1 - у - z ,  у , z Е IR. В остальных случаях система 
несовместна. 

21 .43 .  Если Ь = с = 1 ,  то х = 1 - у - z , у , z Е IR. Если Ь == с #  О, 1 ,  то 
- 1  . 2 + Ь -Ь х = 1 + Ь  + z , у =  - 1 ,  z Е IR. Если с =  1 ,  Ь -:f. ±1 , то х = --Ь - z , у =  --Ь , 

z Е IR. В остальных случаях система несовместна. 
1 +  1 +  

а +  1 - Ь - с Ь(а + 1 )  - 1 - с 21 .44. Если (a- l ) (a+2) -:/= О , то х == (а _ l ) (a + 2) ' У = (а _ l ) (a + 2) ' 
с( а + 1 )  - 1 - Ь Ь + 1 1 + 2Ь z = (а _ l ) (a + 2) . Если а =  -2 , Ь+ с  = - 1 ,  то х = z - -3- , у =  z - 3 , 

z Е IR. Если а = Ь == 1 ,  то х = 1 - у - z , у , z Е IR. В остальных случаях система 
несовместна. 5 - Ь 2 2 (Ь - 1 ) 21 .  45. Если а ( Ь- 1 ) (  Ь + 1 )  -:/= О ,  то х = а( Ь + 1 )  , У = - Ь + 1 , z = Ь + 1 · 
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Если а = О, Ь = 5 ,  то у =  -1/3 , z = 4/3 , х Е IR. Если Ь == 1 ,  то у =  1 - ах , 
х Е IR. В остальных случаях система несовместна. 

21 .46. а,г) Нет, не является; б) Ь = 3а1 +2а2-аз ;  в) Ь = 3а1 -5aз+ l la4 . 
21 .47. При i = 1 : х = ( 1 ,  2 , l )т , при i = 2: х = ( 1 , 1 , 1 )т , при i = 3 :  

х = ( 1 ,  -1 , 1 ) т . У к аз а н и е .  Составить расширенную матрипу [ А IЬ1 Ь2Ьз ] . 
21 .48. а) Л -:/=  5, 7; б) Л -:/=  ±3; в) Л -:/=  1 ,  3 ; г) Л -:/=  -2, -4. 
21 .49. У к аз а н и е. Составить уравнения для нахождения столбцов 

л- 1 . [ 10 3 15 -3 ] [ - 15/2 -4 1 1 /2 -7/2 ] 
21 . 50. - � б =� � . 21 . 51 .  7 /� J -5/� 3/� . 

-2  - 1  о о 2 1 - 1  1 
1 1 1 1 т 21 . 52 .  ( 4 , - 4 ,  4 ' - 4 ) . У к а з а н и е. Решить систему Ах = ез . 

21 .53 .  (О , О ,  О ,  1 ,  - 1 ) . У к аз а н  и е. Найти последний столбец (А т ) - 1 .  
21 . 54 .  а) х 1 = 1 + хз ,  х2 = -2хз , хз Е IR; б) х1 = хз , х2 = -2хз , 

хз Е IR; в) неизвестные х1 , х2 , хз , у1 ,  у2 ,  Уз удовлетворяют соотношениям: 
2х1 + х2 + 3 (у2 + 2уз ) = О, 3(х1 + х2 + хз )  = у1 + У2 + уз . 

21 . 55 .  Верны утверждения 1 и 4 .  У к а з а н и е. Для утверждения 2 :  
взять п = m - 1 и построить А и Ь так, чтобы rg А = п, rg(A l b) = m. Для 
утверждения 3 : построить А так, чтобы rg А = m; тогда rg (A l b) = m для 
любого вектор-столбца Ь. 

21 .  56. У к а з ан  и е. Дописать к системе Ах = Ь уравнение х1 + х2 + хз + 
х4 == О и исследовать получаюrцуюся систему на совместность . 

21 . 57. У к аз а н и е. Пользуясь методом Гаусса, перейти к эквивалент­
ной системе с верхней трапециевидной матрицей. 

21 . 58. У к аз а н и е . Воспользоваться результатом задачи 21 . 57 . 
21 . 59 .  а,в) п = m = rg A; б,г) п > m == rg A; д) ни одна система не 

обладает указанным свойством. 
21 .60. У к а з  а н  и е. Необходимость : воспользоваться равенством ьт у == 

хт Ат у. Достаточность: так как системы Ат у = О и { ::: 0
°• эквива­

лентны, то в силу утверждения задачи 20 .8 строка ьт линейно выражается 
через строки матрицы Ат . 

21 .62.  У к а з а н и е . Умножить обе части равенства Ат Ау = О на 
вектор-строку ут слева. 

21 .63 .  У к а з  а н  и е. Воспользоваться предыдущей задачей и теоремой 
Фредгольма (задача 2 1 .60) . 

§22 
22. 1 .  Любой базис пространства IR4 . 
22. 2 .  e i = (-7, 3 , 0 , О)т ,  е2 = (5 , 0 , 3 , О)т . 
22.3 .  e i = (О , О , 0 , 6 , - l } т ,  е2 = (0 , 1 , 0 , 2 , О)т , ез == (0 , 0 , 1 , 5 , О)т . 
22.4. Система имеет только нулевое решение. 
22 . 5 . е 1 = ( 1 , 1 , - 1 ,  1 ) т . 
22.6 .  е 1 = (2 , - 1 , 1 , 0 , О)т , е2 = (8 , -2 , О ,  1 , О)т .  
22 . 7. е 1 = ( 1 , 1 , -3 , -3 , 7)т . 
22.8 .  e i  = (- 1 , 1 , - 1 ,  1 ,  о)т , е2 = (3 ,  -3 , 3 ,  о, 1 )т . 
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22.9.  Система имеет только нулевое решение. 
22. 10. e i = (2 , О , -5 , 7)т , е2 = (О , 1 , 5 , -7)т . 
22 . 1 1 .  ei == (4 , О , О , -9 , 3 )т , е2 = (О , 2 , 0 , -3 , l ) т ,  ез == (0 , О , 1 , -2 , l )т . 
22 . 12 .  ei = ( 1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  о, о)Т ' е2 == (- 1 ,  о,  о ,  о, 1 ,  О)т '  ез = (О, - 1 , о, о , о , l )T . 
22. 13. ei == (О , 1 ,  3 ,  О , О)т , е2 == (О , -2, О ,  О, 3)т . 
22. 14. Например , ei = ( l , O , l , O) ,  е2 = (0 , 1 , О , 1 ) и е� = е1 , e� = ( l , 1 , 1 , 1 ) . 
22 . 15 .  Х = Q1 (7, -5 ,  0, 2)Т + а2 (-7, 5 ,  1 , О)Т .  
22. 16. х == а1 (-9, 3 , 4., О , О)т + а2 (-3, 1 , 0 , 2 , О)т + аз (-2 ,  1 , 0 , 0 , 1 )т . 
22. 17. х=а1 (-9, -3, 1 1 , 0 , О)т +а2 (3 , 1 , 0 , 1 1 , О)т +а3 (- 10 , 4 , О , О , i l )т . 
22. 18. х = а1 (-3 ,  2 ,  1 ,  О , О)т + а2 ( -5 , 3 , О, О, 1 )т . 
22. 19. Если п i= 3k + 2 ,  то система имеет только нулевое решение. Если 

п == 3k + 2 ' то х = Q ( - 1 ,  1 ,  о ' - 1 ,  1 , о' . . .  ' о ' - 1 ,  1 )  т . 
22.20. х = (О , 0 , 2 ,  - l )т + а1 { 13 , 0 ,  9 ,  -l )т + а2 (0 , 13 , -27, 3)т . 
22. 21 .  х == (2 , 1 , - 1 , 0 , 1 )т + а1 ( 1 , 0 , 4 , О , -1 )т + а2 (0 , 1 , -8, 0 ,  2)т . 
22 .22 .  х = (2 , -2 , 3 , - l )т + а1 (- 1 3 , 8 , -6 , 7)т . 
22 .23.  х=  (О, -6, О , -4, 2)т +а1 ( 1 ,  О ,  -2, -4, -4)т +а2 (0 , 1 ,  - 1 , -2 , -2)т . 
22 .24. х == (3 ,  О, -5,  l l )т . 
22 .25 .  x= ( l ,  1 , 0 , -2 , 0 , О )т + а 1 (-4 , О , О , О , - 1 , 3)т + а2 (- 1 , О , О , 1 , 0 , О )т+ 

аз (-3 ,  1 ,  о, о ,  о, о)т . 
22.26 .  При Л == О система несовместна. При Л == 6 размерность равна 

двум, при остальных значениях Л - равна нулю. 
22.27. При Л = 2 система несовместна. При Л = - 1  размерность равна 

двум, при остальных значениях Л - равна нулю. 
22 .28. У к аз ан и е. Переменные Х4 , х5 не могут быть выбраны свобод­

ными неизвестными, и следовательно, 4й и 5й столбцы основной матрицы 
системы входят в любой ее базисный минор и потому не выражаются через 
остальные столбцы. 

22. 29. Х 1 , х2 ; Х1 ' Х4 ; Х2 , хз ; Х2 , Х5 ; Хз , Х4 ; Х4 , Х5 . { Х1 = -2Х2 , 
22 30 ) 2 _ О · б) { х1 + 2х4 == О, ) . .  а х1 + Х2-хз+Х4 - ' 2х2 - Х3 - Х4 = О; в Х2 == Хз , Х3 = Х4 . 
У к аз а н и е. Согласно формуле общего решения любое решение иско­

мой системы х = ( х 1 ,  х2 , хз , Х4 ) т линейно выражается через векторы указан­
ной системы, т.е . система G1 Y1 + . . . + GkYk = х относительно неизвестных 
а 1 , . . . , йk совместна. ) { 5х1 - Х2 + Хз - Х5 = о , 22.31 .  а 2х2 + 10хз - Х4 - 14х5 == О; 

б ,в) У к аз а н и е. Добавить к системе из а) любые уравнения, являющи­
еся ее следствиями. 

22. 32. а) У к аз а н и е. Построить любую систему, единственным реше­
нием которой является вектор У1 . { х 1 + 3х2 == 3 , { x 1 + 2x2 = - l ,  

б) x i + Зхз == 3 ,  в) х2 - хз == -3, г) Ох1 + Ох2 + Охз + Ох4 == О .  2х1 - 3х4 == О, хз - Х4 = 2, 
х1 - 3х5 = О; Х4 - Х5 = -3; 

У к а з а н  и е. Если линейное многообразие задается . принадлежащими 
ему векторами у1 ,  . . .  , Yk ( k > 2) , то в качестве вектора сдвига можно взять 
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У1 ,  а направляющее подпространство описать однородной системой уравне­
ний , Ф .С .Р. которой является максимальная линейно независимая подсисте­
ма совокупности векторов У2 - У1 , . . .  , Yk - У1 . 

22.33. Нет, так как вектор у2 линейно не выражается через другую 
систему. 

22. 34. Нет, так как ни один вектор Yi линейно не выражается через 
другую систему. 

22.35 .  Да. 
22.36. Нет, так как вектор zз линейно не выражается через другую 

систему. 
22.37. У к а з а н  и е . Пусть свободными в системе являются ее последние 

р неизвестных. Тогда базисные :миноры (порядка р) МА в матрице А и Мв 
в матрице В оба расположены в последних р столбцах и С == МвМА.1 . 

22 .38 .  У к аз а н и е. Ф .С .Р. содержит один вектор . _ 
22.39. У к аз а н и е. И�ользовать то, что присоединенная матрица А 

удовлетворяет равенству АА == О. 
22.40. У к аз ан и е. Воспользоваться предыдущей задачей. 
22.41. У к аз а н и е . Дописать к основной матрице системы любую ее 

строку и разложить определитель получающейся квадратной матрицы по 
этой строке. Далее воспользоваться задачей 22 . 38 . 

22.42. Частное решение: х = (-2, -6, 7) т . Общее решение: ах , а Е IR. 
22 .43. Частное решение: х == (3 , 2 , О)т . Общее решение: ах , а E. IR. 
22.44. Частное решение: х =  (-6 ,  1 1 , -9,  4)т Общее решение:ах , а Е JR.  
22.45. Частное решение: х == (3 , О, 2 , О)т . Общее решение: ах, а Е IR. 
22.46.  е = ad - Ьс. 
22.47. :rviатрица А и столбец Ь нулевые. У к а з а н и е. Рассмотреть в 

качестве х нулевой вектор и единичные векторы пространства IRn . 
22 .48 .  У к аз а н и е . Столбцы В суть решения системы Ах == О .  
22 .49. Ранг расширенной матрицы систе!\.fЫ должен при вычеркивании 

k-го столбца уменьшаться на единицу. 
22. 50. 2) k(n - rg A) . У к аз а н и е. Если х - столбец, составленный из 

элементов искомой матрицы Х, зануl\fерованных по столбцам, то А1х = О ,  
где А 1 - блочная матрица, диагональные блоки которой равны А, а внедиа­
гональные являются нулевыми матрицами. 

22. 51 .  2) nk - rg А rg В. 

§23 
23. 1 .  а) А(О, О) , В( 1 ,  О) , С(3/2 ,  1 /2) , D( l ,  1 ) ,  Е(О , 1 ) ,  F(-1 /2 ,  1 /2) ; 
б) А(О, О) , B( l ,  О) , С(3/2 ,  v'з/2) , D( l , JЗ) , Е(О, J3) , F(-1 /2 ,  v'з/2) . 
23.2 .  С(5 ,  3) , D(2 , 7) или С(- 1 ,  -5) , D(-4 ,  - 1 ) . 
23. 3 .  а) М1 (-х , -у) ; б) М1 (х , -у) ;  в) М1 (-х , у) ; г) М1 (у, х) ; 

д) М1 (-у ,  -х) . 
23.4. D( l , -2) . 23.5 .  D( l l ,  7) . 23 .6.  1\1/( 12 ,  - 1 1 ) .  
23. 7. а) М1 (-х ,  -у, - z) ; б) А11 (х , у ,  - z ) ; в) М1 ( -х , -у, z ) . 
23.8 .  а) Мо (х , О ,  О) ; б) Мо (О , у ,  z ) . 
23.9 .  а) C( l , 1 , 0) ,  В1 ( 1 , О , 1 ) ,  C1 ( l ,  1 ,  1 ) ;  б) /( ( 1 /2 , 0 ,  1 ) ,  L( l ,  1 ,  1 /2) ; 

в) M( l /2 ,  1 /2 ,  1 ) ,  N( l /2 , О , 1 /2) ; г) 0 ( 1 /2 ,  1 /2 ,  1 /2 ) .  
23. 10. ( 1 /3 , 1 /3 , 0) для грани АОВ; (О ,  1 /3 ,  1/3) для грани БОС; 

( 1 /3 ,  О ,  1 /3) для грани СОА; ( 1 /3 , 1 /3 ,  1 /3) для грани АБС. 
23. 1 1 .  1 )  (-8/3 , 5/3) ; 2) (9 ,  5) ; 3 ) (-22/3 ,  1 /3) ; 4) ( 1 /4 ,  5/2) . 
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23. 12 .  1 )  (- 1 ,  5) ; 2) (О , О) ; 3 )  ( 1 /2 , 1 /2) . 23 . 13 .  В (О , -7) . 
23. 14. ( 1 1/5 ,  О) и (О , - 1 1 ) .  
23 . 1 5 . х =  (х 1 + х2 + хз )/3 ,  у=  (У1 + У2 + Уз ) /3 .  
23. 16. ( -3, 3) , (7 , 5) , ( -3 ,  -3) . 
23 . 17. C( lO , 9) , D (4 ,  -4) . 23. 18 .  4 .  23. 19. С(О , - 1 ) ,  D (4 ,  -4) . 
23. 20. А(3 ,  - 1 ) ,  В(О ,  8) . 23. 21 .  В(-3, 1 6/3) . 23. 22 .  -2 . 
23.23. А( 160, - 131 ) , В (-225 , 184) . 
23.24. (BNO) = 1 + v , (СМО) = 1 + µ . У к а з а н и е. Ввести систему 

µ . v координат так, чтобы А(О, О) , В(О , 1 ) ,  C( l ,  О) . 
23.26. (АМ К) =  3 ,  (BN К) ==  3/5 .  
23.27. Центр (О , 5) . 23 .28 .  (-2, 1 ) .  
23. 29. 1) (3, 2/3 , 2) ; 2) ( -30, 8 ,  13) ; 3) (-6/5, 8/5, 17  /5) ; 
4) (2 1 /2, - 1 ,  - 1/2) . 23 .30. (3 ,  о , 5) . 
23.31 .  А( 14/3, -8 ,  1 2) , В(- 1 1 /3 ,  7 ,  - 13) и остальные точки деления: 

D(4/3, -2,  2) , Е(- 1 /3 ,  1 ,  -3) . 
23.32. С(4, -5 ,  -2) . 23 .33 .  7 /2 ,  1/5 ,  -1/2 .  
23 .34. Пересекаются в точке (-3/2, 5/2, 1 1 ) .  
23 .35 .  Пересекает ось Oz. 23.36. А(-5, 4) , В(- 12 ,  5) , С(-7, 3) . 
23 .37. 0' (6 ,  -2) , е� = { 1 ,  О} ,  е� = {О ,  1 } ; 0(-6 ,  2) , е1 = { 1 , О } , е2 = 

{О, 1 } . 
23.38. A(3J3, 1 ) ,  В( '13/2 , 3/2) , С(3 ,  -'13) .  
23.39 .  M(J2, 2J2) , N(-3J2, 2J2) , P(-J2, -2J2) . 

1 ,  vГз ,  JЗ , 1 ,  23.40. х = - 2х - ТУ - 4 ,  у = 2х - 2у + 2 .  23 .41 . А(2 ,  3) . 

) 1 / 1 ' 1 / 1 1 Гn ) ' 23 .42 .  1 х = v12 x  - V2,Y + 1 , у =  v12x + 
J2

y + 1 - v 2 ; 2 х = -х + 4 ,  

, ) 1 , J3 , 3 J3 , 1 , 3JЗ ) , у = -у + 8; 3 х = 2х - Ту + 2 , у =  2х + "2у - -2- ; 4 х = -у , 

у = х' + 4 .  У к аз  а н  и е. Показать , что ( � ) = ( ! - С) ( $ ) + С ( �; ) , 
где (о. , /З) - координаты точки А, а С - матрица поворота на угол ер .  

23.43. C(-3J3/2, (5  - 4J3)/2) . 
23.44. D (-5 ,  7) , С(О , 9) или D(- 1 ,  -3) , С(4 , - 1 ) .  
23.45 .  В(5/2 , 7/3) или В(-5/2, - 13/3 ) .  У к а з а н и е. Выполнить пово­

рот вокруг точки В на угол 7Г - 2 arctg � = arccos ( - �� ) .  
23.46. 2 .  Ук а з а н и е. Принять указанную ось за одну из осей новой 

системы координат. 
23.47. С(4 , 3) , D (-2, -5) . У к аз а н и е. Выполнить поворот на угол 1Г/2 

вокруг середины отрезка АВ . 
23.48. В(- 1 + 2JЗ, -JЗ - 2) , С(- 1  - 2JЗ, J3 - 2) . 
23.49. С(5 ± VЗ, ±2J3) , D( l ± JЗ, 2 ± 2JЗ) . 
23 . 50. (хо +  (х1 - хо )  cos Ct.k - (у1 - Уо) sin Ct.k , Уа + (х1 - хо ) sin Ct.k + (у1 -

27Г(k - 1 )  Yo ) cos o.k ) , гдe o.k = ± . 
п 

23. 51 .  1 )  х = 2х' + 7у' + 3 ,  у =  5х' + 9у' + 1 ;  2) х == 5х' + 3 ,  у == 4у' + 5 ; 
3) х = -7у' , у =  2х' + 2 ;  4) х = ах' , у =  Ьу' ; 5) х = Ьу' , у =  ах' .  
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1 1 , 1 ,  7 2 ,  1 , ' ' 23 .52 .  х = - - + -х + -у у = - + -х - -у · х = х+у-2  у = 2х - у+3 · 3 3 3 ' 3 3 3 ' ' ' 
О' (- 1 /3 ,  7 /3) , е� = { 1 /3 ,  2/3} ,  е� = { 1 /3 ,  - 1 /3} ;  0(-2 ,  3) , ei = { 1 ,  2} , е2 = 
{ 1 ,  - 1 } .  

23. 54. 
23. 56. 
23. 57. 
23. 58 .  
23 . 59 .  
23.60. 
23 .61 . 
23.62. 

23 .63. 

0' (3 , -2) , е� = {2 , - 1 } ,  е2 = {-5 , 2} .  23 .55 .  стС = l . 
х = 6х' + 4у' - 4 ,  у =  -2х' + 6у' + 2 .  
0(0 ,  О) , А(  4/3 , -2/3) , С(2/3, 2/3) , В(-2/3 , 4/3) . 
х = -х' - у' + 2 ,  у =  -х' + у' + 1 .  

3 ,  2 , 3 2 ,  2 ,  2 х = - 5х + 5У + 5 ' у =  - 5х - 5У + 5 · 
х = -х' - 2у' + 2 ,  у = -2х' - у' + 2 .  

3 ' 4 ' 48 4 / 3 ' 36 х = - 5х - 5У + 25 ' у =  5х - 5У + 25 · 
1 )  х = 2х' + z' + 2 ,  у = 4х' + 4у' + z' + 1 ,  z = х' + 4у' + 3 ;  
2) х = 4х' +5у' +3z' + 1 ,  у =  2х' +Зу' + 2z' + 1 , z = х' +2у' +z' +2. 
а) О' ( - 1 ,  3 ,  -2) , е� = { 1 ,  - 1 ,  - 1 } , е� == { 1 ,  О ,  - 1 } ,  е; = { 1 ,  1 ,  О} ;  
б) О' ( - 1 ,  О ,  1 ) ,  е� = { -2 ,  О ,  1 } ,  е� = { - 1 , - 1 ,  3} , е� = { - 1 ,  - 1 ,  1 } . 

1 ,  1 ,  1 , 1 5 ,  з , 1 , 23 64 х = - -х - -у - - z + 1 у =  -х + 1 z = -х + -у - - z - 1 · . . 2 2 2 "  ' ' 2 2 2 "  ' 
0' ( 1 ,  1 ,  - 1 ) ,  е� = {- 1/2, - 1 ,  5/2} ,  е� = {- 1 /2 ,  О ,  3/2} ,  е� = {- 1 /2 ,  О ,  - 1/2} ;  
0( 1 ,  - 1/2 , 3/2) , e i  = {О ,  - 1/2, -3/2} , е2 = {- 1 , 3/2 ,  - 1 /2 } ,  ез = {О, 1 /2 , - 1/2} 

2 1 1 1 1 ' 23.69. х = - 3х - VIВ Y  + 
v12

z + 2 ,  у 
2 1 1 / 1 / - -х - --у - -z + 2. 3 VI8 v12 

1 1 2v12 1 - 3х + -3-у + 1 ,  z 

1 ,  1 / 1 ,  1 ,  1 ' 1 ,  1 / 23. 70. х = 2х - '12,y - 2z - 1 , y = "2x + v12y - 2z + 3 , z =  
v12

x + 
1 / 

'12,
z + 5 .  

1 ,  2 ,  2 ,  2 2 , 1 ,  2 ,  2 2 ,  23. 71 . х = 3х - Зу - 3z + З ' у =  - 3х + 3У - 3z + 3 ' z = - 3х 
2 ' 1 ' 2 
3У + 3 z + з · 

23. 72 .  стС = l .  23.73 .  x = -2x' - 2y' - z' + 2, y = y' + z' , z = z' . 
' ' 1 , / 1 ,  1 ' 23. 74. х = 2х + у  + 3 z - 1 ,  у =  у + 3 z ,  z = -х - у + 1 .  
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2 ,  1 ,  1 , 1 1 ,  2 ,  1 , 1 1 , 23. 75. х = 3х  - Зу - 3z + З ' у =  - 3х + Зу - 3 z + 3 '  z = - 3х 
1 / 1 / 1 3 У - 3 z + з · 

23. 76. х = 2х' + 2у' + z' , у = х' + 2у' + z' , z = -х' - у' - z' + 1 .  
23 . 77. х = -z' + 1 ,  у ==  у' + 2z ' - 1 , z = -х' - у' - 3z' + 2 .  

§24 
24. 1 .  Нет. 24.2 .  а,б) Нет. в,г) Да. 

1 . 24.3 .  Нет в обоих случаях. 24.4. а) 20 ; б) - у'2 ;  в) О; г) 18 ;  д) -3 .  
24.6 .  -3/2 . 24. 7. - 13 .  24.9 .  7Г /3 . 
24. 10. У к аз а н и е. Предположить противное, затем каждое из деся­

ти получающихся неравенств возвести почленно в квадрат и сложить все 
неравенства. 

24. 1 1 .  -19 . 24. 12 .  а = arccos( -4/5) . 
24. 13. а =  arccos(4/5) . 24. 14. VfO, 5v'2. 
24. 15 .  arccos ( l /3) . 24. 16 .  arccos( l /3) , arccos(2/3) . 
24. 17. 7Г - arccos( J2/3) . 24. 18 .  7Г /2 . 24. 19 .  arccos( l /6) . 
24.20. У к аз а н и е. Выразить векторы, коллинеарные биссектрисам, 

через три вектора, выходящих из вершины трехгранного угла и параллель­
ных его ребрам . 

24.21 .  У к аз а н и е. Выразить векторы, коллинеарные указанным от­
резкам, через три вектора, выходящих из одной вершины и параллельных 
ребрам. 

24.22. У к аз а н и е. См. указание к задаче 24 .2 1 . 
24.23. У к аз ан и е . См. указание к задаче 24 .2 1 . 
24.24. У к аз а н и е. См. указание к задаче 24 . 2 1 . 

л 2 1 2 л 2 24.25 .  2а ( .j3 - v'2) . 24. 26. 1 + Л а + 1 + Л Ь - ( l + Л ) 2 с · 

1 а 1 2 ь + 1 ь 1 2 а 24. 27. l a l 2 + l b l 2 . У к аз а н и е. Использовать задачу 13 . 22 . 

24.28. l c l 2 - ( b , c) b +  I Ъ l 2 - ( b , c) c . У к а з а н и е. См . указание к 1 Ь - c l 2 1 Ь - c l2 предыдущей задаче. 
( а, b) a - l al 2 b 24. 29. 1 а 1 2 Ла Ль Ле 

I 2 2 2 24. 30. д а +  Л Ь +  Л с ,  где д = а - c l 1 Ь - c j - ( а  - с , Ь - с ) , 

Ла = ( Ь ,  Ь - с) ( с ,  Ь - с) Ль __ ( с ,  Ь - с ) ( а, Ь - с ) 
( Ь ,  с - а) ( с ,  с - а) ' ( с ,  с - а) ( а, с - а) ' 

( а, Ь - с) ( Ь , Ь - с ) Ле = 
( 

) 
а, с - а ( Ь ,  с - а) · 

24.32 .  У к аз а н  и е. Пусть О - точка пересечения диагоналей. Выразить 
все квадраты в искомой величине через радиус-векторы точек А, В, С, D, 
х.  

---+ � 24. 33. Ук аз а н и е. Показать , например, что (АН, ВС) = О. 
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24. 34. У к аз а н  и е. Пусть О - точка пересечения медиан треугольника 
АБС. Выразить все квадраты расстояний через радиус-векторы точек А, В, с, х.  

24.34. 1 .  У к аз а н и е. См. задачи 13 . 37 и 13 .45 .  
24. 34.2 .  У к аз ан и е. Использовать задачу 13 .46 . 
24.35 .  те /2 .  У к а з а н и е. Пусть О - точка пересечения диагоналей . Вы­

разить квадраты всех сторон через радиус-векторы точек вершин четырех­
угольника. 

--+ ---+ --+ ---+ 24.36.  У к аз а н и е. Выразить векторы АВ, ВС, CD и DA через век-
--+ -----+ --7 торы АС, BD и MN. 

24.37. У к а з а н и е. Использовать радиус-векторы точек А, В , С, D,  М 
относительно произвольной точки О. 

24.38 .  а) 2nR2 ; 6) п2 R2 . 
24.39. У к аз а н и е . Выразить квадраты в левой части доказываемого 

соотношения через радиус-векторы точек Ai , . . . , Ап , Х. 
24.40. У к а з  ан и е. См. указание к предыдущей задаче. 
24.42 . а) 3 1 ;  6) 6 ;  в) О; г) -2. 
24.43. а) arccos( l/3) ; 6) arccos( l /3) ; в) те /2 ; г) те /3 . 
24.44. а) О ; 6) 27; в) 12 ; г) -30. 
24.45 . а) {3, 2 ,  4} ;  6) { 73 ,  32 ,  8} ;  в) {84 ,  34 , 64} . 24.46 . {2/3 ,  -2/3, - 1 /3} . 

24.47. тr/4 или 3тr/4. 24.48. arcsin(6/ 1 1 ) ,  arcsin( 2/ 1 1 ) ,  arcsin(9/ l l ) .  
24.49 .  тr/3 . 24. 50. arccos(J3/4) . 24. 5 1 .  arccos(-4/9) . 
24. 52 .  А =  arccos fij5, В = тr/2, С =  arccos fi/5. 
24. 53. d 

= Ja2 + Ь2 + с2 + 2bc cOS Q + 2ca cos {3 + 2ab cOS /, 
---DOA _ а +  b cos 1 + с соs {З  ---DOB _ a cos 1 + Ь + c cos a cos - d , cos - d ' 

----DOC 
а cos {3 + Ь cos а + с cos = d . 

----

24. 54. d = 1 5 ,  ВАС1 = arccos(25/27) . 24. 55 .  ср1 = ср2 = срз = те /2 . 
24. 56. {-24, 32, 30} . 24. 57. {3 , -3, -3} . 
24. 58. {-5/V2, l l /V2, -4/V2} . 

( а, Ъ ) ( а, Ъ ) 24. 59. х = 
\ a l 2 а, у =  Ъ - I а\ 2 а. 

\ Ъ j 2 а - ( а, Ъ ) Ъ 24.60.  х = 1 al 2 I ь 1 2 - ( а, Ъ)2 . 

24.61 . х == IG( а, Ъ , с)Г 1 

рица Грама векторов а, Ъ, с .  

а ( а, Ь) 
Ь ( Ь ,  Ъ) 
с ( с ,  ь) 

( а, с ) 
( Ъ, с ) , где G ( а, Ъ, с) - мат­
( с , с) 

( а, n) 24.62 .  а -
I nl 2 n. 24.63. {-6, 6 ,  -3} . 24.64. 6 .  

24.65 .  JЗ. 24.66 . {6 , 6 , 0} . 24.67. {3 , - 1 , 1 } . 24.68. 3 а/2. 
24.69. Нет, так как из этого следует лишь , что а+ Ь+ с+ d J.. е . 
24. 70. У к а з а н  и е. Показать , что вектор, равный сумме этих десяти 

векторов, определяет требуемую ось . 
24.71 . { 5/3, 2/3 ,  1 /3} . У к аз ан и е. Показать, что а - Ь + с  - меньшая 

внутренняя диагональ. 
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24. 72 . а) 1 el 1 = V911, 1 е2 1 = y/gi2; 6) cos w = 912/ )91 1 922 ; в) J 91 1922 - 9f2 · 
24. 73 . а) ( а, Ъ) = I:;,J= l 9iJ ai bJ ;  6) 1 a l = J 91 1ar + 291 2а 1 а2 + 922а� , 

cos a: = (91 1а1 + 91 2a2 ) /(V91ll al ) ,  соs {З = (91 2а1 + 922a2 ) / {v1§22I a l ) ;  
- ( а, Ь) в) cos ( а, Ь) = 

1 al 1 Ь 1 
. 

24. 74. { 4/5 , - 1 /5} .  24. 75. 2v'61. 
24.76.  АВ = 6 ,  АС == 4 ,  А =  7Г/3 . 
24. 77. \ e 1 I  = 2 ,  l e2 I = 1 ,  ( � ) = 27Г/З . 
24. 78. l e1 I  = v'I0/2, l e2 I = ЗJ2/2, ( е;,е-2) = arccos(-2/v'S) .  
24.79 .  А1 В1 = 1 ,  А 1 С1 = 5 ,  Ai = arccos(4/5) .  
24.80. а) G (  f1 , f2 ) = [G( e l , е2 ) ] - 1 ; 
6) f1 = 9- 1 {922 , -912 } ,  f2 == 9- 1 {-912 , 91 1 } , где 9 = IG( e1 , е2 ) 1 ; 
в) 1 f1 I  = J922 /9 , \ f2 I = J91 1 /9 ; г) arccos(-912 / (91 1 922 ) ) .  
24 82 1 )  , _ { _ 91 2 sin ер 91 1  sin ер } . . е 1 - cos ер v19 , v19 , 

, _ { 922 sin ер 912 sin ер } . е2 - - у'§ , cos ер + vf9 , 

2) е� == 9- 1 12 {-912 , 91 1 } ,  е� = 9- 1 12 {-922 , 912 } . 
24 83 / 1 1 1 1 

. . а = al е1 + а2 е2 , где координаты е1 и е2 такие же, как и в 
предыдущей задаче. 

1 )  , = { sin(w - ер) sin ep } , = { - sin ep sin (w + ер) } · 24.84. е1 . , . , е2 . , . , 
SШ W SШ W SШ UJ SШ W 

2) е� = (sin w) - 1 {- cos w ,  1 } ,  е� = (sin w) - 1 { - 1 , cos w} . 
24. 85 .  а) 1 e l 1 = V911, 1 е2 1 = y/gi2, 1 ез 1 = у'§Зз; 

6) cos w12 = 912 / )91 1 922 , cos w2з = 92з /  у1,.....92-2-9з-з , 
COS WlЗ = 91з / V91 1 9ЗЗ · 

24.87. а) 1 a l = J91 1ai + 922а� + 9зз а� + 291 2а1 а2 + 292з а2аз + 291за 1 аз ; 
- ( а, Ь) з 6) cos{ а, Ъ) = I al I Ъ I , где ( а, Ъ) = L:i ,j= l 9ijai bj . 

) _ 91 1 а1 + 91 2а2 + 91 заз _ 921 а1 + 922а2 + 92заз 24.88. а cos 0: 1  - rn:-:-I I , cos 0:2 - �I I ' v 91 1 а у 922 а 

9з 1 а 1 + 9з2а2 + 9ззаз cos а:з = 
\ I , где 1 a l определяется равенством из предыду-у'§Зз а 

щей задачи; 
6) _ al + а2 cos w12 + аз cos w1з _ al cos w21 + а2 + аз cos w2з cos а: 1 - 1 al ' cos а:2 - 1 al ' 

al coswз 1  + а2 cos wз2 + аз СОS О:з = 

где 1 al = Ja� + а� + а� +  2а 1 а2 cos w12 + 2а2аз cos w2з + 2аза1 cos w1з . 
24.89. а- 1 . 24.92 . {2:::�= 1 911 а1 , 2=�= 1 921 а1 , 2=�= 1 9з1 аj } . 

--- --- ---

24.93. l f1 I  = l f2 I = l fз l  = vfб/2, ( f1 , f2 ) = ( f2 , fз ) = ( f1 , fз ) 
arccos(- 1 /3) . 
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vlfi vlfi vlfi 24.94. cos 01 = . , cos 82 = . , cos Оз == . , SШ W23 SШ W3 1 SШ W1 2 1 COS W12 COS W1 3 
где f"2 = COS W12 1 COS W23 . 

COS W1 3 COS W23 1 

§25 
25. 1 .  Да. 25 .2 .  а) Нет; б )  да; в) нет; г) да. 25 .3 .  Нет. 
25 .4. { - 12 , 7 , 4} , {4 , -2, - 1 } , { 5 , -3 , -2} . Образуют. 
25 .5 .  1 )  [ а, Ъ] ; 2) -2 [ а, Ъ] ; 3) 6 [ а, Ъ] . 25 .7. Ct == -15 .  
25 . 13 .  arcsin( l/3) . 25 .14. arccos( 1 /3) . 
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25 . 17. Либо векторы нулевые, либо имеют единичную длину и попарно 
ортогональны. 

---+ ---+ ----+ � 25 .21 .  У к аз ан и е. Показать, что [АВ, ВМ] == [BC, CN] . 25 . 18. 9 .  
� 

25 .22. 78. У к аз а н и е. Вычислить [А 1 В1 , В1 С1 ] . 
---+ ----+ ---+ ----+ 25 .23 .  1 /7 . У к аз а н и е . Выразить [PQ , QR] через [АВ, ВС] . 

25 .24. а) 1 2 ; б) 8 ;  в) 3/1972 ; г) 7vf3/2. У к аз а н и е. Вычислить 
� ---+ 

\ [АС, BD] l /2 . 
25 .25 .  93/2 .  
25 .28. У к аз ан и е. Воспользоваться предыдущей задачей. 
25 .29. У к аз а н и е. Воспользоваться задачей 25 .26. 25 .33 .  58. 

---+ ---+ 25 .34. У к аз а н и е. Показать , что [АВ , СЕ] == О . 
25 .35 . {6vl5/25 , -v-5/5, -8V5/25 } .  
25 .36. { 1 /2 ,  (- 1 - vl5)/4, (- 1  + vl5)/4} .  
25 .37. {5v12, - 1 1/J2, 4/J2} . 25 .38. {2 ,  -28 ,  3} . 

_ а [ Ъ , с] + ,8 [ с ,  а] + 1 [ а, Ъ] у 25 .39 .  х - ( Ь ) . к а з а н и е. Разложить х по а, , с  
векторам [ Ъ , с] , [ с ,  а] , [ а, Ъ] . 

25 .40. {О ,  - 1/J2, 1 /J2} .  25 .41 . {-7 /у'74, 3/у'74, 4/v'74} . 
25 .42 .  { -v12/6, J2/6 ,  4v12/6} .  
25 .43 .  COS Ct = -2/VW, соs {З  = ( 1  + J2)/V10, COS )' == ( 1  - J2)/V10. 
25.44. { 5/{26 , - 1 /v'26, 0} ;  луч лежит вне трехгранного угла. 
25 .45 . tроики одинаково ориентированы . 
25.46. d == sgn( a, Ь ,  c) ( l al ( Ъ , с] + I Ъ l [ c , а] + l c l [ a, Ъ] ) . У к аз а н и е . 

Перейти к взаимной тройке (см. пример 25 .5) . 
да д� д� 25 .47. COS Ct = -.-,  cos ,8 = -.- , COS )' == -.-, где sш ер sш ер sш ер - 1 cos !31 cos 1'1 1 - 1 cos /1 cos Ct1 1 - 1 cos Ct1 cos ,81 1 

да - cos ,82 cos 1'2 ' д� - cos /2 cos Ct2 ' д� - cos Ct2 cos ,82 ' 
ер - угол между данными лучами и sin <р = J л� + л� + л� . 

25 .48. sin ер == 4J2/45. 
25 .49. 48 . 25 .50. abc/_1_+_2_c_o_s_et_c_o_s_,8_c_os-,�_-c-o-s2-et�--c-o_s_2_,8_-�co_s_2_1'· 
25 . 52 .  1 /3 . 25 .53 .  7. 

---+ ---+ ---+ 25 . 54. 1 /27 . У к аз а н и е. Выбрать базисными векторы АВ, АС, AD. 
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---+ ---+ � 
25. 58. У к аз а н и е. Выбрать базисными векторы АВ , АС, AD. 
25. 59. Ук аз а н и е. Показать, что смешанное произведение направля-

ющих векторов этих биссектрис равно нулю. 
25 .60. Ь = а cos ер +  [ n ,  а] sin ер . 

25 .61 .  ОН = I [ Ь, с) .: [�.Ь�] � [ а , b] j 2 ( [  Ь, с] + [ с , а] + [ а, Ь) ) .  
25 .62. У к аз а н и е. Ввести ортонормированный базис пространства 

(см. пример 25.6) . 
25 .63. У к аз а н и е. См. указание к предыдущей задаче. 
25 .64. Либо вектор Ь перпендикулярен векторам а и с, либо векторы 

а и с коллинеарны. 
25 .64. 1 .  Векторы [ Ь , с] и [ а, d] ортогональны. 

[ а, Ъ] 25.65 .  а) ( а, Ъ) = О ;  б) х = - I a l 2 + Л а, Л Е IR произвольно. 

а а2 - [ ai , Ъ] 25 .66. б) х = ( ) ; в) при условии [ ai , Ъ] = а а2 общее реше-а1 , а2 
а а1 ние имеет вид х = I ai l 2 + Л а2 , \/Л Е IR .  

25 .67. б )  х == [ Ъ1 ,  Ъ2 ] / ( а1 , Ъ2 ) .  
25 .68. Если а4 > 4 (  Ъ2 + р а2 ) ,  то задача имеет два решения: х = ..\ а +  

[ а, Ъ] - ( l - ' ) _ [ а, Ъ] , _ a2 ± Ja4 - 4( b2 + p a2 ) Е 4 _ 
1 а1 2 ' 

у - л а 1 а1 2 ' где л -
2 а2 . ели а -

4( Ъ2 + р а2) , то задача имеет оттно решение : а + [ а, Ъ] а [ а, Ъ] 
� х = 2 1 а1 2 ' у 

= 2 - 1 al 2 . 
В остальных случаях решений нет. 

) А - cos Q - cos {3 cos / в - cos {3 - cos Q cos / 2 5 .  69. а cos - . f3 . , cos - . . , 
SШ SШ / SШ Q SШ / 

cos С = cos / .- со� f3 cos а . sш {З sш а 
У к а з  а н  и е. Рассмотr,еть трехгранный угол , ребра которого имеют направ­
ления [ ei , е2] , [ е2 , ез , [ ез , е1 ] , и учесть, что его плоские углы равны 7Г - А, 1Г - В, 1Г - С. 

25 .70. У к аз ан и е. Показать , что расстояние от точки Р до каждой 
грани равно k · 1 ( а, Ь , c) I , где k > О. 

25 . 71 .  У к аз а н и е. Воспользоваться результатом задачи 25.46 .  
ai а2 аз 

25 .72 .  ViGI. 25 .73 .  V = jjGj Ь1 Ь2 Ьз 25 .74. 1 /V.  

аз 1 1 аз Ьз ' Ьз 

§26 
26. 1 .  1 )  х - 3 = О; 2 )  х + 2у - 7 = О. 
26.2 .  1 )  Зх - 2у = О; 2) 8х - у =  О . 

С2 Сз 
ai 1 1 ai  
Ь1 ' Ь1 

26 . 3 . 1 )  5х + у - 1 3  = О; 2) Зх + у  - 1 = О . 

ь� 1 } · 
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26.4. 1 )  Зх - у +  4 = О; 2) 5х - Зу - 15  = О ; З) Зх + Ву - 9 = О . 
26. 5 .  arctg ( 1 /2) . 
26.6. у =  о,  у =  2VЗ, у =  vГзх + 5VЗ, у =  - vГзх + 5VЗ. 
26 .7. х + у - 6 = 0 и х - у + 14 = 0. 26.8 .  х - 2у - 4 = 0. 
26.9. 9 .  26. 10 .  Зх + 2у - 6 = О  и Зх + Ву +  12 = О . 
26. 1 1 .  х == 5 + 2t , у =  -3 - 4t. 26. 12 .  х == -6 + 7t , у =  -4 - Зt . 
26. 13 .  х = -vГзt ,  у ==  t . 26. 14. х = 3 + 3t ,  у ==  5t . 
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5 26. 15 .  1 )  х = -2t, у =  - 5  + t ;  2) х = t , у =  5 - Зt ; 3) х == t ,  у =  -З ;  
4) х = 4 + 2t , у =  t ; 5)  х == 2 ,  у =  t; 6 )  х == Зt , у == -2t .  

26. 16. 1 ) Зх + у - 1 = О; 2) 7х + 5у - 34 == О;  3) Зх + у - 1 == О ; 4) у ==  З .  
ki + k2 Ь1 + Ь2 26. 17. у ==  2 х + 2 

26. 18.  х - 4у - 9 = О , 5х + Зу - 22 == О , 6х - у - В =  О .  
26. 19. 5х + 7у - 1 1  = О. 26.20. х + у  - 12  = О; (О ,  О) , ( 4 ,  В) , (2 ,  1 0) .  
26.21 .  1 6х + 1Зу - 6В = О, 1 7х + 1 1у - 106 = О. 
26.22 .  142х - 1ВЗу - 4В9 = О .  
26. 23 .  х - 5у + З = О ; ( 1 ,  5) , (-З ,  О) , (2 ,  1 ) .  
26.24. (-З,  7) , (-6 ,  10 ) ,  (9 , - 1 7) ; 9х + 5у + 4 = О. 
26. 25 .  Зх + Ву - 17  = О , 6х - у - 17 = О, 9х + 7у + 17 == О; (-5 ,  4) , (З ,  1 ) .  
26.26. Отрезок, соединяющий середину основания и середину высоты 

треугольника. У к аз а н и е .  Принять за оси координат прямые, содержащие 
основание и высоту треугольника. 

26.27. Отрезок , соединяющий середины диагоналей. У к а з а н и е . При-
нять за оси координат прямые, содержащие диагонали четырехугольника. 

26.28. х = 2 ,  у == 6, z = -З .  
26.29. 1 ) х + 2у + z - 9 = О; 2) х + у - 2 = О .  
26.30 .  4х - 1 1у + Зz = О. 26.31 .  27х + 1 1у + z - 65 = О. 
26.32. х - z - 6 = О ,  х + у  - 10 == О ,  х + 2у - z - В = О ,  2х + у  - z - 14 = О ,  

х - у - z - 2 = О ,  2х + у + z - 16 = О ,  5х + у - 2z  - 2В  == О .  
26.33. 1 4х - 10у + ЗЗz - 70 == О. 
26.34. х + у + z - 1 == о,  х + у - z - 1 5  = о,  -х + у - z - 9 == о или 

х - у - z - 5 == о .  
26.35.  7х + 7у - 6z  - 50  = О или -7х + 7у + 2z - 1 6  = О . 
26.36. З5х + 21у  - 15z - 105 == О. 26 .37. а = 4 ,  Ь == -4, с =  4/7 .  
26.38 .  27 .  26.39 .  х - 2z = О. 26.40 .  5х - 6у - 7z + 41  = О. 
26.41 .  х = 2 - 5и + 4v, у = З + 6и - 2v , z = -5  + 4и. 
26.42. х - 2у = О ,  2х + z = О ,  4у + z = О. 
26.43. 5х + Зу = О ,  х - 3z = О ,  у + 5z = О. 
26.44. Зх - z = О и х - z = О .  26.45 . х - z - 2 == О .  
26.46. х == 1 +и , у = 7- 1Зи, z == В - 14и+v .  26.47. 10x+9y+5z = 74 . 
26.48. 1 )  х = - 13 ,  у ==  lЗ ,  z = -9; 2) и ==  - 1 /5 ,  v = 2/5. 
26.49. 1) х == -6, у = -4, z == -3; 2 )  и +  v - 1 = О ,  и = О ,  v = О ;  

3) З9и + 9v = 1 .  
26 . 50. 1 )  х - 4у - z + 1 6  == О; 2) х + 5у - z + 5 = О; 3 )  у == -2 ; 

4) у +  2z - 1 5  = О .  

§27 
27. 1 .  1 )  Пересекаются в точке ( 1 ,  2) ; 2) параллельны; З) совпадают; 

4) пересекаются в точке (-5, О) ; 5) параллельны; 6) пересекаются в точке 
(-4, 10) . 
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27. 2 .  1 )  Аа + ВЬ =/= О; 2) Аа + ВЬ = О, Аха +  Вуа + С =/= О ;  З) Аа + ВЬ = О , 
Аха + Вуа + С = О . 

27.3.  1 ) 1 ai Ь1 1 -J. О · 2) 1 ai Ь1 1 = О  1 х2 - х1 a i 1 -J. О · а2 Ь2 / ' а2 Ь2 ' У2 - У1 Ь1 1 ' 

З) 1 ai Ь1 1 = 0 1 х2 - х1 ai 1 = О . а2 Ь2 ' У2 - У1 Ь1 
27.4. 1 ) Совпадают; 2) пересекаются в точке (-4 , -З) ;  З) параллельны ; 

4) пересекаются в точке (4 , 6) ; 5) совпадают. 
27. 5 .  1 )  Пересекаются в точке ( 1 5 , -10) ;  2) параллельны; З) совпада-

ют. 
27.6. Зх - 2у - lЗ = О. 
27. 7. Такой прямой на существует, так как данная точка лежит на дан-

ной прямой. 
27.8 .  х - 2 = О  и х - Зу +  l З = О. 
27.9. Зх - 5у + 9 = О , х - у +  З = О , х - Зу + 1 1  = О. 
27. 10. х - Зу - 7 = О, 2х + 5у - З = О. 
27. 11 .  Зх + 4у - 16 = О, 5х + Зу - 1 = О, 2х - у - 7 = О. 
27. 12 .  2х + 5у ± 10 = О. 

· 
27. 13. х + у  - 7 = О. 27. 15 .  х - у - 7 = О , х - 2у - 10  = О. 
27. 16. х + 2у - З = О , 2х - у - 6 = О, х + 2у - 2З = О, 2х - у +  14 = О. 
27. 17. 2х + у - 1 = О, 2х - у +  1 = О , 6х - Зу + 19 = О ,  6х + Зу - 19 = О . 
27. 18. 9х + 12у + 20 = О, 5х - 12у + З6 = О. 
27. 19. 1 ) Проходят через одну точку ; 2) параллельны; З) проходят через 

одну точку ; 4) параллельны ; 5) образуют треугольник; 6) первые две прямые 
параллельны, а третья их пересекает. 

27.20.  5х - 2у = О . 27.21 . 25х + 29у - 2 1  = О. 
27.22 .  З8х - 19у + 30 = О. 
27.23. З2х-9 = О , З2у- 19 = О. 27.24. х+у-6 = О  или х-у-8 = О . 
27.25 .  8х - 49у + 20 = О. 

27.26. Определитель матрицы [ �� �� �: ] и все миноры второго 
С1 С2 Сз 

порядка, стоящие в ее первых двух строках, отличны от нуля . 
27.27. (А1х + В1у + С1 ) 1 1� �� 1 = (А2х + В2у + С2 ) 1 1� �� 1

· 
27.28. х' = Ai x + В1у + С1 ' у' = А2х + В2у + С2 . 

Aixa + В1уа + С1 А2ха + В2Уа + С2 
27.29. 1 )  Пересекаются; 2) пересекаются; З) параллельны; 4) пересека­

ются ; 5) совпадают. 
27.30. 1 )  А =  В = О, CD =/= О; 2) А =/=  О или В =/=  О ;  З) А =  В =  D = О, 

с =1= о . 
27.31 .  1 )  С =/=  О ; 2) С = О, D =/= О; З) С = D = О. 
27.32. 1 )  Пересекаются ; 2) параллельны; 3) совпадают. 
27. 33. 1 )  rg A = З ; 2) rg A = 2, rg B = З; З) rg A = rg B = 2 . 
27. 34. х - 2у + 4z - 1 7  = О. 
27.35. 2х + Зу +  4z - 1 = О, х + Зу + 9 = О, z - 1 = О. 
27.36. х - 2у- Зz = О, 4x - y+ 2z = О  и 2х+ Зу+ z  = О , Зх - 6у - 2z = О. 
27. 37. 1 )  rg G = З; 2) rg G = rg F = 2 и никакие две строки матрицы 

G не пропорциональны; 3) rg G = 2, rg F = З и никакие две строки матри­
цы G не пропорциональны; 4) rg G = 2, rg F = З и две строки матрицы G 
пропорциональны; 5) rg G = 1 ,  rg F = 2 и никакие две строки матрицы F не 
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пропорциональны ;  6) rg G = rg F == 2 и две строки матрицы F пропорцио­
нальны; 7) rg G = 1 ,  rg F = 2 и две строки матрицы F не пропорциональны; 
8) rg G = rg F = 1 .  

27. 38 .  1 )  Пересекаются в точке (3 , 5 , 7) ; 2 )  параллельны; 3) проходят 
через одну общую прямую; 4) попарно пересекаются , причем прямая пере­
сечения любых двух плоскостей параллельна третьей плоскости ; 5) первая 
и третья плоскости параллельны , вторая плоскость их пересекает. 

27.39. 6х + 9у - 22z = О. 27.40. 20х + 19у - 5z + 41  = О. 
27.41 . 5у + 1 3z - 60 = О. 
27.42 . 2х - 2у - 2z - 1 == О  и 14х - 2у + 2z - 21 = О . 27.43 .  2 .  
27.44. 3х + 5у - 4z + 25 = О. 27.45 . 7х + у  - 3z == О . 
27.46 .  x+3y-2z - 10 = О. 27.47. 3x+4y-z+ 1 == О , x-2y-5z +3 = О . 
27.48.  4 1х - 19у + 52z - 68 = О , 33х + 4у - 5z - 63 = О. 
27.49. 1 1х + 16у + 5z + 4 = О . 27.50. 4у - 3z - 3 == О . 
27. 5 1 .  1 6х + 50у - 3z  - 132 = О. 
27. 52 .  1 )  1 0x - 7z = O; 2) 6у - 7 = 0; 3) 39x - 29y - 7z = 0. 

А 1 А2 Аз А4 
В1 В2 Вз 84 [ Ai А2 Аз А4 ] 

27. 53. Ci с2 Сз с4 = О ,  rg В1 В2 Вз 84 = 3 .  
D1 D2 Dз D4 С1 С2 Сз С4 

[ �� �� �: �: ] 27. 54. Определитель матрицы Ci с2 Сз 04 и все миноры 
D1 D2 Dз D4 третьего порядка, стоящие в ее первых трех строках , отличны от нуля . 

§28 
28. 1 .  Q Е LBMC, R Е LCM D, S Е LDNI А,  Т Е  LBMC. 
28.2 . 1 )  Принадлежат смежным углам; 2) принадлежат одному углу ; 

3) принадлежат вертикальным углам . 
28.3 . Точки А ,  В ,  С принадлежат одной полосе, точки D и F - одной 

внешней области , точка Е - другой внешней области. 
28.4. Пересекает продолжение отрезка АВ за точку В. 
28.6. Принадлежит обоим отрезкам. 28. 7. 9/8 .  

1 1 28.8. - - < и < -3 . 6 - -
28.9. (Ахо+Вуо+С1 ) (Ахо+Вуо+С2 ) < 0 . 28. 10. (C1 -D) (D-C2 ) > О .  
28. 1 1 .  Точка М лежит на продолжении стороны ВС за точку В ; точка 

N лежит в области, ограниченной стороной АВ и продолжениями сторон 
СВ за точку В и стороны СА за точку А;  точка Р лежит в области, огра­
ниченной продолжениями сторон С В и АВ за точку В. 

28 . 12 .  Числа А1хо + В1 уо + С1 , А2хо + В2Уо + С2 , Азхо + Взуо + Сз 
должны иметь соответственно или такие же знаки, как числа J 1� �� J ,  
J 1� �� J ,  J 1� �� J ,  или противоположные знаки. 

28. 13. Параллельна стороне ВС и пересекает продолжения сторон ВА 
и СА за точку А. 

28. 14. Точки А, В, С лежат по одну сторону от плоскости, точки D и 
Е - по другую сторону. 
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28. 15 .  Точки А,  В лежат внутри одного двугранного угла, точка Е -
внутри угла, вертикального к нему, точки С и D - в вертикальных углах , 
смежных с углом, содержащим точку А. 

28. 16.  Точки А, В лежат между данными плоскостями, а точки С и D 
- в разных внешних областях. 

28 . 17. Пересекает продолжение отрезка АВ за точку А .  
28. 18. 1 )  Ах1 + Ву1 + Cz1 + D :/; Ах2 + Ву2 + Cz2 + D; 

2) (Ах 1 + Ву1 + Cz1 + D) (Ax2 + Ву2 + Cz2 + D) < О; 
3) (Ах1 + Ву1 + Cz1 + D) (Ax2 + Ву2 + Cz2 + D) > О и I Ax1 + 

Ву1 + Cz1 + DI < I Ax2 + Ву2 + Cz2 + DI ; 
4) (Ах1 + Ву1 + Cz1 + D) (Ax2 + Ву2 + Cz2 + D) > О и I Ax 1 + 

Ву1 + Cz1 + D \ > \Ах2 + Ву2 + Cz2 + D I . 
28. 19. (D1 - Е) (Е - D2) > О .  28.20. (АБС) == 4/39 . 

В1 В2 Вз 
28.21 .  Пусть д = С1 С2 Сз -:/= О  (в силу задачи 27 .37(3) rg F = 3) . 

D1 D2 Dз 
Тогда три числа 

д д 

1 �� �: 1 (А 1 хо + В1уо + C1 zo + D1 )
' 1 �: �� 1 (А2хо + В2Уо + C2zo + D2)

' 

д 1 В В 1 должны быть больше 1 .  с� С� (Азхо + Взуо + Сзzо + Dз )  
28 .22.  (А1хо + В1уо + C1 zo + D1 )d1 < О , (Aixo + Biyo + Ci zo + Di )di > 

О, i = 2 ,  3 ,  4 ,  где di - алгебраическое дополнение элемента Di в :матрице [ �� �� �: �: ] 
С1 С2 Сз С4 · 
D1 D2 Dз D4 

28.23. (Aixo + BzYo + Ci zo + Di )di > О, i == 1 ,  4 ,  где di - алгебраическое [ �1 �2 �3 �4 ] 
дополнение элемента Di в матрице с: С� С� с: · 

D1 D2 Dз D4 

§29 
29. 1 .  Зх - 4у + 12 == О. 29.2 .  (2 , -7) . 29.3 .  ( 2 , 3) . 
29.4. 22х + 33у - 35 = О,  5х - у +  3 = О,  1 7х + 34у - 38 == О,  
29.5 .  С(2, 4) .  
29.6.  ВС : х - у - 3  == О , АС : 4х + 5у - 20 == О ,  СК :  3х - 1 2у - 1 == О .  
29 .  7 .  39х - 9у - 4 == О .  
29.8. 2х + 7у + 22 == О,  7х + 2у - 13 == О,  х - у +  2 == О .  
29.9.  Зх + 4у - 15 == О. 29. 10. (29/ 18 ,  47 /54) . 
29. 1 1 .  Зх - 2у + 1 1  = О,  2х + у  - 9 = О, х + 4у - 1 = О .  
29. 12 .  М(- 1/2 ,  1 /2) . 
29. 13.  Зх - 2у + 8 = О, 2х + Зу - 56 == О, 3х - 2у - 10  = О. 
29. 14. М(2/5 , 13/5) или М(4/7, 1 7  /7) . 
29. 1 5. 21х - 13у - 185 = О , 23х - 9у - 185 == О . 
29. 16. 4х - у  - 5 == О .  У к а з а н и е . Найти точки , симметричные точке 

А относительно данных биссектрис . 
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29. 17. Основание: х + 7у - 8 = О ,  х + 7у - 58 = О, боковые стороны : 
Зх - 4у - 24 = О ,  4х + Зу +  18 = О. 

29. 18. х + Зу + 12 = О, Зх - у - 4 = О, Зх - у +  16 = О . 
29. 19 .  5х + у  - 1 6  = О , х - 5у + 2 = О. 
29.20.  72х - у =  О,  12х + 71у = О. 29.21 .  (4 ,  О) и (- 1 ,  5) . 
29.22 .  1 )  5 ;  2) -7; З) -21 /20 ; 4) 56/ЗЗ . 
29.23 .  5х - 12у + 62 = О ,  х - 2 = О. 
29.24. Основание 2х - Зу + 7 = О , боковые стороны: 14х + 5у + 2З = О , 

lOx + l ly - 95 = 0 . 
29.25 .  2х - у +  4 = О. 29.26.  х = 2 .  29.27. С(6, З l /4) . 
29. 28. 1 2х-у-2З = О, 26х-7у+71 = О , 2x-5y+ l = О  или 8х+9у-25 = О , 

14х + 2Зу + 65 = О , 2х - 5у + 1 = О . 
29. 29. х - (2 ± v13)y - 2 == о. 
29 .30.  х - 5у + 2З == О или 5х + у + 1 1  == О .  
29.31 . х - у +  1 == О ,  Зх - у - 1 = О ,  х - 2у + 5 = о ,  С(7 /5 , 1 6/5) или 

х - у +  1 == О , х - Зу + 5 = О , 2х - у - 2 = О, C( l l /5 , 12/5) . 
29.32.  СА : х + З == О , СВ :  2х - 1 1у + 28 = 0 или СА :  Зх - 4у + 17 == 0 , 

СВ : 2х + у + 4 = О. 
29.33 .  Зх + у +  1 6  = О. 29.34 .  (2 ,  -4) . 29 .35.  х + Зу - lЗ = О. 

5 2 
29.36.  -7, 2 , 1 /З .  29 .37. 1 )  - - ;  2) - � ·  lЗ v 5  
29.38 .  В тупом угле. 
29.39. (А 1 А2 + В1 В2 ) 1 1� �� 1 · 1 1� �� 1 < О. 

29.40.  5х + 12у + 64 == О, 5х + 12у - 66 = О . 29.41 .  
IC1 - C2 I 
JA2 + в2 

29.42 .  х + 2у + з = о ,  х + 2у + 7 == о или х - 2у + 3 = о ,  х - 2у + 7 = о .  
29.43. 1 )  6х + 1 = О, 2у - 9 = О; 2) 64х + Ву +  11  = О , 14х - 1 1 2у + 41 = О ; 

З) х = О ,  у = О; 4) (З ± J5)x + 2(2 ± J5)y == О .  
29. 44. 1 )  4х - 4у + 5 = О ;  2) 12х - 12у - 1 = О .  
29.45 .  1 )  Зх + у  - 10 = О; 2) 8х - 1 2у + З = О . 29.46. (З ,  2) . 
29.47. (О ,  2J2 ± J2) . 29.48. (8 ,  1 )  и ( 1 52/49 , - 19 1 /49) . 
29.49 .  ( 3 , 5) , (-З7, 45) . 29.50. (-З/ 10 , 0) , (0 , 9/2) . 
29. 51 .  (О , 6 ) , ( - 1 ,  lЗ/2) . 29. 52 .  ( - 10 ,  1 ) ,  (-4 , 3) . 
29. 53. (5 ,  5) , ( -З ,  1 1 ) ,  (З ,  19) и ( 1 1 ,  1 3) .  
29. 54. Зх - у - 2 1  _:_ О , Зх - у - 1 = О . 
29. 55 .  5х - 1 2у + 46 = О, 5х - 1 2у - З2 == О. 
29. 56. у +  1 = О, 3х + 4у - 17 = О . 29. 57. 4х + 3у + З  = О, у +  1 = О. 
29. 58 .  х - 10  = О  или х + 4 == О. 29. 59. ( 3  ± J3)x + 4у = О. 
29.60.  Зх + 4у - 64 == О , 3х + 4у - 14 = О ,  4х - 3у - 2  == О , 4х - Зу + 48 = О; 

(О ,  1 6) , (8 ,  1 0) , (2 ,  2) , (-6 ,  8) . 
29.61 . (О ,  1 ) .  29.62 . С(-2,  4) , r == J2 или С(-З ,  1 ) ,  r = 2J2. 
29.63 . ( 5/ 12 ,  -5/ 1 2) .  
29.64. (-2 ,  -6) . 29.65 .  х - у  = О, 7х- 56у+25 == О , 77х+21у - 50 = О. 
29.66.  1 1х + Зу +  10 = О. 
29.67. Зх+4у- 64 = О , Зх+4у- 14 == О , 4х- 3у - 2  = О , 4х-3у+48 = О. 
29.68. 2х - 1 1у - 2З = О , 2х - 1 1у - 7З = 0. 
29.69. Зх + у - 14 == О , х - Зу + З2 = О , 3х + у + 1 1 == О, х - Зу - 18 = О . 
29. 70. Зх - у + 9 = О ,  Зх - у - З == О ,  х + Зу + 7 = О. 
29.71 .  у =  О, у =  5 и 20х + 21у - 20 = О , 20х + 21у - 165 = О . 
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29. 72 . х - Зу + 1 = О ,  х - Зу + 12  = О,  Зх + у  - 1 = О ,  Зх + у +  10  = О или 
7х + у  - 1 5  == О, 7х + у  - 26 = О, х - 7у + 7 = О, х - 7у - 4 = О . 

29.73 .  АВ : Зх + 5у - 57 = О , ВС : 5х - Зу + З7 == О, CD : Зх + 5у - 9  = О , 
DA : 5х - Зу - 1 1  == О или АВ : 9х - у - 27 = О,  ВС : х + 9у - Зl == О ,  
CD : 9х - у +  21 = О,  DA : х + 9у - 79 = О. 

29. 74.  Зх + у - 14 == 0 или х - Зу + 12 == 0 . 
29.75 .  АВ : х + 2у - З == О , CD : х + 2у - 2З = О; ВС : 2х - у - 6 = О , 

AD : 2х - у +  14 = О или ВС : 2х + у  - 18 = О, AD : 2х + у +  2 = О. 
29. 76. Окружность, построенная на заключенном между данными пря­

мыми отрезке прямой, перпендикулярной к ним, как на диаметре, за исклю­
чением концов этого диаметра. 

29. 77. Пусть Р, Q, R - точки пересечения биссектрис внутренних уг­
лов при вершинах А, В и С со сторонами ВС, СА и АВ соответственно. 
Искомое геометрическое место состоит из отрезка PQ и лучей прямых Р R 
и Q R с началом в точках Р и Q соответственно, не содержащих точки R. 
У к а з а н и е. Принять за оси координат катеты треугольника. 

о .  

29. 78. Пара прямых: Aix + В1 у + С1 = ±Л(А2х + В2у + С2 ) ,  
где Л = kyi(AI + Br ) / (A� + ВЛ . 

29. 79. ер = arccos(4/ 1З) . 29.80 .  х + 20у + 7z = О , х - z = О. 
29.81 .  х + 20у + 7z - 12  == О ,  х - z + 4 = О . 29 .82 .  2/7, З/7, 6/7. 
29.82 . 1 .  J а2 + ь2 . 

4 1 
29.83. 1 )  - v'2I ;  2) - -з .  29.84.  1 /З .  29.85 .  7З/75 . з 2 1  
29.86. (А 1 А2+В1 В2+С1 С2 ) (А1 Аз +В1 Вз +С1 Сз ) (А2Аз +В2Вз +С2Сз ) < 

29.87. 4х - 4у + 4z - 7 = О , 10х + 6у - 4z - 5 = О. 
29.88. 8х + 5у - 9z - 24 = О .  29.89.  Зх - у + 2z - 2 = О .  
29.90. 14х - 2у + 4z - 1 = О. 
29. 91 . Ах + Ву + Cz + D ± J А2 + В2 + c2d = О. 

I D2 - D1 I  Гi1 29.92 .  d = . 29.93. 1 /v 1 1 .  JA2 + в2 + с2 
29.94.  ( -19/6 , -5/6, О) . 29.95.  (О,  О ,  З) . 29.96.  (О ,  -З ,  О) . 
29.97. 2х + у  - 4z + 17 = О  или 2х + у  - 4z - 25 = О. 
29. 98 .  6х + Зу +  2z - 75 = О или 6х + Зу +  2z - 19  = О. 
29. 99. (З/2, -З/2, -З/2) , r = З/2. 
29. 100 .  х + 2у + 2z - 9 = О  или у - 2 = О. 
29. 101 . Зх - 4у - 5 = О, З87х - 164у - 24z - 421 = О . 
29. 102. x + 2y - 2z = О. 29. 103. 2х - у + 2z + З = О, 8x - 4y - z + 9  = О. 

§30 

) k J 91 1922 - 9f 2 б) k sin w 
30. 1 .  а tg a = ; tg a =  . 91 1 + k91 2 1 + k cos (J.) 

) t  (k2 - k1 ) J91 1 922 - 9r2 30.2 .  а g ер == ; 91 1  + 912 (k1 + k2 ) + 922k1 k2 
6) (k2 - k1 ) sin w tg ер == . 1 + (k1 + k2 ) cos (J.) + k1 k2 

30.3 .  А1А2922 - 912 (А1 В2 + А2В1 ) + В1 В291 1 = О .  
30.4.  w = тr /З или w = 5тr /З .  
30. 5.  (А cos w - В) (х - хо) + (А - В cos w) (y - Уо )  = О . 
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30.6.  1 1х + у - 17  = О. 
30. 7. а) 91 1 Х + 912У + С = О; 6) 92 1 х + 922У + С =  О. 
30.8.  d = --=='=А=х=о =+=B=y=o=+=C=I == y'g1 1 A2 + 291 2АВ + 922В2 

d _ IAxo + Вуо + CI sin w 
30 10 rr;:-; ±  � _ 0 30.9. - . . . ху 91 1  Yv 922 - . vA2 - 2AB cos w + В2 

30. 1 1 .  ( 1  ± vf5)x + (±J5 - l)y + (±2J5 - 1 )  == О. 
30. 12 .  зу' 91 1922 - 9f2 · 
30. 13.  ffilx ± V922Y = 2$1 =F VE · 
30. 14. 5х + 4у - lЗ == О , (-З,  7) . 
30. 15 .  х + yf2y - 1 - 2J2 = о. 
30. 16 .  1 С1 - C2 I sin w / v'�A---2 ___ 2_A_B.......,.._co_s_w_+�B---2 . 
30. 17.  91 1  = 1 ,  91 2 = 922 == 1 /4 .  
30. 18. w = 27r /З .  ( 91 1 912 91 3 

В
С

А

0 

) - 1 12 
30.20.  d = !Аха + Вуо + Czo + D I  · ��� ��� ��: А В С 
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91 1  912 913 А1 91 1 912 91 3 А1 
921 922 923 В1 921 922 923 В1 30.2 1 .  с = о .  30.22 .  cos ер = ± с . 93 1 932 933 1 93 1 932 933 1 
А2 В2 С2 О А2 В2 С2 О ( 91 1 91 2 913 А1 91 1 912 913 А2 ) - 1/2 

921 922 923 В 1 921 922 923 В2 · 93 1 932 933 С1 · 93 1 932 933 С2 А1 В1 С1 О А2 В2 С2 О 
30. 23. ffilx + V922Y ± vГвЗЗz = ffi1 + 2V922 =F ЗvГвЗЗ, ffilx - V922Y ± vГв33 z = V9U - 2 V922 =t= з vГв33. 
30.24. 8v'det G. У к а з а н и е. См. задачу 25 .72 .  
30.25 .  х - у == О. 30.26. х + у  - 4z + 4 == О .  

а2 
30. 27. arcsin ---;::====---;:::::==== 

у'4 + (а - 2)2 у'а2 + (а +  1 ) 2 

§31 
31 . 1 .  {О ,  О ,  1 } . 
31 .2 .  1 )  х = -2t ,  у =  7t , z == 4t ; 2) х = t ,  у = -8 - 4t, z = -3 - Зt . 
31 .3 . 1 )  х == 2 + 2t , у = 3 + Зt , z = 1 + 8t ; 2 )  х = t ,  у == 1 ,  z == 9 - t ; 

3) х == 1 ,  у ==  t ,  z == 1 .  
31 .4. 1 )  х - 5z - ЗЗ = О , y + 4z + 17 = О ; 2) 5x - z + 5  = О, 5y + z - 5  = О. 
31 . 5 .  1 )  х == З + 4t , у ==  5 ._ Зt ,  z = 1 ; 2) х + 2у + 10 = О , z - 4 = О. 
31 .6 .  1 )  х = 1 ,  у =  2 ;  у =  2 ,  z = З ;  z == З ,  х == 1 ;  2) Зу - 2z = О , х = 1 ;  

Зх - z = О ,  у = 2 ; 2х - у = О ,  z == З ;  3) х = 1 ; у == 2 ;  z == 3 .  
31 .  7. 1 )  3х + 2у - 6 = О , z = О; 2) 3х + 2у - 6 == О . 
31 .8. х == О, z == З .  31 .9. 1 )  х ± у =  О; 2) х - у =  О ,  z = О. 
31 . 10. 1 )  1 1х - 4у + 6 = 0, z == O; 2) 6х + 5у - 38 = 0, z == O. 
31 . 1 1 .  1 )  (- 1 ,  1 5/2 , О) , (2 ,  О ,  3) , (О ,  5 ,  1 ) ;  

2) (6 , -2 , 0) , (7 , 0 , -5/2) , (0 , - 14 , 15 ) . 
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( x2z1 y1 z2 о) 31 . 12 .  - ' ' . Z2 - Z1 Z2 - Z1 
31 . 13 .  1 )  Пересекаются в точке ( -З ,  5 ,  -5) и лежат в плоскости 9х + 

10у - 7z - 58 = О ; 2) параллельны и лежат в плоскости 5х - 22у + 1 9z + 9 == О ; 
3) скрещиваются; 4) совпадают. 

31 . 14.  1 )  Пересекаются в точке (-З , 0, 4) и лежат в плоскости 2х -
у + 6z - 18 = О; 2) скрещиваются ; 3 )  параллельны и лежат в плоскости 
18х + 25у + 46z - 18 = О; 4) совпадают. 

31 . 15 .  1 )  Совпадают; 2) параллельны и лежат в плоскости 1 2х-Зу+8z = 
О ;  З) скрещиваются; 4) пересекаются в точке ( 10 ,  - 1 ,  О) и лежат в плоскости 
х 

- ::::� rg 

1[7 

i. �� g� ] = 2 
А4 84 С4 

или rg [ 1� �� g� ] = rg [ 1� �� g� g� ] = З .  
А4 В4 С4 А4 84 С4 D4 

31 . 17.  1 )  rg G = З ,  rg F = 4 ; 2) rg G = rg F = З ;  З) rg G = 2 ,  rg F = З ;  
4) rg G = rg F = 2. 

31 . 18.  1 )  Пересекаются в точке (О ,  О ,  -2) ; 2) параллельны; 3) прямая 
лежит в плоскости; 4) пересекаются в точке (2 , З, 1 ) .  

31 . 19. 1 )  Пересекаются в точке ( 2 ,  4 ,  6 ) ;  2) параллельны; З )  прямая ле-
жит в плоскости. 

31 .20.  (6 ,  -2 ,  6) . 31 .21 .  х == 1 + 4t , у ==  -2t ,  z == t . 
31 .22 .  4х + Зz == О, у + 2z + 9 = О .  
31 .23.  2у - z + 2 = О,  х - 7у + Зz - 17 = О .  
31 .24. 4х + Зу - z = О ,  1Зх + 2у - 8z = О . 
31 .25 .  х - 9у + 5z + 20 = О ,  х - 2у - 5z + 9 == О .  

Х 1  - Хо У1 - Уо Z1 - Zo Х2 - хо У2 - Уо Z2 - zo 
31 . 26. Числа х2 - хо У2 - Уо z2 - zo , Хз - хо Уз - Уо zз - zo , 

m п k m п k 
хз - хо Уз - Уо zз - zo 
х 1 - хо У1 - Уо z1 - zo должны быть одного знака. 

m п k 
31 .27. х - Зу + 5z == О . 31 .28. х + у  - 2z + З = О, х - у +  1 = О. 
31 .29. х - Зу - Зz + 1 1  = О. 
31 .30. 20х + 1 9у - 5z + 41  = О. 31 .31 .  18х - 1 1у + Зz - 47 = О. 
31 .32 .  5х + 6z = О. 
31 .33 .  (A 1A2 +B1 82 + C1 C1 ) (A 1m + 81n+C1 k) (A2m + B2n+C2k) > О . з 2 1 31 .35 .  

х - 1 у +  2 z - 3 
31 .34. х =  - t , y = + t , z ==  + t . 1 5 - 1  

§32 
х - З  у + 2  z - 4  

32 . 1 . -- - . 32 .2 .  (7 , 1 , 0) .  5 з -7 
32.3 .  x-z+4 = 0, y = O . 32 .4 .  5х- 1Зу- 12z+20 = 0, 2х - 2у+Зz = 5 . 

х - хо а А 
32 . 5 . (4 ,  - 1 ,  З) . 32 .6 .  х == 3/7, z =  18/7 . 32 . 7. у - Уо Ь 8 = 0 . 

z - zo с с 
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32 . 8 . 2х + 6у - 4z - 56 = О .  32 .9 .  Зх + 2у + 4z - 38 = О .  
32. 10. 4х + 5у - 2z == О. 32. 1 1 .  а (х - х1 ) + Ь(у - у1 ) + c(z - z1 ) == О . 

х - Х 1 А 1 А2 
32 . 12.  у - у1 В1 В2 = О. 32 . 13.  ( 2 , 9 , 6) .  

z - z1 С1 С2 
32. 14. Такой прямой нет. 32. 1 5 .  4х + 5z == О , 4 1у - 63 = О. 
32. 16.  y - 2z = 0, x == 3 . 32 . 17.  y + 2z - 8 = 0, x + 2y - z + 5 = 0 . 

х - хо х1 - хо а 
32. 18.  у - уо у1 - уо Ь == 0 , a (x - xo ) + b(y - yo ) + c(z - zo ) = O. 

z - zo z1 - zo с 
32. 19.  (-2 ,  1 , 4) .  32 .20.  5х - 1 1у + 4z + 5 = О, х + у = О .  
32 .21 .  1 )  13x - 3y - 2z - 12 = О, 1 3x + 6y + 4z - 15 = О; 2) v'13; 3) ( 1 , - 1 ,  2) 

и ( 1 ,  1 - 1 ) .  

ла. 

32 .22 .  2. 32.23 .  24х + 21у - 33z + 50 = О .  
32.24.  1 )  4/ 13 ,  -3/ 13 ,  1 2/13 ;  2 )  1 2/25 , 9/25, 20/25 . 

х - 1 у + 5 z - 3 ( 72 ) 32 .25 .  1 J2 --=1 32.26.  arccos ± 77 . 
32 . 27. 6/ 1 1 ,  7/ 1 1 ,  6/ 1 1 .  

7 98 9 
32.  28. 1 )  arccos ( ± V§I) ; 2) arccos ( ± 195 ) ; 3) arccos ( ± у132) . 

2 91 1 32 
32.29 .  arcsin { 2J2) . 32.30 .  arcsin ( �) . 3 10 19  
32 .31 .  2х + у +  z + 8 = О  или 14х + 13у - 1 1z + 20 == О. 
32 . 32 .  х + у +  z = о или х + у - z + 2 == о .  
32 . 32 . 1 .  l a l /V'l + Ь2 , I Ь l /V'l + а2 ' 1 /Ja2 + Ь2 . 

5 3 10 
32 . 33 .  vТ34 ,  vТ34, ;-:;-;:;-; . Луч проходит внутри трехгранного уг-

134 у 134 
32.34. v'14. 32.35 . 1 )  у'з5/6; 2) 8у'3/26. 
32.36.  х + Зу = О ,  3х - у + 4z - 1 2  == О; АН = y'l 17  /5 .  
32. 37. 

32.40. 

32.41 . 

32 .42 .  

1 )  1 8/vТlo; 2 )  О ;  3 )  16/ЛО2. 32 .38 .  3 . 32.39. 1 /vf6. 
а у12735 и а/ V10. 

. l aA + ЬB + cCI ер =  arcsш , рп 
где р = J g1 1 a2 + 922Ь2 + 9ззс2 + 292зЬс + 2gз 1 са + 291 2аЬ, 

п = Jg1 1 A2 + 922В2 + 9ззС2 + 292з ВС + 29з 1 СА + 2912АВ,  
Yij - метрические коэффициенты взаимного базиса. 

(g1 1 a + 91 2Ь + 91з с) : (g2 1 a + g22b + 92зс) : (9з 1 а + gз2Ь + gззс) = А :  
В : С. 

§33 
33. 1 .  Плоскость , параллельная скрещивающимся прямым и равноуда­

ленная от них . 
33.2 .  Если скрещивающиеся прямые заданы уравнениями r = r 1 + t 1 а 

и r = r2 + t2 Ь и n - нормаль к плоскости 1Г ,  то геометрическое место - это 
прямая : 
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г = Н г1 + г2 + ( г\ :, г�) n) а) + С а� n) + ( ь� n) >· 
D n  

33.3 .  Вектор нормали n; го = 
I n l 2 . 

33.4. г = Г1 + и ( г1 - го ) + v а. 
33. 5 .  ( г - Г1 , а) = О . 33 .6 .  г = Го + и n1 + v n2 . 

D - ( го ,  n) ( г1 - го , Ъ ,  с) 
33.  7. г0 + ( ) а. 33.8. Го + ( Ь ) а. а, n а, , с 

( Го ,  г1 , г2 ) + ( Го ,  г2 , гз ) + ( Го , Гз ,  г1 ) - ( Г1 ,  г2 , г� ) 
33. 9. го - [ ] [ ] [ ] ) а. 

( а, г1 , г2 + г2 , гз + гз , г1 
33. 10.  ( г - го , г1 - го , ai ) = О, ( г - го , Г2 - го , а2 ) = О .  
33. 1 1 .  ( г - го , а, [ а, n] ) = О, ( г, n) = D.  

( го - Г1 , а) [ а, М] + ( го , а) а 
33. 12 .  г1 + I al 2 

а. 33 .13 .  
I a l 2 

( го - г1 , n) ( го - г1 , а) 
33. 14. г1 + ( а, n) а. 33. 15 .  2 г1 - го + 2 \ al 2 

а. 

D - ( го ,  n) D - ( Го ,  n) 
33. 16. г0 + I nl 2 

n . 33. 17. г0 + ( а, n) а. 

D - ( го , n) ( г1 - Го ,  а, Ъ) 
33 . 18. го + 2 

I n l 2 
n .  33.19. Го +  

1 [ а, Ъ] l 2 [ а, Ь] .  
33. 20. D1 ( n2 , nз , n4 ) + D2 ( n1 , n4 , nз ) + Dз (  n4 , n1 , n2 ) + 

D4 ( n1 , nз , n2 ) = О, ( n2 , nз , n4 )2 + ( n1 , n4 ,  nз ) 2 + ( n4 , n1 , n2 ) 2+ 
( n 1 , nз , n2 ) 2 -:/= О .  

33.21 .  1 )  [ n1 ,  n2 ] -:/= О ; 2) [ n1 ,  n2 ] = О и D1 n2 f. D2 n1 ; 
3) [ n1 ,  n2] = О и D1 n2 = D2 n1 . 

33.22.  1 )  ( а, n) -:/= О ;  2) ( а, n) = О , ( г0 , n) -:/= D; 
3) ( а, n) = О , ( го , n) = D. 

33.23.  1 )  ( г2 - г1 ,  а1 , а2 ) -:/= О; 2) ( г2 - г1 ,  ai , а2 ) == О , [ а1 , а2] -:/= О ; 
3) [ а1 ,  а2 ] = О, [ г2 - г1 , ai ] -:/= О ;  4) [ а1 ,  а2 ] = [ г2 - г1 ,  ai ]  = О. 

33 .24. ( г - го , а, n) = О . 33.25 .  ( г - го , а, [ Ъ , с] ) = О .  
33.26. ( [ г , nз ] , [ n1 ,  n2 ] )  = D1 ( n2 , nз ) - D2 ( n1 ,  nз ) .  
33. 27. ( г - [7��J , a, n) = o. 33.28. ( г - г0 , а, Ь) = 0 .  

33.29. ( г - го , [ го , а] - М) = О. 33 .30.  ( г - г 1 , Г2 - г 1 , а) = О .  
33.31 .  ( г - Г1 , а1 , [ ai , а2 ] )  = О, ( г - Г2 , а2 , [ ai , а2 ] )  = О .  
33 .32 .  ( [  г ,  а1 ] - М1 , а1 ,  а2 ) = О, ( [ г , а2] - М2 , ai ,  а2 ) == О. 
33.33.  ( г - го , а) = О , ( г - го , г1 - го , а) = О .  

( г , n1 ) - D1 ( г , n2 ) - D2 33.34. ( г - го , n1 ' n2 ) = О, ( Го , n1 ) - D1 ( го , n2 ) - D2 = О. 
33.35.  ( г - Го ,  а) = О и ( г , [ го ,  а] - М) + ( го ,  М) = О. 

l ( гo , n) - D I 33 37 
D - ( гo , n) ± dl n l  

33.36.  
I n l 

. . го + ( а, n) а. 

33.38. 
l [ г1 - Го , a] I 33.39. 

l ( D2 - ( го ,  n2 ) )  n1 - (D1 - ( го ,  n 1 ) )  n2 1 . 
1 a l l [ n1 ,  n2 ] I 

33.40.  ( n1 , n2 , nз ) = О , [ n1 ,  n2] -:/= О, [ n2 , nз] -:/= О , [ nз ,  n 1 ] -:/= О , 
D1 [ n2 , nз] + D2 [ nз , n1 ] + Dз [ n 1 , n2 ] -:/= О. 
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33.41 . ( n1 , n2 , nз ) = О, [ n1 , n2] # О, [ n2 , nз ] # О , [ nз , n1 ]  # О , 
D1 [ n2 , nз ]  + D2 [ nз , n1 ] + Dз [ n1 , n2 ] = О. 

33.42 . ( n1 , n2 , nз ) (  n1 , D4 , nз ) (  n2 , nз , n4 ) (  n2 , n4 , n1 ) # О, 
D1 ( n2 , nз , n4 ) + D2 ( n1 , n4 , nз )  + Dз ( n2 , n4 , n1 ) + D4 ( n1 , nз , n2 ) # О. 

33 43 
D1 [ n2 , [ n1 , n2] ] - D2 [ n1 , [ n1 , n2] )  + ( го , n1 , n2 ) [ n1 , n2J • • 1 [  n1 , n2 ] 1 2 

· 
33.44. Числа ( г1 - го , г2 - го , а) , ( Г2 - го , гз - го , а) , ( гз - го , г1 - го , а) 

- одного знака. 

§34 
х2 у2 х2 у2 х2 у2 х2 у2 

34· 1 · l )  25 + 16 = l ;  2) 25 + 9 = l ;  3) 169 + 25 = l ; 4) 1 6  + 7 = l ; 
х2 у2 х2 у2 х2 у2 х2 у2 х2 у2 

5) 32 + 16  = l ; 5) 64 + 39 = l ; 7) 4 + 3 = l ; 8) 36 + 32 = l ; 9) 1 6  + 12 = l ; 
х2 у2 

1 о) 28 + 21  = l . 
х2 у2 

34.2 .  2 + 2 2 = 1 ,  где а > с. 34.3 .  3х2 + 5у2 = 32 . а а - с 

34.4. 1 )  с =  �/2;  2) с = Vl0/5; 3) с =  1 /2 ;  4) с =  1/2 .  
34. 5 .  (-3 ,  О) , х = -9 .  34.6. 4/5 .  34.7 .  2ь2 /а. 
34.8 .  ( v15 - 1) /2. 34.9 .  8х + 25у = О .  
34.9 . 1 .  2аЬJ(1  + k2 )/ (b2 + k2a2 ) yl_l ___ k_2_x6-/-(b_2_+_k_2_a-2 ) . 
34.9 .2 .  У к аз а н и е. Использовать результат предыдущей задачи. 
34.9 .3 .  У к аз а н и е. См. указание предыдущей задачи. 
34. 10.  2ab/Ja2 + ь2 . 
34. 10. 1 .  У к аз а н и е. Показать, что если сторона параллелограмма 

проходит через точку (хо , О) большей оси и имеет угловой коэффициент k ,  
то его площадь равна (4kabxo/(k2a2 + b2 ) ) Jk2a2 + Ь2 - k2x6 . 

х2 у2 х2 у2 
34· 12

· 196 + 147 = l , т 
- 48 = l . 

х2 у2 х2 у2 х2 у2 х2 у2 
34· 13· l ) 25 - 9 = l , 2) 16 - 9 = l ,  3) 576 - 100 = l ,  4) 64 - 36 = l , 

х2 у2 х2 у2 х2 у2 х2 у2 х2 4у2 
5) 25 - u == l ,  5) 1 /4 - 3 = l ,  7) 9 - 3 = l ,  8) 25 - 24 = l ,  9) 35 - 35 = 
- 1 .  

34. 14. (-7, О) , х = - 19/5 .  х2 у2 х2 у2 
34· 16· 20 - 5 = l ,  20 - 80 = l . 

х2 у2 
34. 17. �- 34. 18.  10  - 6 = 1 .  

4 9 4 9 
34. 19. (±5 v'з4, ±5) , (± 5 v'з4, =F 5 ) · 
34.20. У к аз а н  и е. Показать, что произведение равно а2Ь2 /(а2 + Ь2 ) .  
34.21 .  20х - 9у - 9 1  == О. 

34 2 
2аЬJ1 + k2 . /k 2 - (k2 2 - ь2 ) • 1 .3 .  l k2a2 - Ь2 / у Хо а . 

1 6-427 1 
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34.22 .  (± аЬ , ± аЬ ) ; возможно, если Ь > а .  
-Jь2 - а2 -Jь2 - а2 

34. 22. 1 .  ( v'5 + 1 )/2 . 
34. 23. 1) у2 = 12х ;  2) у2 = 24х ; 3) у2 = 5х ; 4) у2 = 9х . 
34.24. F(З/2, О) , d :  х = -3/2. 34.25 .  ( 18 ,  ± 12) . 
34.26. 1 )  М( 15/2, ±5v'з) , Af (5/6 ,  ±5/v'з) ; 2) М(2/5 , ±2) ; 

3) М(5/4 , ±5/v/2) ; 4) Лt/(8 ,  ±4V5) , M( l0/3, ± 10/v'з) . 
34.27. 2р. 34.28. · у = 2х - 5 .  34.29. 4v'зр. 
34.30. Зх + 4у - 24 = О. 34. 31 . у = 4 и 16х - 1 5у - 100 = О. -
34.32 . 1 )  х + у ± 5 = О; 2) х - у ±  5 = О . 
34.34. 1 )  а2А2 + Ь2В2 > С2 ; 2) а2А2 + Ь2В2 

== С2 ; 3) а2А2 + Ь2В2 < С2 .  
х2 у2 

34. 35.  17  + 8 = 1 . 34.36 . Окружность х2 + у2 = а2 + ь2 . 
х5 У6 

34.36. 1 .  а2 + Ь2 < 1 .  34.37. Зх + у =  8 .  
34. 38. х = 1 и 5х - 2у + 3 = О . 
34.39 .  1 )  3х - у ±  3у'5 = О; 2) 5х - 2у ± 9 = О. 

х2 2 х2 у2 
34.40.  4 - у = 1 .  34.41 . 8 - 4 = 1 .  
34.42 .  1 )  а2А2 - Ь2В2 = С2 ; 2 )  а2А2 - Ь2В2 < О; 3 )  О < а2А2 - Ь2В2 < С2 ; 

4) а2 А2 - Ь2 В2 = О, С #  О .  
34.43 . 1 ,2) Нет. 34.44. Можно только, если l k l > Ь/а. 

х6 У6 34.45 . а2 - Ь2 Е ( - 1 ,  О) U (О , 1 ) ;  ( х6 _ У5 - l)( x2 _ у2 _ i) - ( x
ox _ УоУ _ 1)

2
= О . а 2 ь2 а 2 ь2 а 2 ь2 

34.46.  Ь2 . 34.47. аЬ. 
34. 50 . Окружность х2 + у2 = а 2 - Ь2 , если а > Ь. 

2 2 Хо Уо 2 34. 50. 1 .  а2 - ь2 > 1 .  34.51 .  у == 4х. 
34.52.  1 ) В2р = 2АС; 2) А = О; 3 )  В2р > 2АС, А #  О; 4)  В2р < 2АС . 
34. 54. Парабола у2 = - �х без своей вершины. 
34. 54. 1 .  Прямая х = О. 
34. 55 .  Директриса параболы - прямая х = -р/2. 
34. 55 . 1 . у5 < 2рхо . 

х2 у2 1 - Л 
34. 56 .  Эллипс а2 + Ь2 == 1 ,  где Ь = 1 + Л а. 

х2 у2 
34. 57. Эллипс а2 + Ь2 == 1 .  

х2 у2 х2 у2 
34. 58.  Эллипс а2 + Ь2 = 1 .  34. 59.  Эллипс а2 + Ь2 = 1 .  
34.60. Эллипс . У к аз а н и е .  Ввести прямоугольную систему координат 

Оху так, чтобы ось Ох проходила через центры 01 , 02 окружностей, а точка 
О делила отрезок 01 02 пополам . Показать , что если 2h = 01 02 и 2а = R- r ,  
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где R, r - радиусы внешней и внутренней окружностей соответственно, то 
х2 у2 

геометрическое место задается уравнением 2 + 2 h2 = 1 .  а а -
34.61 .  Эллипс . У к а з а н и е . Ввести прямоугольную систему координат 

Оху так, чтобы ось Ох проходила через центр 01 окружности и данную точ­
ку А, а точка О делила отрезок О1 А пополам. Показать, что если 2h = О1А 
и а = R/2, где R - радиус окружности, то геометрическое место задается 

х2 у2 
уравнением 2 + 2 h2 = 1 . а а -

х2 у2 
34.62 . Гипербола а2 - Ь2 = 1 .  
34.63 .  Ветвь гиперболы. У к а з а н  и е .  Ввести прямоугольную систему 

координат Оху так, чтобы ось Ох проходила через центры 01 , 02 окружно­
стей, а точка О была равноудалена от этих окружностей. Показать , что если 
Ь2 = 001 . 002 и а - полуразность радиусов окружностей , то геометрическое . 

(х + а)2 у2 
место задается условиями а2 - Ь2 = 1 , х/а > О. 

34.64. Если прямоугольник - квадрат, то окружность, описанная около 
квадрата, и прямые, содержащие его диагонали. 

34.65 . Гипербола. У к а з  а н  и е. Ввести прямоугольную систему коорди­
нат Оху так, чтобы ось Ох проходила через центр 01 окружности и данную 
точку А,  а точка О была равноудалена от окружности и точки. Показать , 
что если а == R/2 и Ь2 = (О1А - R) (01 A + R)/4 ,  где R - радиус окружности, 

(х + а) 2 у2 
то геометрическое место задается уравнением а2 - Ь2 = 1 .  

34.66 . Две сопряженные гиперболы . У к а з а н и е . Ввести прямоуголь­
ную систему координат Оху так, чтобы оси Ох и Оу были биссектрисами 
углов, образованных данными прямыми. 

34.67. Парабола. 

§35 
(х - хо)2 (у - уо ) 2 _ 1 3 5 . 1 .  а 2 + ь2 - . 35 .2 .  (х - 5)2 + (у - 3)2 = 25 . 
(х - 5) 2 (у - 3)2 - 1 35 .3 .  25 + 9 - . 
(х - 5) 2 у2 (х - 5) 2 у2 

35 ·4· 25 + 9 = 1 и 25 + (25/3) 2 == l . 
35 .5 .  3х2 + 2ху + 3у2 - 4х - 4у = О . 
35.6 .  5х2 + 6ху + 5у2 - 6х - 10у - 3 = О. 
35.  7. Дуга окружности радиуса у,--а�2 _+_Ь_2 с центром в точке 

пересечения прямых, симметричных биссектрисе, угловой величины 
arctg ( 1 Ь2 - а 2 1 / ( 2аЬ) ) . 

35 .8. ху - х + 1 = О .  35 . 9. 8ху - 4х - 4у + 3 = О . 
35.9 . 1 .  Пусть D = b-ad/c. Если D > О, то фокусы (- (d/c)±V2f5, (а/с)± 

V2f5) , если D < О, то фокусы (- (d/c) =F VW, (а/с) ± V2f5) . 
35. 10. (х + 1 ) 2 - (у - 1 ) 2 = 2 и (у + 1 ) 2 - (х - 1 ) 2 = 2 .  
35. 1 1 .  (х - l ) (y + 1 )  = 1 /2 и (х - 1 ) (у - 1 )  = - 1/2 .  
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35 . 12 .  4х2 + 6ху - 4у2 - 26х + 18у - З9 = О. 
35. 13.  а) у2 = 10х - 25 ; б) у2 - 2у + 6х + 10 = О. 
35. 14. (2 , 5/4) . 
35 . 15 .  1 )  (у-Ь)2 = 2р(х-а) ;  2) (у-Ь)2 = -2р(х-а) ;  З) (х-а)2 = 2р(у-Ь) ; 

4) (х - а)2 = -2р(у - Ь) . 
35. 16. 2х2 - Вх + Зу - 10  = О . 
35. 18.  4х2 - 12ху + 9у2 - 24х - 36у + 36 = О. У к а з а н и е . Используя 

задачу З4 .55 ,  показать, что прямая, проходящая через точку О параллельно 
оси параболы, равноудалена от точек касания и, следовательно, имеет урав-
нение 2х - Зу + с1 = О. Искать уравнение параболы в виде (2х - Зу + с1 ) 2 = 
р(Зх + 2у + с2 ) .  

35. 19. х2 + 2ху + у2 + 5х - у =  О .  
35 .20.  х2 + 2ху + у2 - 12х + 24у - 54 = О . 
35 .21 .  х2 - 2ху + у2 - 8х - Ву = О .  
35 .21 . 1 .  4ху + Зу2 - 2у - 1 = О . 
35 .21 .2 .  х2 - 6ху + у2 - 2х - 2у + 5 = О .  
35 .21 .3. 9х2 - 8ху + Зу2 - 6х + 10у - 10 = О .  
35 .22.  1 )  Эллипс; 2) парабола; З) гипербола; 4) гипербола; 5) эллипс; 

6) парабола. 
35. 23. 1 ) 2х + Зу - 5 = О , х - 4у + 2 = О ; 2) х + у - 2 = О , Зх - 2у + 1 = О ; 

З) 2х + 5у + 1 = О ,  2х + Зу - 5 = О; 4) 2х - у + 1 = О,  2х - у - 4 = О .  
35.24. 1 )  Окружность с центром ( 1 ,  -З) и радиусом v'l5; 

2) эллипс с центром (-2, 1 ) ,  большая ось параллельна оси Ох , полуоси 
а = 4 ,  Ь = 2 ; 

З) эллипс с центром (-4 ,  О) , большая ось параллельна оси Ох , полуоси 
а = 2VS, ь = VIO; 

4) гипербола с центром ( 1 ,  - 10 ) ,  действительная ось параллельна оси 
Ох, действительная полуось а =  5 ,  :мнимая полуось Ь = 15 ; 

5) гипербола с центром ( - 1 ,  - 1 ) ,  действительная ось параллельна 
оси Оу , действительная полуось а = Jб, мнимая полуось Ь = J5; 

6) гипербола с центром ( -З ,  О) , действительная ось параллельна оси 
Ох, действительная полуось а = 2 ,  мнимая полуось Ь = 1 ;  

7) парабола с вершиной (-2 ,  1 ) ,  р = 5 ,  направление оси совпадает с 
положительным направлениеl\·1 оси Ох ; 

8) парабола с вершиной (О ,  -7) , р = 3 ,  направление оси совпадает с 
положительным направлением оси Ох ; 

9) парабола с вершиной (2 ,  О) , р = 4 ,  направление оси совпадает с 
отрицательным направлением оси Ох; 

10) парабола с вершиной (З , 5) , р = 2 ,  направление оси совпадает с 
положительным направлением оси Оу; 

1 1 ) эллипс с центром ( 1 ,  -2) , большая ось параллельна оси Оу, по-
луоси а = Jб, Ь = JЗ; 

12 )  мнимый эллипс; 
lЗ) пара мнимых пересекающихся прямых; 
14) пара пересекающихся в точке (- 1 ,  1 )  прямых v'з(х + 1 )  ± ../2(у -

1 )  = О; 
1 5) пара параллельных прямых х = -З и х =  2; 
16) пара мнимых параллельных прямых; 
17) пара совпадающих прямых 5х - З = О .  
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2 ( 1 ) 2 Л3 + 1 " 35. 25 .  При Л < - 1  - гипербола (х - Л) + Л у - Л = Л , деи-
ствительная ось которой параллельна оси Ох . При Л = - 1  - две пере­
секающиеся прямые х - у = О,  х + у +  2 = О. При - 1  < Л < О - ги-

2 ( 1 ) 2 Л3 + 1 пербола (х - Л) + Л у - Л = Л , действительная ось которой па-
раллельна оси Оу . При Л = О - парабола х2 = 2у . При Л > О - эллипс 
(х _ Л) 2 + Л (у _ � ) 2 = Л3: 1 _ 

с2 D2 
35 .26.  Пусть К = А + В - Е. Тогда уравнение задает: 1 )  эллипс 

<===:>- А, В ,  К не равны нулю и одного знака; 2) гиперболу <===:>- А, В,  К не 
равны нулю и АВ < О. 

35 .27. 1 )  Парабола с вершиной (2, 1) и фокусом (З ,  2) , р = 2J2, ось : 
у =  х - 1 ;  

2) гипербола с центром (- 1 , - 1 ) ,  асимптоты параллельны осям коор-
динат, фокусы: (- 1  ± J2, - 1 ± J2°) ; 

З) эллипс с центром ( 1 , 1 ) ,  б6льшая ось : х + у  - 2 = О , полуоси а = З ,  ь = 1 · ' 
4) эллипс с центром ( 1 ,  1 ) , большая ось: х + у  - 2 = О, полуоси а = 4 ,  

Ь = 2 ;  
5) парабола с вершиной ( 1 , 1 )  и фокусом (З/2 , 1 /2) ,  р == J2, ось : 

х + у  - 2 = О; 
6) эллипс с центром (2, З) , б6льшая ось : х + 2у - 8  = О , полуоси а = З ,  ь = 2 ;  
7 )  гипербола с центром ( 1 ,  1 ) ,  действительная ось : 2х - Зу + 1 = О ,  

действительная полуось а = 2 ,  мнимая полуось Ь == З ;  
8 )  пара параллельных прямых 2х - Зу  + 1 == О ,  2х - Зу - 2 = О ;  
9) гипербола с центром (З ,  -4) , действительная ось : 2х - у - 10 = О , 

действительная полуось а = З ,  мнимая полуось Ь = 6; 
10) эллипс с центром (7/6 , 1 /З) , б6льшая ось : 6х+ 12у- 1 1  = О , полуоси 

а ==  у'з576 , Ь == J35/6; 
1 1 ) гипербола с центром ( - 1 ,  - 2) , действительная ось : Зх + у + 5 = О ,  

действительная полуось а =  1 ,  мнимая полуось Ь = З ;  
1 2) парабола с вершиной (- 1 /5 ,  З/5)  и фокусом ( 1 /10 ,  6/5) , р = З/'15, 

ось: 2х - у + 1 = О; 
lЗ) парабола с вершиной (З, 2) и фокусом (29/ 10 ,  З9/20) , р = J5/10 ,  

ось : х - 2у + 1 = О; 
14) пара параллельных прямых 2х - у +  1 == О , 2х - у - 4 = О. 

35.28 .  При Л < - 1  - гипербола ( 1  + Л) (х' ) 2 + ( 1  - Л) (у' ) 2 == 1 , действи­
тельная ось которой х + у  = О. При Л == -1  - пара параллельных прямых 
x - y ± l = О. При - 1 < Л < 1 - эллипс ( 1 + Л) (х' ) 2 + ( 1 - Л) (у' ) 2 = 1 ,  большая 
ось которого х + у  = О. При Л = 1 - пара параллельных прямых х + у ± 1 = О .  
При Л > 1 - гипербола (1 + Л) (х' ) 2 + (1 - Л) (у' )2 == 1 ,  действительная ось 
которой х - у = О. Здесь система координат Ох' у' получена из системы Оху 
поворотом на угол 1Г / 4 .  

§36 
х2 у2 z2 

36" 1 " 25 + 9 + 16 = l . 
х2 у2 z2 

36"2 " 9 + 16 + З6 = l . 
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х2 у2 z2 х2 у2 ( z  _ 2) 2 
36

•
3

• 12 + 9 + 36/5 == l .  36"4 " 1 2  + 1 2  + 16  = l .  

(х - 1 ) 2 (у - 1 ) 2 2 36.4. 1 .  4 + 2 + (z  + 1 )  = 1 .  
2 2 2 2 2 2 

36 5 1 )  � + у + z 
= 1 ·  2) х + z 'L = 1 . . 

а 2 ь2 ' а 2 + ь2 . 
36.6. Пересекает при ID I < 2VЗ. 
36 .7. х2 + 2у2 - 4х = · о ,  z = О . 
36.8 .  1 )  (2 ,  1 ,  1 ) ; 2) не пересекает эллипсоид. 
36.9. х = 6t ,  у = Зt , z = 2t , l t l < J2733. 
36. 10. Зх + 4у + 4z = 2 1 .  У к а з а н и е. Учесть, что если точка лежит 

на эллипсоиде, то и точка, сим:метричная ей относительно точки (3 ,  2, 1 ) ,  
лежит на этом эллипсоиде. ( -AD -BD -CD ) 

36. 11 .  2 2 ' ' ' А + в2 + с А2 + в2 + с2 А2 + в2 + с2 
(А2 + в2 + c2 )R2 > D2 . 

36. 13 .  1 ) у'8/5, 3 ; 2) 4J2/5, 2/'15; 3) 1 ,  J2; 4) 3/5 ,  VЗТS. У к аз а н и е . 
3) Ввести новые координаты по формулаы х' = (х + у +  z)/VЗ, у' = (х -
y)/vf2, z' = (х + у  - 2z) /J6. 4) Ввести новые координаты по формулам 
х' = (у +  z)/J2, у' = (-2х + у  - z)/J6, z' = (х + у - z - 1 ) /VЗ. 

36. 13 . 1 .  Ьу11 - D2/(a2c2 (a2 - с2 ) ) .  
36. 14. Линия пересечения состоит из двух эллипсов . У к а з  а н  и е .  Пара­

метризовать второй эллипсоид равенствами х = а cos и cos v ,  у = Ь sin и cos v ,  
z = c sш v. 

36. 15 .  х2 - у2 + z2 - 2z = О  и х2 - у2 - z2 + 4z = О .  
х2 у2 z2 

36. 16.  12  + 108 - 36 = - 1 .  36. 17. х = ±зvГз/2 и х =  ±ЗJ2. 
х - 1  у - 1 z х - 1 у - 1 z 

36" 18" 1 - - 1  - 1 '  1 - 1  - - 1  
36. 19. Если х - z = u ( l  - у) , и (х + z) = 1 + у и х - z v( l + у) , 

(uv - 1 ) 2 v (x + z ) = 1 - у - две образующие, то cos O = ± (и2 + l ) (v2 + l ) · 
у z 

36.20. х - 2у - Зz - 6 = О .  36.21 .  Ь ± � = О. 
36.25 .  а) Эллипс, гипербола, парабола, пара пересекающихся прямых, 

пара параллельных прямых; б) эллипс, гипербола, пара мнимых пересека­
ющихся прямых, мнимый эллипс. 

36.26.  Пара пряl\1ых, пересекающихся в точке (6 , -2,  2) . 
36.27. Пара параллельных прямых 4х - Зу + 5 = О , Зх + 4у - 5z = О  и 

4х - Зу - 5 == О ,  Зх + 4у - 5z = О .  
36. 28. По гиперболе. 36 . 29.  ( 4 ,  2 ,  -2) .  
36. 30. х = Зt, у =  3t, z = -t .  
36.31 .  Две окружности радиуса а. У к а з а н и е. Показать, что линия 

с а2 - Ь2 пересечения лежит в плоскости z = ± -Ь 2 2 у .  а + с 
36. 32 .  У к аз а н и е. Ввести систему координат так, чтобы ось вращения 

была осью Oz , а прямая имела уравнение сх - az = О , "J = -а. 
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2 
36 33 о ... б х 2 2 1 . . днополостныи гипер олоид 4 + у - z = . 
36. 33 . 1 .  a J±l + D2/ (b2c2 (b2 + с2 ) ) .  

(х - 2) 2 ( у  - 3) 2 
== -2 (  - 6)  х2 у2 z 

36. 34. 1 /3 + 3/4 z . 36.35.  а2 - ь2 - � == о. 
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х2 у2 z х2 у2 2 2 36. 36. - + - - - == О. 36. 37. -4 - 12  == 2z или l lx -33у == -8z . а2 Ь2 с 
36.38 .  х2 - у2 + z == О .  36.39.  Эллипс х2 + 2у2 + 2х + 4у - 2 = О .  
36.40.  По гиперболе. х у х у 
36.41 . � - Ь + h == О, ( � + Ь )h = -2z .  
36.42 .  х = у ==  - 1 ,  z > 1 .  36.43. р(а2 + Ь2 ) + 2с > о .  
36.44. 1 .  Гипербола, пара пересекающихся прямых, парабола, пара сов-

падающих прямых. 
36.45.  х = t ,  у =  ±2t ={= 4 ,  z = t - 1 .  
36.46.  х = 8 - 2t , у = t ,  z = 4 - 2 t  и х == 1 6  + 2t , у = t ,  z = 1 6  + 4t . 
36.47. х - у ==  о,  z = о и х + у =  о ,  z = о. 

Ь2 - а2 х2 У2 2 2 36.48. Гипербола z = 2 , а2 - Ь2 = Ь - а , а -:/= Ь. Пара пересека-
ющихся прямых z = О , х = у  и z = О , х = -у.  

36. 51 .  Параболоид вращения. 
36. 52.  Гиперболический параболоид. У к а з  а н  и е .  Ввести систему ко­

ординат так, чтобы прямые задавались уравнениями z = -h, х sin а -
у cos а = О и z = h, х sin а +  у cos а = О .  

х2 у2 
36. 53 .  Гиперболический параболоид: 36 - 16 = z .  
36. 54. Окружность х2 + у2 = 4 ,  z = 2 .  
36. 55 .  (0 , ± 1 2 , 9) , R = 15 .  У к а з а н и е. Показать, что пересечение ле­

жит на плоскостях Зу ± 4z = О .  
± z + a 

36. 56.  Четыре прямые: х = .J2 , х 
z - a  

={= v12 
. 

± z - a ± z + a  
J'2 и х == J'2 , x -

36. 57. х±у ± -/2  == О, z == О; z ±x-/2+ 1 = О , у ==  О; z ±y-/2- 1 = О, х = О. 
Сечение состоит из четырех прямых х = t ,  у = ±(t + -/2) , z == - 1  - t-/2 и 
х = t ,  у =  ± (t - -/2) , z = - 1  + t-/2. 

§37 
37. 1 .  х2 + у2 = 2 .  37.2 .  х2 + у2 = 4 .  37.3 .  ху + yz + xz = О. 
37 4 

(х - 2) 2 (у - 3)2 (z  - 6) 2 = О . . 4 + 9 36 . 
37. 5 .  у2 + z2 = (kx + Ь) 2 . 37.6 .  Конус 40(х - 2) 2 - 9у2 - 9z2 = О . 
37. 7. J У Ь Уа z � zo 1 2 + J z � zo х �хо ( + J х � хо у Ь Уа 1 2 = 

r2 (a2 + Ь2 + с2 ) .  У к а з а н и е. Учесть , что точки цилиндра равноудалены от 
его оси. 

37.8.  8х2 + 5у2 + 5z2 - 4ху + 8yz + 4xz + 16х + 14у + 22z - 39 = О .  
У к а з а н и е. См. указание к задаче 37 .7 .  
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37.9. 2x2 + 2y2 + 2z2 - 2xy - 2xz - 2xz - 3  = О. У к а з а н и е. См. указание 
к задаче 37 .7 .  

121 
37. 10. arccos 1 25 . 37. 11 .  а(х - у) = {3 ,  {З(х + у) = а ,  а2 + [32 f. О .  
37. 12 .  a ( z  - у) = {Зх , {З ( z  + у) =  ах, а2 + {32 f. О .  
37 . 13. У к аз  ан и е .  Найти на кривой четыре точки, не лежащие в одной 

плоскости. 
37. 14. у2 + z2 = 1 .  Не является. 
37. 15 .  Центр (3/2 ,  О, "7 /4) ; ось симметрии у =  О ,  х + 2z = 5 . 
37. 16. Центр (8/3 ,  О ,  2/3) ; полуоси а = у'32/9, Ь = у'в73. 
37. 17. Центр (-8/3, О, 1/3) ; полуоси а = у12079, Ь = y'I0/3. 

1 1 1 1  
37. 19. Ось х = В + t ,  у =  - 2 , z = В - t ; параметр р = 3vf2/4. 

18 24 25 18 24 25 
37· 20· ( 13 ' 13 ' - 26 ) и (- 13 ' 

- 13 ' 26 ) . 
37.21 .  а) Цилиндр х2 + у2 + 2z2 - 2xz - 2yz - 1 = О ;  6) цилиндр х2 + 

2у2 + z2 - 2xz + 2х - 2z - 8 = О; в) цилиндр у2 + z2 - 2рх + 2yz + 4pz == О . 
37. 22.  а) Конус х2 + у2 + 2xz - 2х + 2z + 1 = О; б) конус у2 - 2z2 + xz -

х + 2z = О; в) конус х2 - у2 - 2(z - 2)2 = О . 

§38 
38. 1 .  ху + xz ± yz = О , ху - xz ± yz = О. 
38.3 .  (2х + z) 2 - 10 (2х + z) + 25у2 = О . 

38.2 .  z2 = ±2ху. 

х у z x ± VI2 у z 38.4. х = у = О и _ 16 = 24 = 9 ·  38.5 .  2 1 _ 1  
38.6. 1 )  Эллипс 3х2 + 4у2 + 2ху + 5х - 8 = О ,  z = О ;  2) гипербола 

3z2 + 2yz - z - 1 = О ,  х = О; 3) пара пересекающихся прямых х + z = О ,  у = О 
и х - 1 = о ,  у = о. 

38. 7. Парабола с вершиной (О, О ,  О) , р = 1 / ../2, осью у = О ,  х - z = О и 
фокусом ( 1 /4 , о,  1 /4) . 

38. 8. 1 )  2х + у  = О , y + 2z - 2 = О; 2) x - 2y + 3z + 2  = О , x - 2y + 3z - 3  = О ; 
3) x+2y+3z+4 = О, 3x-2y+z-6  = О; 4) x+y+z+1  = О , 5x+4y+3z+2  = О. 

38.9 .  1 )  Эллипсоид; 2) однополостный гиперболоид; 3) двуполостный 
гиперболоид; 4) конус; 5) эллиптический параболоид; 6) гиперболический 
параболоид; 7) эллиптический цилиндр; 8) параболический цилиндр; 9) ги­
перболический параболоид; 10) однополостный гиперболоид. 

38. 10. У всех поверхностей оси канонической системы координат па­
раллельны осям рассматриваемой системы координат. 

1 )  Эллипсоид с центром (3 , - 1 ,  2)  и полуосями а = 7, Ь = 7 /2 , с = 7 /3 ; 
(х' ) 2 (у' ) 2 (z' ) 2 2) однополостный гиперболоид вращения -4- - 16 - 16 = - 1  с 

центром (-4 ,  О, -6) и осью вращения , параллельной оси Ох' ; 
3) конус вращения (х' ) 2 - (у�) 2 + ( z' ) 2 = О  с вершиной (3 ,  5 , -2) и осью 

.... о ' вращения , параллельнои оси у ; 
4) параболоид вращения с вершиной ( 10 ,  - 1 /2, -3/2) , р = 5/ 12 ,  вектор 

{- 1 ,  О, О} параллелен оси вращения и направлен в сто�,ону вогнутости; 
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5) гиперболический параболоид z' = 2(х' ) 2 - 4(у' )2 с вершиной (3/2 ,  1 , 1/2) ; 
6) эллиптический параболоид z' = (х' ) 2 + 3(у' ) 2 с вершиной (О , 1 ,  -2) ; 
7) конус (х' ) 2 + 2(у' ) 2 - 3(z' ) 2 = О  с вершиной (- 1 , - 1 ,  - 1 ) ;  

( х' ) 2 ( 1 ) 2 ( z' ) 2 8) однополостный гиперболоид ----и;+�-iб = 1 с центром ( 5 ,  2 ,  3) ; 
9) сфера с центром ( 1 ,  -2/3 , О) радиуса R = 4/3 ; 

) " 2 ( 2 ) 2 16 10  круговои цилиндр ( х  - 1 )  + у +  З = g ;  
1 1 ) пара пересекающихся плоскостей (2х - 1 )  ± (у - 2) = О. 
38. 1 1 .  1 )  Круговой конус -(х' ) 2 + (у' ) 2  + (z' ) 2 = О  с вершиной (О ,  О, О) , 

направляющий вектор оси { 1 , 1 ,  О} ; 
2) гиперболический параболоид (х' ) 2 - (у' ) 2 = 2z' с вершиной (О , О , О) ; ор-' { 1 1 } тонормированный базис канонической системы координат е1 = J2 ,  J2 ,  О , 

е� = {-� ' �, о} • е; = {О , О, 1 } ;  

3 )  параболический цилиндр (z' ) 2 = 5х' с вершиной (О , О ,  О) ; ортонор-
' { 3 4 } / мированный базис канонической системы координат е1 = 5 ,  S , О , е2 = 

{-� · � · о } , е; = {О , 0 , 1 } ;  

4) гиперболический цилиндр (z' ) 2 - 2(x' ) 2 = 1 ;  направляющая гипербола 
имеет центр в точке (О , О ,  О) , ее действительная ось параллельна вектору 

1 { 1 1 } ' е1 = J2 ,  J2 ,  О ; направляющая цилиндра параллельна вектору е2 = 

{ -� · � · о} . 
38. 12 .  1 )  Круговой цилиндр (х' ) 2 + ( z' ) 2 = 2� , ось параллельна вектору 

{-2 , 1 ,  О} и проходит через точку (О ,  О , - �) ; 
2) параболический цилиндр (х' ) 2 - 5у' = О , направляющая парабола 

имеет вершину в точке (- 1 , - 12/25 , - 16/25) и ее ось параллельна векто­
ру { О, -3, -4} , направленному в сторону вогнутости параболы; образующая 
цилиндра параллельна вектору {О , 4 , -3} ; 

3) параболический цилиндр z' = 2 (х' ) 2 , направляющая парабола имеет 
вершину в точке (О , О, 1 )  и ее ось параллельна вектору {О , О, 1 } ,  направлен­
ному в сторону вогнутости параболы ; образующая цилиндра параллельна 
вектору {- 1 ,  1 ,  О} ; 

4) круговой конус (х' ) 2 - (у' )2 + (z' ) 2 = О  с вершиной (О ,  О, 1 )  и ортонор-' { 1 1 } мированным базисом канонической системы координат е1 = J2 ,  J2 ,  О , 

е� = {-�, � , о} , е; = {О , 0, 1 } ; 
5) пара пересекающихся плоскостей х - у ±  (z - 1 )  = О; 
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6) гиперболический параболоид (х' ) 2 - (у' ) 2 = -2z' с центром ( - 1 , - 1 ,  
3/2) и ортонормированным базисом канонической системы координат е� = { 1 1 } ' { 1 1 } / 

J2 ' J2 ' 0 ,  е2 = - J2 ' J2 ' 0 ,  е3 = {0, О , 1 } ;  

7) круговой цилиндр (х' ) 2 + (z' )2 = 1 ,  его ось проходит через точку 
(0 , 0 , - 1 ) и имеет направляющий вектор {- 1 , 1 , О} ;  

8) эллиптический параболоид (х' ) 2 +2(z' )2 = � с вершиной ( i ,  - � ,  - �) ; 

направляющий вектор оси параболоида {О ,  1 ,  1 } ,  оси эллипса в сечении па­
раллельны векторам { 1 , 0, 0} , {0, - 1 , 1 } ;  

9 )  круговой конус - (х' ) 2 + (у' ) 2 + ( z' ) 2 = О с вершиной (- 1 ,  -2 ,  - 1 )  и ор-' { 1 1 тонормированным базисом канонической системы координат е1 = J2 , J2 , 

о } , е� = {-�,� , о} ,  е� = {О , О, 1 } . 

38. 13.  Гиперболический параболоид у2 + 2yz - z2 + 4х - 2 = О .  Ка­
ноническое уравнение: (у' ) 2 - (z' ) 2 + 8J2x' = О в системе координат е� = 

' 1 Гn 1 1 Гn { 1 , 0 , 0} , е2 = .../ {O, l + v 2, l } , е3 = . {0 , - 1 , l + v 2} .  Центр 

( 1 /2, О ,  О) . 

§39 

4 + 2J2 v'4 + 2J2 

39. 1 .  1 ) ,2) ,3) ,4) ,8) , 10) , 1 1 ) , 1 3) , 1 4) , 1 5) Да. 5) ,6) ,7) ,9) , 1 2) , 1 6) , 1 7) Нет. 
39.2 .  1 )  Нет; 2) да, абелева группа; 3) да, неабелева группа; 4) нет; 

5)  нет; 6) если d -:/=  1 ,  то нет, если d = 1 ,  то это неабелева группа; 7) да, неа­
белева группа; 8) да, абелева группа; 9) нет; 10) да, абелева группа; 1 1 ) нет; 
12) да, абелева группа; 1 3) нет; 14) да, неабелева группа; 1 5) да, неабелева 
группа; 16 )- 18) да, абелевы группы. 

39.3 .  1) Да, неабелева группа; 2 )  нет; 3) нет; 4) нет; 5) да, неабелева 
группа; 6) да, неабелева группа; 7) да, неабелева группа; 8) нет; 9 )  да, неабе­
лева группа; 10) да, абелева группа; 1 1 ) да, абелева группа; 1 2) нет; 1 3) да, 
абелева группа. 

39.4. 1 ) ,3) ,4) Да. 2) ,5) Нет. 39.5 .  Нет. 
39. 7. Не образует в обоих случаях. 
39.8.  У к аз а н и е . Показать, что рассматриваемые уравнения имеют 

решения . 
39.9. У к аз а н и е . Убедиться в том, что выполнены все условия задачи 

39 .7 .  
39. 10. У к а з ан и е. Рассмотреть равенство (аЬ)2 = 1 .  
39. 15 .  У к аз а н и е . Учесть , что уравнение х + х = 1 в первой группе 

не имеет решений. 
39. 16. У к аз а н и е. Рассмотреть множество решений уравнения х2 = е 

в каждой группе: в первой группе уравнение имеет два решения , во второй 
- более двух решений . 

39. 1 7. У к а з  а н  и е. Сравнить множества решений уравнения х2 = е в 
каждой группе. 
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39. 18.  У к аз а н  и е. Пусть существует изоморфизм ер между этими груп­
пами . Тогда, так как ер(О) == О, то ep( l )  = А -:/=  О .  Доказать, что в этом случае 
ep(k) == kA для Vk Е Z и ер(р) = рА для Vp Е Q. Используя предельный пере­
ход показать, что Vx Е IR изоморфизм действует по правилу ер(х) == хА. 

39. 19.  У к аз а н и е. Сравнить множества решений уравнения х2 == е в  
каждой группе. 

39. 23. У к аз ан и е . См. пример 39 .6 . 
39.24. У к а з а н и е. Если а2 == 1 для любого элемента группы, то вос­

пользоваться задачей 39 . 10 .  В противном случае найти неко:ммутирующие 
элементы а и Ь, для которых а2 = Ь3 = 1 .  

39.27. У к аз а н и е . б )  Если A U  В - подгруппа, х Е А \  В,  у Е В \ А ,  то 
рассмотреть ху. в) Рассмотреть х Е (Н \ А) n (Н \ В) .  

39.28. У к аз а н и е. Рассмотреть элементы ak , k Е N, для каждого а Е 
н .  

39. 30. У к а з а н и е. Учесть, что если Н С  Z - подгруппа, m, n Е Н и  
HOD(m, п) = р, то ::Jk, l Е Z: mk + nl = р. Поэтому pZ С Н.  

39.32 . Нет. У к аз а н и е. Рассмотреть циклическую подгруппу, порож­
денную неединичным элементом. 

39.33. У к аз а н и е . Рассмотреть циклические подгруппы {а} , порож­
денные элементами а Е G. 

39.35 .  Все циклические группы порядка, равного квадрату простого 
числа. 

39. 37. Бесконечная циклическая группа, все циклические группы про­
стых порядков и единичная группа. 

39.38. За исключением самой подгруппы Н смежные классы gH не 
являются группами, так как не содержат единицу. 

39.39. У к аз а н и е. Рассмотреть отображение ер : аН ---+- ЬН , опреде-
ленное правилом: ep(ah) == bh, Vh Е Н .  

39.44. а) Множества Ck == {п Е Z 1 п = k(mod р) } ,  k = 0, р - 1 ; 
б) множества Са = {х Е IR 1 х - [х] == а} ,  О <  а < 1 ;  
в) :множества Ck = { п  Е Z 1 п = (3k) (mod 24) } ,  k = О, 7 ; 
г) множества Са ==  {х Е Q 1 х - [х] = а} ,  а Е [О ,  1) n Q; 
д) множества IR+ и JR_ ; е) множества Са ==  {а ; -а} , а > О. 
39.45 . а) :Множества прямых, параллельных оси абсцисс; 
б) множества Сь параллельных переносов на векторы Ь + а а  (а Е IR) ,  

где Ь - векторы плоскости, перпендикулярные а; 
в) множества Са , а Е [О , 27r/n) , поворотов на углы а + 27rk/n (k Е Z) ; 
г) множества Ck , k == 1 ,  п, всех перестановок (а 1 , . . .  , a n ) , у которых 

Gn == k; 
д) множества Ca,f3 , а, {3 Е IR, многочленов ах5 +,8х4 + f(x) , где deg f (x) < 

3 ;  
е) множества Са , а Е IR, многочленов {f (x) Е /i.;/4 j f (x) == xf1 (x) + 

а, deg f1 (x) < 3} . 
39.46.  а) Множества Ск матриц {А +  К 1 А Е IRn xn , Ат = А} ,  где К -

все кососи:мметрические матрицы из IRn xn ; 
б) множества Cs матриц {А + S I A Е IRn xn , AT == -А} , где S - все 

симметрические матрицы из IRn х п ; 
в) множества матриц А = ( aiJ ) Е IRn х п с одинаковыми элементами над 

главной диагональю (т.е. при j > i) . 
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39.47. а) Левостороннее разложение - это объединение множеств мат­
риц А Е Rn x n , у которых столбцы с одинаковыми номерами пропорциональ­
ны, а правостороннее разложение состоит из множеств матриц с аналогич­
ным свойством строк; 

б) левостороннее разложение - это объединение множеств матриц, в 
каждом из которых содержатся все матрицы, получаемые друг из друга 
произвольной перестановкой столбцов; правостороннее разложение состоит 
из множеств :матриц с аналогичным свойством строк; 

в) левостороннее разложение - это объединение множеств матриц, в 
каждом из которых содержатся все матрицы, получаемые друг из друга 
элементарным преобразованием: столбцов, в котором к какому-либо столбпу 
прибавляется столбец с меньшим номером; умноженный на число; право­
стороннее разложением строится с помощью аналогичных преобразований 
строк; 

г) левостороннее разложение совпадает с правосторонним и является 
объединением множеств Са матриц {А Е Rnx n 1 det A = а} . 

39.48. Левый смежный класс содержит все дробно-линейные функции 
аох + Ь у = d , у которых ао ,  со фиксированы, а Ь, d Е R произвольны и удовле-сох + 

творяют условию aod - соЬ -:/= О ; правый смежный класс содержит все функ-
ах + Ь ции у =  d , у которых со , do фиксированы , а а ,  Ь Е R произвольны и сох + о 

удовлетворяют условию ado - Ьсо -:/= О .  Подгруппа не является нормальным: 
делителем . 

39.49. 3) Левый смежный класс АН составляют все матрицы, полу­
чаемые из А прибавлением ко второму столбцу первого, умноженного на 
произвольное число; правый же смежный класс НА составляют все матри­
цы, получаемые из А прибавлением к первой строке второй, умноженной на 
произвольное число . Подгруппа Н не является нормальным делителем. 

39. 50. 1 )  Да, является . 2) Если А n А0 = 0 ,  то смежный класс А 6 � 
содержит все подмножества множества Jv/ , не лежащие в М \ А0 . Если А n 
Ао # 0 ,  то С!\Щжный класс А 6 1t содержит все подмножества множества 
М ,  содержащиеся в А n А0 . 

39. 52.  Три подгруппы второго порядка: все перестановки, оставляющие 
на месте число k (k = 1 ,  2, 3) , и одна подгруппа третьего порядка, содержа­
щая все четные перестановки. Последняя подгруппа является нормальным 
делителем. 

39. 53. а) 2 ;  б) п ;  в) 4 ; г) 5 ;  д) 6 .  
39. 55 .  а) 1 ;  б) 1 и 2 ; в )  1 и 2 ; г )  любого положительного порядка. 
39. 56. У к аз а н и е . См. задачу 39 .53 ,  пункт "а". 
39. 57. У к аз а н и е. Рассыотреть множество всех матриц вида [ cos(2тck/n) - sin(2тrk/n) ] Е N k Е z 

sin(2тrk/n) cos(2тck/n) ' 
п 

' 
· 

39. 58. У- к аз а н и е. См. пример 39 .8 .  
39. 59. У к аз а н и е. См. пример 39 .7 .  
39.62. У к аз а н и е. а) Воспользоваться тем, что если (аЬ)п = 1 ,  то 

b(ab)na = Ьа и (Ьа)п == 1 .  б) ,в) Использовать пункт "а". г) Например , в Sз : 
а =  (3 , 1 , 2) ,  Ь =  (2 , 1 , 3 ) , с =  ( 1 , 3 , 2) .  

39.63. У к аз ан и е . а) Рассмотреть (аЬ) тр и (ab) sp , где р - порядок аЬ, 
r - порядок а, s - порядок Ь. б) Следует из пункта "а". Нет, неверно -
рассмотреть перестановки а ==  (3 ,  1 ,  2) , Ь = (2 ,  1 ,  3 ) .  

39.64. n/HOD(n, k) . 39.65.  ±1 . 
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39.66 .  У к аз а н и е. Если xk = 1 и х == al , то akl = 1 ,  откуда kl делится 
на п и  l делится на HOD(n ,  k) . Элемент ak имеет порядок n/HOD(n, k) (см .  
задачу 39 .64) и поэтому удовлетворяет условию при HOD(n, l )  = n/k . 

39.67. У к аз ан и е . См. пример 39.8 . 
39.68. У к а з а н  и е. Воспользоваться теоремой 39 . 7, взяв в качестве 

подгруппы циклическую группу, порожденную рассматриваемым элемен­
том. 

39. 70.  У к аз а н и е . См. задачу 39 .59 .  
39. 73. У к аз  ан и е. Пусть {а} - нормальный делитель в группе G. Если 

операция некоммутативна, то Vb Е G Эm, k Е N \ { 1 } :  аЬ = bam и Ьа = akb. 
Показать, что Ьа = bamk и ,  следовательно, а =  amk . 

39. 74. pm - pm- l
. 

39. 75 .  У к аз ан и е. а)-г) Во всех случаях подгруппами являются {ad } ,  
где d - делитель порядка п группы. 

39. 76. У к а з а н и е. а) Учесть, что для взаимно простых р и q существу-
ют и ,  v Е Z такие, что ри + qv = 1 . б) Воспользоваться задачей 39 .63 . в) Рас­
смотреть наименьшее натуральное s ,  для которого а8 Е Н. г) Использовать 
пункт в) , откуда если di и d2 - различные делители п ,  то соответствующие 
подгруппы имеют разные порядки . 

39. 78. Неверно: в мультипликативной группе невырожденных матриц 
из IR2 x 2 элементы второго порядка не образуют подгруппу. 

39.82.  а) Циклическая группа порядка р; б) циклическая группа по­
рядка 5 ; в) циклическая группа порядка 6 ;  г) циклическая группа порядка 
2.  

§40 
40. 1 .  1 )  Кольцо с единицей; 2) кольцо без единицы; 3) кольцо без едини­

цы ; 4) не образуют; 5) поле; 6) не образуют; 7) кольцо с единицей; 8) кольцо 
с единицей; 9) поле; 1 0) не образуют; 1 1 ) поле; 12) поле. 

У к а з  а н  и е . 1 1 )  Для нахождения элемента х +  y ij2  + z W, обратного к 
произвольному ненулевому элементу вида а +  Ъ?12' + c.q'4, составить систему 
для нахождения х ,  у ,  z и показать, что определитель ее матрицы а3 + 2Ь3 + 
4с3 - 6аЬс обращается в нуль при а, Ь, с Е Q только в том случае, когда 
а =  Ь = с = О. 

40.2 .  1 )  Не образуют; 2) не образуют; 3 )  некоммутативное кольцо с 
единицей и с делителями нуля; 4) коммутативное кольцо с единицей и с 
делителями нуля; 5 )  некоммутативное кольцо без единицы и с делителями 
нуля; 6) поле; 7) поле; 8) коммутативное кольцо с единицей и с делителями 
нуля; 9) поле. 

40.3 .  1) Не образует (см. пример 39.2) ; 2) поле; 3) коммутативное кольцо 
без единицы и с делителями нуля; 4) коммутативное кольцо с единицей и с 
делителяыи нуля; 5) не образует; 6) некоммутативное кольцо без единицы и 
с делителями нуля. 

40.4.  1 )  Не образует; 2) не образует; 3) коммутативное кольцо с еди-
ницей и без делителей нуля; 4) коммутативное кольцо с единицей и без де­
лителей нуля ; 5) КОМl\'Iутативное кольцо с единицей и с делителями нуля; 
6) коммутативное кольцо без единицы и с делителями нуля; 7) коммутатив­
ное кольцо с единицей и с делителями нуля; 8) поле. 

40. 5. Нет. 40.6.  Нет. 
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40. 14.  1 )  Все классы Ck , k > 1 ,  где k не является делителем р; все 
остальные классы, кроме С0 ; 

2) все матрицы,  у которых aii -:/= О ,  i = 1 ,  п ;  все матрицы, у которых 
aii = О  хотя бы при одном i ;  

3) все матрицы о./ , у которых о. -:/=  О ; делителей нуля нет; 
4) см. ответ пункта 2) . 
40. 16. Пары (а , О) и (О, Ь) , где аЬ -:/= О .  
40. 17. Матрицы, у которых элемент в левом верхнем углу отличен от 

нуля. 
40. 19. /l4 .  
40.20 .  У к а з  а н  и е . Раскрыть скобки в произведении (а+Ь) ( l  + 1 )  двумя 

разными способаl\,IИ . 
40.22.  У к аз а н и е. Пусть а - элемент кольца, отличный от нуля . По­

казать, что соответствие х 1--+- ах , где х - любой элемент, является взаимно 
однозначным отображением данного кольца на себя . 

40.23.  У к аз а н и е. См. задачу 39 . 13 .  
40. 24. У к а з а н и е. а) Показать , что отображение х 1--+- ах (а Е К, 

а i= О) - биекция; б) элемент, обратимый справа, не является делителем нуля, 
и поэтому х � ах (а Е К, а -:/= О) - биекция; в) если аЬ = О  и а не является 
правым делителем нуля, то элементы х 1 а, . . . , Хпа попарно различны и один 
из них равен 1 .  Утверждения б) и в) не верны в кольцах без единицы . 

40.25 .  У к а з а н и е. б) Учесть, что если аЬ == 1 ,  то (Ьа - l )b = О ; в) см. 
задачу 40 .24 ,  п."б"; г) см. ответ к задаче 40 . 24 . 

40. 26. У к аз а н и е. Рассмотреть кольцо из задачи 40. 2 (5) . 
40.27.  Вообще говоря, не является . 
40.35 .  У к аз а н и е. См. задачу 39 .68 . 
40.36.  У к аз ан и е . Учесть равенство па = ( 1 + 1  + . . .  + l )a . 

п 
40.40. У к а з а н и е . Рассмотрим О ,  1 Е Р и \/а Е Р, отличный от них . 

Из задачи 40.33 следует, что 1 + 1 +  . . .  + 1  = О. Поэтому для х = 1 + 1 + 1 :  
6 

х + х = О => ( 1  + l )x = О => характеристика поля Р равна 2 или 3 .  Если 
характеристика равна 2 ,  то а + а = О и для Ь = а + 1 :  Ь + Ь = О => а + 
Ь = а + а + 1 = 1 и {О, 1 ,  а , Ь} - подгруппа в Р , что противоречит теореме 
Лагранжа. Если характеристика равна 3 ,  то О, 1 ,  1 + 1  = а -:/= О и а Е Р. Пусть 
Ь Е Р отличен от них. Тогда Ь + Ь + Ь = О и Ь + Ь -:/= О .  Если Ь + Ь = 1 ,  то 
1 + Ь = О => Ь = а . Если Ь + Ь = а,  то а + Ь = О => Ь = 1 .  Таким образом, 
{О ,  1 ,  а, Ь, 2Ь} С Р, и следовательно, в поле Р существует еще один элемент с, 

отличный от вышеуказанных. Тогда с + с -:/=  О - еще один , седьмой , элемент 
поля Р . 

40.41 .  У к аз а н и е. Аддитивная группа поля К из четырех элементов 
не может быть циклической (см . задачу 40.38) , и поэтому все ее отличные 
от нуля элементы имеют порядок 2, К = {О ,  1 ,  а , 1 + а} ,  при этом уl\1ножение 
определяется однозначно, в частности , а(а + 1 )  = 1 .  

40.42 . У к аз ан и е. Мультипликативная группа поля из п элементов 
имеет порядок п - 1 .  

40.45. Множество дробно-рациональных функций, представимых в ви­
де f (x) /g (x) , g(x) ф О ,  где f, g Е Z2 [x] .  

40.46. 2 при р = 3 ;  4 при р = 5 ; 3 при р = 7; 1 0  при р = 1 1 . Элемент 2 
является образующим в Zз , Z5 и Z1 1 . 

40. 4 7. а) 3 и 5 ;  б) 2,  3 , 8 и 9 .  
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40.48. А == 

о 1 о 
о о 1 

о о о 
о о о 

о о о о о 
о о 1 о о 

, В ==  О 2 О 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

о 1 
о о о о о р - 1 о 

40.49. Нет, неверно. У к а з ан  и е. Воспользоваться определением опре­
делителя. 

40. 50. У к аз а н и е . См . указание к предыдущей задаче. 
40. 53 .  а) {- 1 , -3 + 2J2} ; б) 0 ;  в) 0 ;  г) 0 ;  д) 3 ± 2J2. У к а з а н и е . 

Число 13  не является полным квадратом в этом поле . 
40. 54. а) ( 1 ,  2 ,  О) , ( 2 ,  О ,  1 ) ,  (О ,  1 ,  2) ; б) ( 1 ,  2 ,  О) . 
40. 55 .  а) 0 ;  б) (2 ,  6 ,  5) . 
40. 56.  а) Имеет два решения; б) имеет одно решение; в) имеет одно 

решение для любого а Е Z1 1 . 
40. 59 .  У к аз а н и е. См. (9] , с . 1 55 . 

§41 
41 . 1 .  а) 1 + 18i ; б )  4i; в )  7 + 17i ;  г )  4 ;  д) 52i ; е )  10 - l l i ;  ж)  14 - 5i ;  з ) 5 + i ; 

и) 1 + t i .  
41 .2 .  i77 == i ;  i98 == - 1 ;  i- 57 == -i ;  in = 1 при п == 4k, in = i при 

п = 4k + 1 ,  in == -1  при п == 4k + 2, in  = -i при п == 4k + 3 (k Е Z) . 
41 .5 .  а) ( i ,  1 + i) ; б)  (2 ,  1 - i) ; в) 0 ;  г) (-i/2 + ( 1  + i/2)z2 , z2 ) ,  z2 Е С; 

д) (3 - l li ,  -3 - 9i ,  1 - 7i) . 
41.6 .  а) (2 ,  -3) ; 6) (3 ,  -5) . 41 . 9. а) О ,  1 ,  - �  ± v; i ;  6) О,  ± 1 ,  ±i .  
41 . 10. а) ±2i; б) ±(1 + i) ;  в) ± (2 - 2i) ; г) ± (2 - i) ;  д) ± ( 1  +4i) ;  е) ± (5 + 6i) ; 

ж) ± ( 1 - 3i) ; з) ± (3 - i) ; и) ± ()� + 2  - ij � 2 ) . 

41 . 1 1 .  а) { 3 - i , - 1 + 2i} ; 6) {2 + i ,  1 - 3i} ;  в) { 1 - i ,  4 � 2i } ; 
г) { 5 - 2i , 2i } . 

41 . 12 .  Ук аз а н и е . Воспользоваться задачей 4 1 .7 ,  п."б". 
41 . 13 .  Нет, не образует. 
41. 14. а) Коммутативное кольцо с единицей и без делителей нуля, но 

не поле; б) поле . 
41. 16.  Некоммутативное кольцо с единицей и без делителей нуля. 
41 . 18 .  а) п == 4k, k Е N; б) п == 4k - 2 ,  k Е N. 
41 .21 .  а) Ь + 2с -:/= (а - 2d)i ;  б) Ь + 2с == (а - 2d)i ; в) а = d == О,  Ь == - 1 ,  

с Е IR; г) а2 + Ь2 == 1 ,  d == -2а ,  с = 2Ь. 
41 .22 .  l\!Iожно с Л = ../5. Представление с чисто мниl\IЫI\1 Л невозмож-

но. 

§42 
42 . 1 .  Тригонометрическая форма имеет вид т(соs <р + i sin <p ) ,  где : 
1 )  r = 5 ,  ер == О ;  2) r == 1 ,  ер == 7Г /2 ; 3) r == 2 ,  <р == 7Г;  4) r = 3 ,  ер = 37Г /2 ; 

5) r == J2, ер =  1Г/4 ; 6) r == J2, ер = -1Г/4; 7) r = J2, ер == 37Г/4; 8) r = 2 ,  
<р == 1Г/3 ; 9 )  r == 2 ,  ер = -1Г/3; 10) r = 2 ,  ер = 27Г/3; 1 1 ) r = 2 ,  ер = 7Г/6 ; 
12 )  r = 2 ,  ер = 57Г /6; 13) r = 2 ,  <р == 77Г /6 ; 14) r == J6 + J2, ер == 7Г / 12 ;  
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1 5) r = J6 + J2, ер = -57r/1 2 ; 16) r = 1 ,  ер =  -а;  17) r = 1 ,  ер =  7r/2 - а ;  
18 )  r = 1 ,  ер =  2а;  19) r = J2, ер =  7r/4 . 

42.3 .  1 )  Окружность радиуса 1 с центром (О ,  О) ;  
2) круг радиуса 1 с центром (О ,  О) ; 
3) внутренность круга радиуса 2 с центром (О ,  О) ; 
4) круг радиуса 1 с центром (О ,  1 ) ;  
5 )  внутренность круга радиуса 1 с центром ( - 1 , 1 ) ;  
6 )  кольцо, ограниченное окружностями радиусов 1 и 3 с общим центром 

( 1 ,  О) ; 
7) прямая у = - 1 ;  8) прямая у ==  2х - 5 ;  
9 )  луч, выходящий в первую четверть из  начала координат по прямой 

у = х/�; 
10) внутренность острого угла между лучами, выходящими из начала 

координат и наклоненными к положительному направлению оси Ох под уг­
лами ±тr/3 ;  

1 1 ) угол между прямыми у = ±х - 1 , в котором расположена точка 
( 1 ,  - 1 ) ;  

1 2) прямая у ==  1 ;  
1 3) окружность радиуса 1 с центром ( 1 ,  О) , из которой исключено начало 

координат; 
14) внутренность круга радиуса 1 с центром (О ,  1 ) ;  
1 5) внутренность квадрата с вершинами (± 1 ,  О) , (О ,  ± 1 ) ;  
1 6) окружность радиуса 2/3 с центром (2/3, О) ; 

х2 у2 
1 7) эллипс 3 + 4 = 1 ;  

4х2 4у2 
18) верхняя ветвь гиперболы 7 - 9 = - 1 ;  

19) окружность радиуса 1 с центром (О ,  О) ; 
20) окружность радиуса 3 с центром (-3, О) ; 
2 1 )  объединение внутренностей колец 4п2тr2 < х2 + у2 < (2п + 1 ) 2тr2 , 

n = 0, 1 , 2 , . . . ; 
22) нижняя полуплоскость у < О ,  из которой исключена прямая у = - 1 ; 
23) окружность радиуса 2 с центром ( 1 , О) . 
42 .4. (7 + i ) t ,  где t > О .  
42.6 .  а) Образует в том и только том случае , когда r == 1 или r = О ;  

б)  не образует. 
42. 7. а) 3 + 4i ; б) 5 - 12i ; в) {0 , ±i } ; г) { O; cos 2�k + i sin 2�k , k = 0, 4 } ; 

д) { о , - 1 ,  � ± v; i } . 
42.8 .  а) z2 = tz1 , t Е IR, t > О ;  б) z2 == tz1 , t Е IR, t < О .  

42 . 10. Im z2 - zi == О. 42 . 13 .  cos( ер + 1/J) + i sin ( ер + 1/J) . Z3 - Z1 
42 . 14. � ( cos (2rp - ;; ) + i sin(2rp - ;2 ) ) . 

42 . 15 .  а) 2 1 2 ( 1  + i) ;  б) 29 ( 1  - i�) ;  в) (2  - v13) 1 2 ; г) 2 ; д) -64 . 
) 2n/2 ( тrп . . тrп ) . б) тrп . . 7rn . 42. 16.  а cos Т + i sш 4 , cos З - i sш 3 '  
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в) cos (2an) - i sin (2an) ; г) 2in- I .  
2n п а ( ап . . ап ) cos 2 cos 2 + i sш 2 . 42. 17. 

42 . 18 .  
42. 19.  

У к аз а н и е. Показать , что z = cos ep ± i sin ep. 
а) !\1ножества Сх,у = { a + ib Е C l a - [а] =  х , Ь - [Ь] = у} , О <  

х , у < 1 ; 
б) множества Ст = {z  Е C I l z l = r } ,  r > О; 
в) множества СЧ' = {z  Е С \ {О} 1 arg z = ер} , О < ер < 27r ; 
г) множества СЧ' = { z Е С \ {О} 1 arg z = ер} , О <  ер < 7r; 
д) множества Су = {z  Е C I Im z = у} , у Е IR; 
е) множества Сь = { z Е C I Im z = tg epo · Re z + Ь} , Ь Е IR, если еро -:/= 

7r/2 + 7rk, k Е Z, и Сь = {z Е С 1 Re z = Ь} , Ь Е IR, если еро = 7r/2 + 7rk ,  
k Е Z. 

42 .22 .  а) О ; б) -3; в) 3iJЗ. 
42.23 .  а) cos5 х - 10  cos3 х sin2 х + 5 cos х sin4 х;  

б) cos8 х - 28 cos6 х sin2 х + 70 cos4 х sin4 х - 28 cos2 х sin6 х + sin8 х ; 
в) 6 cos5 х sin х - 20 cos3 х sin3 х + 6 cos х sin5 х;  
г) 7 cos6 х s in х - 35 cos4 х sin3 х + 21  cos2 х sin5 х - sin7 х .  

У к а з ан и е. Для выражения (cos x+i  sin x )n воспользоваться формулой 
Муавра и формулой бинома Ньютона. 

2 (3 tg ер - 10 tg3 ер + 3 tg5 ер) 
42.24. 2 4 6 . 1 - 15  tg ер + 15  tg ер - tg ер 
42.25 .  L ( - 1 ) k+2c�k cosn-2k х sin2k х ; 

"""' ( l ) k+ lc2k+ l n-2k- 1 . 2k+l � - п cos х sш х. 
k : l � 2k+ l �n 

4 26 ) 3 sin х - sin 3х . б) cos 4х - 4 cos 2х + 3 . 2.  . а 
4 ' 8 ' 

) cos 5x + 5 cos 3x + 10 cos x ) cos 6x + 6 cos 4x + 15 cos 2x + 10 в 
1 6  ; г 

32 . 
У к аз а н  и е. Воспользоваться тем, что если а = cos x+i sin х ,  то cos kx = 

а + а . а - а ( - 1 ) k ( - 1 ) k 
2 , sш kx = 

2i . 

42.27. а) 2nf2 cos 1Г
4
n ; б) 2n

/ 2 sin 1Г
4
n . У к а з  а н  и е. Вычислить ( 1 + i )n 

двумя способами. 
42. 28. У к аз а н и е. Использовать формулу бинома Ньютона. 
42 29 2n3- (n- 1 ) /2 . 7rn . . sш 

6 . 
42. 30.  У к аз а н и е. См. указание к задаче 42 .28 .  

ak+2 cos kep  - ak+ l cos (k + l )ep  - а cos ер + 1 
42 . 31 .  а) ; а 2 - 2а cos ер + 1 

б) a
k+2 sin(<p + kh) - ak+1 sin(<p + (k + l ) h) - a sin(<p - h) + sin <р .  

а2 - 2a cos h + 1 
У к аз а н  и е. Воспользоваться формулой суl\1мы геометрической про-

грессии со знаменателем а( cos ер + i sin ер) . 
42. 32.  У к аз а н и е. См. указание к предыдущей задаче. 

2 (2 - cos x ) 
42. 33.  

5 4 
. - cos x 
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) n n Х n + 2 6) п n Х . n + 2 
42 . 36.  а 2 cos 2 cos 2 х ; 2 cos 2 sш 2 х . 
42 37 ) 2n . n х (п + 2)х - 1fn . 6) 2n . n х . (п + 2)х - 1fn . . а sш 2' cos 2 , sш 2 sш 2 . 

§43 

43 1 ) ( 4 k + 1 )  1f . . ( 4k + 1 )  1f k о 5 
. . а cos 12  + i sш 1 2  , = , ; 

6) 2 ( ( 6k - 1 )7r . . . ( 6k - 1 )7r ) k - -о 9 · 
COS 

30 + 'Z SШ 
30 

, - , , 
) Гn2 ( (8k - l }7r . . (8k - 1 )7r ) k -

-

0 7 · в у L, cos 
32 + 'l sш 

32 ' - ' ' 

) (4k - l )7r . . (4k - 1 )7r k -

-

0 6 · г cos 
14 

+ i sш 
14  ' - ' ' 

) 10;n2 ( (Bk - 3)7r . . (Bk - 3 )7r ) k _ -0 4 д v L. cos 20 + i s1 n 20 , - , · 

43. 2 .  1 ) { 1 ,  - l � i v'3 } ; 2) { ± 1 , ±i} ;  3) { ± 1 ,  ± 1 +; v'3 ' ± 1 -; v'3 } ; 
4 ) { ±v:+ i , - i } ; 5) { l ± i , - l ± i} ; 6) 2о/1 , см . пункт 3 ; 

7) {±J2, ±J2i, ±J2( 1 + i ) , ±J2( 1 - i) } ; 

8) { ±iv'З, ± �(v'З+ i) , ± � (v'З- i) } ;  
9) {±(у'З + i) ,  ± ( 1  - iv'З) } ;  10) { ± (3 + iv'З) ,  ±(v'З - 3i ) } ; 
1 1 ) { � lf'i.( J 2+v'3+iJ 2-v'З) '  � ifi(i- 1 ) ,  � lf'i.( J 2-v'З+iJ 2+v'З) } ; 
1 2) { �J2( J2 + v'3- iJ2 - Vз) ' -�h( J2 - Vз- iJ2 + v'З) ,  - 1 - i  } ;  
13 )  {±v'З + i , -2i} ; 14) { � (±J3 - i) , 3i } ; 

15 ) { ± з +;vз , ±vз; зi } ; 1в) {± (� + i) , ± ( 1 - i�) } . 
43.3 .  z > О,  п Е N и z < О ,  п = 2k + 1 ,  k Е N. 
43.6 .  Нет. У к а з а н и е . Воспользоваться предыдущей задачей. 
43.9 .  У к а з а н и е. Учесть, что 1 принадлежит группе. 
43. 10. а) 1\1ножества Cz , состоящие из всех корней п-й степени из числа 

z п ,  z Е С \  {О} ;  6) множества Cz = vzn, где z Е С: l z l  = 1 .  
43. 14. а) 1 ;  6) 2 ;  в) 4 ;  г) 8 ;  д) 8; е) pk - pk- 1 . 

43. 15 .  а) О; 6) О ,  если s не делится на п ,  и п,  если s делится на п;  
в) ( - l ) п- 1 . 

п n (n + 1 ) 
43. 16.  а) - -- , если с # 1 ,  и 2 , если с =  1 ; 1 - с 
6) п 2 ( 1 - с) + 2п -1- 1 п ( п + 1 ) (2п + 1 )  _ 1 - ( l  _ с ) 2 , если с / , и 6 , если с _  . 

2 1 - п 1 - п 7r 
43. 17. l - c  43. 18. а) 2 ; 6) 2 ctg 

п ' 
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43. 19.  Если wo - центр п-угольника, то: а) nwo ; 6) пw5 ; в) n\wo l 2  + n. 

43. 20. -�· [ ( 1 + 2i)n+ l - ( 1 - 2i) n+ 1 ] .  43.21 .  � [ ( 1 + 2i)n + ( 1 - 2i)n ] . 

43.22 .  
a
2

n 

[in + нп 43.23 .  
i� [С + ;vз) n+ l - с -;vз) n+T 

43.24. ( 1 + п)iп . 43.25 .  п + 1 . 43.26.  -1-in + -1-. .  
l + i 1 - i 

43. 27. У к а з а н и е. Умножить матрипу определителя в левой части 
на транспонированную матрицу определителя Вандермонда V(c:1 , с:2 , . . . , C:n ) 
(см .  §7) .  

43.29.  ( 1 - an )n- 1 . У к а з  а н  и е .  Использовать результат задачи 43 .27 
и равенство ( 1  - ас:1 ) ( 1 - ас:2 ) . . .  ( 1  - йС:п ) = 1 - ап , где с: 1 , с:2 , . . .  , C:n - все 
значения корня п-й степени из единицы. 

43. 30. f (r71 ) f (ry2 ) . . . f (rJn ) , где f (х) = а 1 + а2Х + а3х2 + . . . + anx
п- I 

и 'f/1 , 
ry2 , . . .  , 'Г/п - все значения корня п-й степени из - 1 .  У к а з а н и е . Умножить 
матрипу определителя на транспонированную матрицу определителя Ван­
дермонда V ( 1]1 , 1]2 , . . . , 'f/n ) .  

43.31 .  f(a1 )f (a2 )  . . . f(an ) , где f(x) = а1 + а2х + а3х2 + . . .  + anxn- l и 
а1 , а2 , . . •  , Gn - все значения корня п-й степени из z .  

43. 32.  

1 1 1 1 1 
1 с:- 1 с:-2 с:-3  c- (n- 1 )  
1 с:-2 с:-4 с:-6  c-2(n- 1 ) 
1 С:-3 С:-6 С:-9 c-3{n- 1 )  

1 c- (n- 1 )  c-2(n- 1 } c-3 {n - 1 )  
43 . 33 .  л- 1 = (bij ) ,  где bij = c:-ij /п .  

- (n- 1 )2 с: 
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Алгебраическая операция 1 1 1  
- - ассоциативная 1 1 1 
- - дистрибутивная 1 1 1  
- - коммутативная 1 1 1  
Алгебраическое дополнение 50 
Аффинная система координат 189 
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темы векторов 221 
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Векторов линейная комбинация 126 
- разность 1 19 
- разность 126 
- сумма 1 18 
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Величина вектора 1 18 
- направленного отрезка 1 17 
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- - прямых в пространстве 272 
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Вронского определитель 
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Гипербола 292 
- равносторонняя 293 
Гиперболоид вращения 3 1 9  
- двуполостный 319  
- однополостный 3 18  
Гиперболоида вершины 3 19  
- главные оси 3 1 9  
- двуполостного каноническая сис-

тема координат 3 1 9  
- - каноническое уравнение 3 19  
- однополостного горловой эллипс 3 19  
- - каноническая система коор-

динат 319  
- - каноническое уравнение 3 19  
- - прямолинейные образующие 320 
- полуоси 3 19 
- центр 3 19  
Гиперболы асимптоты 293 
- вершины 293 
- ветви 293 
- вещественная ось 293 
- диаметр 30 1 
- директрисы 294 
- каноническая система коорди-

нат 293 
- каноническое уравнение 293 
- мнимая ось 293 
- полуоси вещественная (мнимая) 293 
- сопряженные 294 
- фокальные радиусы 292 
- фокусы 292 
- хорда 301 
- центр 293 
- эксцентриситет 294 
Гиперплоскость 1 57 
Грама матрица 204 
Группа 344 
- абелева 344 
- аддитивная 344 
- вычетов 350 
- коммутативная 344 
- конечная 346 
- мультипликативная 344 
- циклическая 346 
Группы аксиомы 344 
- порядок 346 
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- циклической образующий 
(порождающий) элемент 346 

Декартово произведение 
множеств 103 

Деление отрезка в отношении 1 20 
Делитель нуля 363 
- - левый (правый) 363 
Длина вектора 1 18 
- направленного отрезка 1 17 

Закон композиции внешний 1 12 
- - внутренний 1 1 1  
Закона композиции внешнего дист­

рибутивность 1 1 2  
Замкнутость относительно опера­

ции 22 
Знакопеременная группа 348 

Изоморфизм групп 345 
- колец 363 
- полей 364 
Инверсия 38 
Индекс нильпотентности матрицы 22 

Йордана произведение 20 

Касательной к гиперболе урав-
нение 294 

- к параболе уравнение 295 
- к эллипсу уравнение 292 
Коллинеарности критерий 217  
Коллинеарность векторов линей-

ного пространства 132 
- геометрических векторов 1 18 
- направленных отрезков 1 1 7 
Кольца аксиомы 363 
Кольцо 362 
- аннуляторное 368 
- вычетов 363 
- коммутативное 363 
- с единицей 363 
Коммутатор групповой 97 
- матриц 1 1  
Коммутирующие матрицы 1 1  
Компланарности критерий 218  
Компланарность геометрических 

векторов 1 18 
- направленных отрезков 1 17 
Комплексная плоскость 374 
Комплексного числа алгебраическая 

форма 373 
- - аргумент 377 
- - действительная часть 373 

46 1 

- - мнимая часть 373 
- - модуль 377 
- - сопряжение 373 
- - тригонометрическая форма 378 
Комплексное число 373 
- - ЧИСТО МНИl\Юе 373 
Комплексной плоскости веществен-

ная ось 374 
- - мнимая ось 374 
Конические сечения 329 
Континуанта 81 
Конус 329 
- вращения (круговой) 329 
Конуса вершина 329 
- направляющая 329 
- ось 329 
Координатные оси 189 
- плоскости 189 
Координаты вектора 146 
- точки 189 
Корень из комплексного числа 383 
- - - - первообразный 385 
Коши определитель 82 
Крамера правило 162 
Кронекера символ 9 
Кронекера-Капелли теорема 166 
Кронекерово произведение матриц 29 
Кэли теорема 348 

Лагранжа ыетод 308 , 336 
- теорема 346 
Лапласа теорема 50 
Линейная комбинация матриц 10  
- - нетривиальная 130 
- - тривиальная 130 
Линейного пространства базис 145 
- - векторы 1 26 
- - нулевой вектор 1 26 
- - размерность 145 
Линейное вещественное простран-

ство 1 25 
- пространство п-мерное 146 
- - бесконечномерное 146 
- - конечномерное 146 
Линии второго порядка инвариан-

ты 3 1 1 
- - - общее уравнение 307 
- - - полуинвариант 31 1 
- - - характеристическое уравне-

ние 3 1 1  
Линия второго порядка централь­

ная 3 1 3  

Матриц кронекерово произведение 29 
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- линейная комбинация 10 
- произведение 10  
- равенство 10  
- разность 10  
- сумма 10  
Матрица 9 
- вырожденная (невырожденная) 87 
- дважды стохастическая 28 
- диагональная 9 
- единичная 9 
- квадратная 9 
- квазидиагональная 22 
- квазитреугольная 22 
- клеточная (блочная) 22 
- кососимметрическая 21  
- косоэрмитова 377 
- ленточная 23 
- нильпотентная 22 
- нормальная 2 1  
- нулевая 9 
- обратная 87 
- окаймленная 99 
- ортогональная 2 1  
- перестановки 36 
- перехода от базиса к базису 146 
- периодическая 2 1  
- полного ранга по числу строк 

(столбцов) 1 36 
- преобразования подобия 100 
- присоединенная (взаимная) 87 
- противоположная 10  
- с диагональным преобладанием 140 
- симметрическая 21  
- скалярная 9 
- сопряженная 37 4 
- столбцовая 9 
- стохастическая 28 
- строчная 9 
- ступенчатая верхняя (правая) 2 1  
- - нижняя (левая) 2 1  
- трапециевидная 21 
- треугольная верхняя (правая) 20 
- - нижняя (левая) 20 
- - строго верхняя (строго ниж-

няя) 27 
- трехдиагональная 58 
- унитарная 374 
- целочисленная 97 
- эрмитова 37 4 
Матрицы диагональ главная 9 
- - побочная 9 
- коммутирующие 1 1  
- перестановочные 1 1  
- подобные 100 
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- произведение на число 10  
- производная 30 
- ранг 136 
- след 9 
- столбец 9 
- столбцовая сумма 19  
- строка 9 
- строчная сумма 19  
- транспонирование 12  
- эквивалентные 137 
- элемент 9 
- - внедиагональный 9 
- - диагональный 9 
- элемента позиция 9 
- элементарных преобразований 33 
Матричная единица 1 5  
Метод вращений 309 
- выделения линейных множите­

лей 6 1  
- - полных квадратов 308 
I\'1етод Гаусса вычисления опреде­

лителя 56 
- - - ранга 136 
- - исследования и решения сис-

тем 169 
- Гаусса-Жордана 89 
- Лагранжа 308 , 336 
- рекуррентных соотношений 57 
l\!Iетрические коэффициенты 204 
J\,fинор 49 
- базисный 136 
- главный 52 
- дополнительный 50 
- угловой 92 
Многообразие линейное аффинное 156 
Многообразия вектор сдвига 1 56 
- направляющее подпространство 1 57 
- размерность 1 57 
Многочлен 1 27 
- нулевой 1 27 
- от матрицы 1 1  
l\!Iногочлена произведение на чис-

ло 127 
- степень 1 27 
I\tlногочленов равенство 127 
- сумма 1 27 
Множеств декартово произведение 103 
- объединение 103 
- пересечение 1 03 
- разность 103 
l\IIножества дополнение 1 03 
- равные 103 
Муавра формула 378 
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Направленный отрезок 1 17 
Направляющие косинусы вектора 

(луча) 204 
Неравенство треугольника на комп­

лексной плоскости 378 
Нормальный делитель 346 

Обратимости критерий 87 
Общее решение неоднородной сис­

темы через фундаментальную 
систему решений 180 

- - однородной системы через 
фундаментальную систему реше­
ний 180 

- - системы линейных алгебраичес­
ких уравнений 1 67 

Однородная система линейных 
алгебраических уравнений 167 

Окаймления миноров метод 140 
Определитель (детерминант) 41 
- квазитреугольной матрицы 5 1  
- произведения матриц 5 1  
Определителя разложение по строке 

(столбцу) 5 1  
- член 4 1  
Ориентация в пространстве 191  
Ортогональная проекция вектора 190 
Ортогональные векторы 204 
Ортонормированный базис 190 
Ось 1 1 7  
Отношение эквивалентности 1 1 1  
Отображение 106 
Отображение биективное (взаимно 

однозначное) 106 
- инъективное 1 06 
- обратное 108 
- обратное левое (правое) 1 10 
- сюръективное 106 
- тождественное 107 
Отображений произведение (супер-

позиция , композиция) 107 
- равенство 107 
Отображения образ 106 

Парабола 294 
Параболоид вращения 32 1 
- гиперболический 32 1 
- эллиптический 321  
Параболоида вершина 322 
- гиперболического прямолинейные 

образующие 322 
- каноническая система коорди 

нат 32 1 
- канонические уравнения 321 

Параболы вершина 295 
- директриса 295 
- каноническая система коорди-

нат 295 
- каноническое уравнение 295 
- ось 295 
- фокальный параметр 295 
- фокальный радиус 295 
- фокус 294 
- эксцентриситет 295 
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Параллелограмма правило 1 19 
Перестановка (подстановка) мно-

жеств 38 , 107 
- натуральная 38 
Перестановки четность 38 
Перестановочные матрицы 1 1  
Период матрицы 21  
Плоскости направляющие векто­

ры 23 1 
Плоскость k-мерная 157 
Поверхности второго порядка общее 

уравнение 335 
Подгруппа 345 
- циклическая 346 
Подкольцо 363 
Подполе 364 
Подпространство линейное 1 56 
Поле 364 
Полуплоскость отрицательная 249 
- положительная 249 
Полупространство отрицательное 250 
- положительное 250 
Поля расширение 364 
Преобразования координат форму-

лы 19 1  
Проекция вектора 190 
- - ортогональная 190 
- направленного отрезка 190 
Произведение Йордана 20 
- матриц 10  
- матрицы на число 10 
Производная матрицы 30 
Прообраз полный 106 
Пространства геометрические 126 
Пространство арифметическое 

(координатное) 1 26 
Прямая в линейном пространстве 1 57 
Прямой направляющий вектор 23 1 
Прямолинейные образующие гипер-

болического параболоида 322 
- - однополостного гиперболоида 320 
Пучка плоскостей уравнение 24 1 
- прямых уравнение 24 1 
Пучок плоскостей 24 1 
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- прямых 24 1 

Равенство направленных отрез-
ков 1 18 

Радиус-вектор (точки) 1 19 ,  189 
Разбиение множеств 103 
Разложение группы левостороннее 

(правостороннее) 345 
- матрицы скелетное 143 . 
- - треугольное (LR-разложение) 92 
Размерность линейного простран-

ства 145 
Разность 344 
- правосторонняя (левосторонняя) 344 
Ранг матрицы 136 
Расстояние между скрещивающи­

мися прямыми 279 
- от точки до плоскости 253 
- - - до прямой 253 , 279 

Сильвестра неравенство 143 
Симметрическая группа 348 
- разность 1 16 
Система векторов линейно зависи-

мая 130 
- - - независимая 13 1  
- - удлиненная 134 
- - укороченная 134 
- координат аффинная (общая 

декартова) 189 
- - прямоугольная (прямоугольная 

декартова) 190 
- линейных алгебраических урав-

нений 16 1  
- - - - неопределенная 16 1 
- - - - несовместная 16 1  
- - - - однородная 167 
- - - - определенная 16 1  
- - - - приведенная однородная 180 
- - - - совместная 161  
Системы векторов элементарное пре­

образование 1 32 
- координат начало, полюс 189 
- линейных алгебраических уравне-

ний главные неизвестные 166 
- - - - коэффициенты 161  
- - - - общее решение 1 67 
- - - - основная матрица 1 6 1  
- - - - расширенная матрица 166 
- - - - решение 1 6 1  
- - - - свободные неизвестные 166 
- - - - - члены 161  
- - - - столбец неизвестных 16 1  
- - - - - свободных членов, правая 
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часть 16 1  
- - - - тривиальное решение 167 
- - - - частное решение 167 
- - - - эквивалентные 161  
Скалярное произведение векторов 203 
Скалярный квадрат 203 
След матрицы 9 
Смежный класс левый (правый) 345 
Смешанное произведение 218  
Сочетание 52 
Сравнение по модулю 1 14 
Столбец единичный 9 
- координатный 146 
Столбцы базисные 136 
Строка единичная 9 
Строки базисные 136 
Сумма матриц 10  

Теорема о базисном миноре 1 36 
Транспозиция 38 
Транспонирование матрицы 12  
Треугольника правило 1 18 
Трехдиагональная матрица 59 

Угол между плоскостями 254 
- - прямой и плоскостью 279 
- - прямыми в пространстве 279 
- - - на плоскости 254 
Уравнение плоскости в отрезках 233 
- - каноническое 23 1 
- - общее 233 
- - - полное 233 
- прямой на плоскости в отрезках 233 
- - - - векторное 233 
- - - - каноническое 231 
- - - - общее 232 
Уравнения плоскости вектор­

ные 233 , 286 
- - параметрические 232 
- прямой в пространстве вектор-

ные 286 
- - - - канонические 271 
- - - - общие 271 
- - - - параметрические 271 
- - на плоскости параметрические 232 

Фактор-группа 346 
Фактор-множество 1 1 1  
Фредгольма альтернатива 179 
- теорема 1 79 
Фробениуса неравенство 145 
- формулы 100 
Фундаментальная система реше-

ний 179 
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Характеристика поля 364 
Характеристическая функция под­

множества 104 

Цилиндр гиперболический 332 
- круговой 332 
- параболический 332 
- эллиптический 332 
Цилиндра направляющая 332 
- ось 332 
- прямолинейные образующие 332 
Циркулянт 386 
- косой 387 

lllaля лемма 1 18 

Эйлера круги 104 
- тождество 82 
Эквивалентности класс 1 1 1  
- матриц критерий 137 
Эквивалентные матрицы 137 
Экспонента матрицы 28 
Элемент нейтральный 1 1 1  
- симметричный 1 1 1 
Элемента группы порядок 346 
- - степень 346 
Элементарное преобразование систе­

мы векторов 132 
Элементарные преобразования блоч­

ной матрицы 37 
- - матрицы 3 1  
- - системы линейных алгебраических 

уравнений 1 70 
Элементы группы сопряженные 346 
Эллипс 29 1 
Эллипса вершины 292 
- диаметр 299 
- директрисы 292 
- каноническая система координат 291 
- каноническое уравнение 291 
- ось большая (малая) 292 
- полуось большая (малая) 292 
- фокальные радиусы 29 1 
- фокусы 29 1 
- центр 292 
- эксцентриситет 292 
Эллипсоид 3 16  
- вращения 3 1 7  
- трехосный 3 16 
Эллипсоида вершины 3 17  
- главные оси 3 17  
- каноническая система координат 3 1 6  
- каноническое уравнение 316  
- полуоси 3 16  
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- центр 3 17  

Якоби тождество 19  



Указатель обозначений 

А = ( aij ) - :матрица А с элементаыи aij , 9 
{А }ij - элемент 1\1атрицы А в позиции ( i , j ) ,  9 

A1i.1 i1
·.22 • •  .

i1
·!c - алгебраическое дополнение к минору N/1� 11�2 · ·  · 1i.k , 50 1 " .  k. 1 2 · "  k 

An - знакопеременная грурпа, 348 
Ат - транспонированная матрица, 1 2  
Ан - сопряженная :матрица, 374 
А * В - произведение Йордана, 20 
А - 1 - обратная матрица, 87 
А �  В - подобие матриц, 100 
А r-v В - эквивалентность матриц, 1 37 
А ® В - кронекерово произведение матриц, 29 
АЛВ - симметрическая разность множеств, 1 16 
[А , В] - коммутатор матриц, 1 1 
{ А ,  В} - групповой комl\1утатор , 97 
(АВА1) - отношение, в котором точка М делит [АВ] , 1 20 
I A \ , det А - определитель (детерминант) матрицы , 4 1  
А - присоединенная (взаимная) матрица, 87 ----t ---t 
(АВ) ,  I AB I - величина, модуль направленного отрезка, 1 1 7 
ai - i-й столбец матрицы А, 9 
aj - j-ая строка матрицы А, 9 
( а) , 1 а \ - величина, длина вектора, 1 18 
( а, Ь) - скалярное произведение , 203 
[ а, Ъ] - векторное произведение , 2 17  
( а,  Ъ, с) - смешанное произведение, 2 18  
{а} - циклическая подгруппа, порожденная элементом а, 346 
arg z, l z l - аргумент, ыодель комплексного числа, 377 
С - множество коыплексных чисел , 373 
cпi x n - множество (m х п)-матриц с комплексными элементаl\·Ш , 374 
с: ' c;J - число сочетаний из п элементов по m, 52 
card G - порядок конечной группы G, 346 
cl (а ) - класс эквивалентности , порожденный элементом а , 1 1 1 
vm х п - множество ( m х п )-матриц, элементы которых - дифференцируе1' 

функции, 30 
diag (  а н ,  . . .  , an n ) - диагональная матрица, 9 
8iJ - символ Кронекера, 9 
е = (е 1 , . . .  , еп ) - базис е линейного пространства, 146 
ехр А - экспонента :матрицы А, 28 
е(Х)  - характеристическая функция множества Х ,  104 
G1 r-v G2 - изоморфизм групп, 345 
G / Н - фактор-группа группы G по нормальной подгруппе Н,  346 
( G, * ) - группа с операцией * ,  344 
G ( e i , е 2 ,  ез ) - матрица Граl\1а векторов e i , е 2 ,  е з ,  204 
1- 1 - обратное отображение, 1 08 
1 - единичная матрица, 9 
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к - кольцо, 362 
l+ , l_ - положительная ,  отрицательная полуплоскости относительно прямой 

l , 249 
Мп - множество всех многочленов степени не выше п ,  1 27 
м;:;� : : :�: , Mk - минор k-го порядка, расположенный в строках с номерами 

i i , . . . , ik и в столбцах с номераыи j1 , . . .  , Jk , 49 
м' М8 - дополнительный минор, 49 
m = n(mod p) - числа m и п сравнимы по модулю р, 1 14 ,  349 
N - множество натуральных чисел 
{О ;  е 1 , е2 , е3 } - аффинная (общая декартова) система координат, 189 
Р - поле, 364 
prf а, prf а, pr� а, pr а Ь - проекции вектора, 1 90 ,  203 
7Г + ,  7Г _ - положительное, отрицательное полупространства относительно 

плоскости 7Г,  249 
7Г{М ) ,  1Г( l )  - пучки прямых с центром М, плоскостей с осью l , 24 1 
Q - множество рациональных чисел 
IR - :множество вещественных чисел 
IRn - арифметическое пространство, 1 26 
IRmxn - :множество (m х п)-матриц с вещественными элементами,  9 
Re z ,  Im z - действительная, мнимая части комплексного числа, 373 
r А - радиус-вектор точки А , 1 19 
rg А - ранг матрицы, 136 
p( l 1 , l2 )  - расстояние :между скрещивающимися прямыми, 280 
р(Мо ,  l) - расстояние от точки до пряl\юй, 253 , 279 
p(!v/0 , 1Г) - расстояние от точки до плоскости, 253 
Sn - симметрическая группа степени п, 348 
а (а ) - общее число инверсий в перестановке а, 38 
tr А - след матрицы, 9 
V1 , V2 , Vз - геометрические пространства, 1 26 
V ( х 1 ,  . . .  , Хп ) - определитель Вандермонда, 60 
W(f1 , . . . , fп ) - определитель Вронского , вронскиан, 85 
X/'R - фактор-множество, 1 1 1  
х х у '  х u у '  х n у '  х \ у' у - декартово произведение, объединение, 

пересечение, разность, дополнение множеств, 1 03 
x'Ry - бинарное отношение, 1 1 1  
х r-v у - отношение эквивалентности , 1 1 1  
Z - множество целых чисел 
Zp - группа, кольцо вычетов по модулю р, 350 , 364 
vz - корни п-й степени из комплексного числа, 383 
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